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M. OHTSUKA. — Théorèmes étoilés de Gross et leurs applications. 1 


Ce travail est consacré aux généralisations et aux applications de deux 
théorèmes de Gross sur les fonctions inverses des fonctions méromorphes; 
l’un de ces théorèmes est bien connu comme « théorème étoilé de Gross ». 
Les transformations qui nous intéressent sont des transformations continues 
assez générales de surfaces de Riemann dans d’autres surfaces de Riemann. 
Les résultats concernent l’étude de la correspondance des frontières dans les 
transformations conformes ou dans des transformations plus générales, 
particulièrement dans les transformations du cercle-unité dans un autre plan. 
On étend les résultats de Beurling et Dufresnoy que précisent notamment, 
sous quelques conditions supplémentaires, les théorèmes de Fatou et de 
Riesz. Une question spéciale ‘sur la correspondance des frontières dans la 
représentation conforme d’un domaine de Jordan sur le cercle-unité est 
posée et traitée. 


M. OHTSUKA. — Sur les ensembles d’accumulation relatifs à des 
transformations plus générales que les transformations quasi- 
domiogniess ant, oh) she ant canaux, rer Roanne 29 


L'objet de ce travail est l'étude des problèmes relatifs aux ensembles d’ac- 
cumulation dans le cas où la transformation est assez générale : c’est une 
transformation continue, plus générale que la transformation quasi-conforme 
ordinaire, d’un ensemble dénombrable de surfaces de recouvrement d’une 
surface de Riemann ouverte ® dans une autre surface de Riemann; les 
frontières des surfaces de Riemann sont définies au sens de Kérékjarto- 
Stoilow. L’ensemble d’accumulation intérieur et l’ensemble d’accumulation 
frontière de cette transformation sur une partie J, de la frontière de A sont 
définis, et on montre que la différence de ces deux ensembles est ouverte, 
que toute valeur de cette différence, sauf au plus un ensemble de capacité 
logarithmique nulle, est prise dans tout voisinage de #, et que chaque valeur 
non prise dans un voisinage est valeur asymptotique dans tout voisinage, 
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J.-P. KAHANE. — Sur quelques problèmes d’unicité et de pro- 
longement, relatifs aux fonctions approchables par des sommes 
d'éxnonénhielles, 9... 6 OM. to ae ee ee 39 


A étant une suite de nombres complexes À; (0 < |A,| << !Aj|...), on 
désigne par &,(A) (resp. 6,(A)) l’ensemble des fonctions f(x) (rep. f(z)) 
définies sur un segment I (resp. sur un compact K du plan complexe) et 
uniformément approchables sur I (resp. sur K) par des combinaisons liniaires 
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ae ( resp. DLA ye’ |: On désigne par 6(A) l’ensemble des fonctions 
aap) pt 


1 \ : me j : 
continues) sur la droite dont les restrictions à tout segment I appartiennent 


à &,(A), par 6o(P) l’ensemble des fonctions (holomorphes) sur un ouvert 
Q du plan complexe dont les restrictions à tout compact K € Q appartiennent 
à Ex(A). 

Le chapitre I débute par un exposé rapide des principales propriétés de 
&(A), à partir des « transformées de Fourier-Carleman » des fonctions moyenne- 
périodiques de L. Schwartz .[] est ensuite consacré aux problèmes de l’unicité 
d’une fonction de &(A) définie par ses valeurs sur un segment (1), ou par ses 
valeurs approchées au voisinage d’un point (2), ou par les valeurs de ses déri- 
vées successives en un point (3), et du prolongement d’une fonction de 6, (A) 
en une fonction de 6(A) (4). Chacun de ces problèmes est justiciable de diffé- 
rentes méthodes, qui fournissent des résultats faisant intervenir diverses 
fonctions, ou quantités, attachées à À. Ainsi, dans la solution du problème (1) 
intervient la densité minimum de A, tandis que dans les solutions données au 
problème (4) interviennent la densité maximum et la « densité de répartition ». 
Les solutions aux problèmes (2) et (3) font intervenir la rareté, ou la lacunarité. 
de A, soit dans le plan, soit sur la droite réelle, soit sur une demi-droite, 
A titre d'exemple, voici un résultat obtenu: pour que les relations f€6(A)> 
f™(0) =0, max] f™(x)|< Ab, (n = 0, 1, ...) entrainent f = 0, il suffit que 

cad 


Mr 


— 0; si À est assez rare, cette condition est nécessaire. 
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Au début du chapitre 11 sont examinés quelques problèmes généraux 
concernant 69(A); par exemple, la recherche des conditions nécessaires et de 
conditions suffisantes pour que &9(A) contienne toutes les fonctions holomor- 
phes dans Q. L'essentiel du chapitre traite du problème de prolongement 
suivant : Q et A étant donnés, trouver un ouvert G D Qtel que toute fonction 
de &a(A) soit prolongeable en une fonction de &,(A); un principe de prolonge- 
ment très simple permet, en résolvant ce problème, d'obtenir très rapidement ; 
des indications sur les singularités des séries de Dirichlet, des fonctions 
presque-périodiques, des fonctions moyenne-périodiques analytiques. Les 
résultats font en général intervenir soit la densité maximum, soit la densité 
| moyenne supérieure de À. Exemple : si À est symétrique réelle, et a pour densité 
‘| maximum D, si Q est connexe et contient un segment [a—irD, a+ irD], 
toute fonction de &9(A) est prolongeable dans une bande verticale B en une 
fonction presque périodique) de & (A), chaque segment de longueur 27D 
porté par la frontière de B contenant au moins un point singulier. 

Les problèmes examinés au chapitre LIT sont, à priori, très différents des 
précédents. D'une part sont étudiées les questions de la théorie des fonctions | 
d’une variable complexe auxquelles mènent les méthodes employées au cha- 
pitre I: extension d’un théorème de Mandelbrojt. Mac Lane sur les fonctions 
-holomorphes dans une bande; relation entre la croissance du module et la < 
répartition des zéros et des pôles d’une fonction holomorphe dans un demi- 
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plan. D'autre part, les techniques introduites sont appliquées à quelques 
problèmes d’approximation et d’unicité dans le champ réel (problémes géné- 
ralisés des moments, del approximation polynomiale, de la quasi-analyticité) ; 
les résultats, difficiles à exprimer sont proches de ceux obtenus par M. 
Mandelbrojt à l’aide de son inégalité fondamentale. Ce chapitre se termine 
avec la définition de nouvelles classes quasi-analytiques, en réponse à un 
problème qui généralise le problème (3) du chapitre I. 


G. CHOQUET. — Theory of capacities. de Ru moe Ven MINES 


C'est un essai de théorie générale des fonctions croissantes d'ensemble. 
On est amené à mettre en évidence diverses classes importantes de telles 
fonctions, en particulier la classe des fonctions fortement sous-additives, 
pour lesquelles existe une théorie analogue à celle de la mesure, et une sous- 
classe de celle-ci, à savoir la classe des fonctions alternées d’ordre infini, 
analogues aux fonctions numériques complètement monotones. 

La capacité classique est une telle fonction d'ensemble: il en résulte l'identité 
des capacités intérieure et extérieure de tout ensemble borélien ou analytique, 

Un outil de recherche puissant est la représentation intégrale des fonctions 
d’une classe additive et convexe au moyen des éléments extrémaux d’une telle 
classe. Cette représentation permet d'identifier les fonctions alternées d’ordre 
infini avec certaines probabilités associées à l’ensemble variable. 


M. BRELOT. — Existence theorem for n Capacities Oates: ed MU 


On sait que la capacité d’un système de n compacts est majoré par la somme 
des capacités; on montre ici qu'on peut trouver n compacts de capacités 
imposées y;, tels que la réunion ait une capacité majorant Ly;—« (<> 0 donné 
à l'avance) Ce résultat établi ici dans un espace de Green avec le potentiel 
de Green était demandé par Choquet qui l'utilise dans sa théorie des capa- 
cités. 


J. DENY-J.-L. LIONS. — Les espaces du type de Beppo Levi. . . 305 


Soit Q un ouvert quelconque connexe de R". Soit E un espace vectoriel 
de distributions sur Q, séparé et complet. On désigne par BL,,(E) l’espace 
des distributions sur Q dont toutes les dérivées d’ordre m sont dans E. 
Ces espaces sont les espaces du type de Beppo Levi. Si E = L?(Q), on écrit 
BL = BL(Q) au lieu de BL,(L?(Q)). La première partie est_ consacrée 
aux propriétés générales des espaces BL,(E); la seconde associe à toute 
fonction FEBL(Q) une fonction « précisée », définie partout sauf sur un 
ensemble de capacité extérieure nulle; la troisième aborde l’étude des BLn(E). 
Parmi les résultats principaux, signalons: 1) l’espace séparé associé à 
BL,(E) est complet; 2) si n> 2, l’espace D'(Q), complété de D(Q) pour 
la norme |{¢j\, =( Ja |grad »|2da)” est un espace de distributions. Si 
n = 2, il en est encore ainsi, si et seulement si, Q est de complémentaire 
non polaire; 3) pour que le problème de Neumann relatif à un ouvert 
connexe borné 2 et à l'équation Au = 0 soit possible (en un certain sens) il 


faut et il suffit que @ soit un ouvert de Nikodym (i. _e. toute FEBL(Q) 
est dans L? (Q)) 4) pour qu'une FEBL (2) soit dans (2), il faut et il 
suffit qu’une fonction « précisée » F*, associée a F, admettre la pseudo 
limite 0 quasi partout à la frontière, et à l'infini si n > 2 et Q non borné, 


etc. 
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M. BRELOT. — Étude et extensions du principe de Diriehlet.. . . 371 


Le principe de Dirichlet est modernisé en utilisant la théorie indépendante 
du problème de Dirichlet. On se place dans les « espaces de Green » 6 à r>2 
dim. (comprenant en particulier les surfaces de Riemann hyperboliques) 
et on utilise les fonctions (BLD) que Deny a introduites à partir des fonctions 
dites (BL) et dont les classes d'équivalence forment un espace de Hilbert 
(où la norme est la racine carrée de l'intégrale de Dirichlet) 

Mais le point le plus important est dans l'expression des conditions-frontière. 
On utilise la notion récente de lignes de Green (trajectoires orthogonales des 
surfaces Gp = Cte) sur lesquelles sont choisies une topologie et une mesure dg. 
La limite en moyenne-dg sur les surfaces Gp = const. À quand À — 0, d’une 
fonction f dans & est dite radiale de f. Toute fonction (BLD) admet une radiale. 
Cela posé, si l’on part d’une fonction f (BLD) dans &, la solution du problème 


de Dirichlet H}" relative à un domaine 2, tendant en croissant vers 6 (Q, c &) 
a une limite qui est, A une constante prés, la seule fonction harmonique (BLD) 
minimisant || uw — f || ; c’est aussi la seule fonction (BLD) de radiale égale a 
celle de f et qui soit harmonique, ou bien de norme minima. 

Tout cela est inspiré d’une étude très particulière par Bochner dans le cas 
de domaines limités par des sphères et dérive, comme la théorie classique 
depuis Nikodym, d’une interprétation géométrique dans un espace de Hilbert. 
L'extension faite au cas d’une partie de frontière libre suggère des recherches 
ultérieures. 


O. GALVANI. — Réalisations euclidiennes des plans de Finsler. . . 4214 


Il s’agit essentiellement de réalisations des plans de Finsler F. dans l’espace 
euclidien E à 3 dimensions et dans certains espaces de Riemann R à 3 dimen- 
sions : existence de réalisations locales pour un F donné analytique, nature 
de ces réalisations, correspondances géométriques. 

Principaux résultats: les F doués du parallélisme absolu des éléments 
linéaires sont réalisables dans E*; pour les autres, il existe des R (dépendant 
de F) où on peut les réaliser. On peut, dans E* trouver des réalisations 
valables au voisinage d’un point de F (et non seulement au voisinage d’un 
élément linéaire). Les images des points de F sont les trajectoires orthogo- 
nales d'une famille de développables réglées de R (développables de E!), 
les images des géodésiques de F sont les génératrices de ces développables. 
if het lignes sont consacrées aux réalisations, toujours possibles, 

ans KH, 


- René REULOS. — Recherches sur la théorie des corpuseules. . . 455 


Les recherches qui sont exposées au cours de cet article constituent en 

réalité un essai de théorie quantique des champs dans lequel l’auteur a 

pres cherché à introduire plus largement les méthodes de la mécanique ondulatoire. 
Le premier chapitre (qui sert d'introduction), est consacré à la théorie 

classique des champs à laquelle ont été apportées quelques contributions. 

On y rencontre d’abord une extension à l’espace-temps de la relativité des 

conditions de Cauchy et de la notion de fonction analytique dans un sens utile 
à | pour la théorie des champs, (classique ou quantique). Il est défini à cette 
fi occasion un opérateur différentiel linéaire qui servira de thème ou de « motif » 
LES à l’armature mathématique de la théorie. L’analogie Champ-polarisation, | 
ie, érigée en principe et l’analogie potentiel-courant électrique ouvrent des 
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pectives nouvelles. L’analogie champ magnétique-rotation déja signalée en 
1944 aux «Cahiers de physiques » apporte de la clarté et de l'unité aux questions 
de gyro-magnétisme et rend évidente la précision de Larmor. L’interaction 
potentiel courant fournit une théorie simple des couples de radiation et un 
tenseur homologue du tenseur de Maxwell. 

Le second chapitre reprend l’analogie champ [magnétique-rotation, la 
développe, et donne une théorie maxwellienne de la gravitation qui permettra 
peut-être à l’auteur de faire fonctionner une pompe hydraulique sur le prin- 
cipe de la machine de Gramme. Une première interprétation du spin est pro- 
posée. Au troisième chapitre l’auteur associe au mouvement du corpuscule 
dans un champ de forces, un système de deux fonctions d’onde et d possédant 
chacune quatre composantes et remplace l'intégrale première du mouvement 
relativiste par un groupe de huit équations algébriques entre les composantes 
xx et Y, lesquelles restent cependant indéterminées. Pour achever de les lier 
il manque une idée, c’est celle de Louis de Broglie, que l’auteur traduit sous 
la forme d'un système différentiel. L’élimination de termes inutiles donne 
aussitôt un système d'équations différentielles linéaires du premier ordre du 
type hyperbolique, lequel contient à la fois l’idée fondamentale de la dyna- 
mique relativiste du point-matériel et l’idée de l’onde associée. Cette méthode 
a en partie pour but de libérer les raisonnements de la « magie » des opérateurs 
et de mettre en jeu des moyens classiques plus faciles à interpréter. L'auteur 
remarque alors que les équations ainsi obtenues et les relations qu’elles 
entrainent présentent un parallélisme étroit avec les formes et relations de 
la théorie classique des champs telles qu’elles se présentent après l'étude du 
premier chapitre. Ces conclusions conduisent à penser que le champ électro- 
magnétique et le potentiel-vecteur pourrait bien avoir la même nature physique 
que les ondes ¢ et } associées au mouvement des corpuscules, dont ils ne repré- 
senteraicnt qu’un cas particulier correspondant a un corpuscule de masse nulle 
L'étude de l'interaction des ondes ¢ et 4 avec les champs électro-magnétiques 
confirment ce point de vue et parait justifier les hypothèses un peu osées du 
chapitre premier. L’onde | représenterait une polarisation, l’onde © un courant 
électrique, la densité électrique serait la quatrième composante de l'onde ¢. 
Cette interprétation de l’onde nous éloigne du point de vue déjà classique 
selon lequel l’onde ne possèderait aucune existence physique, étant, selon 
l'expression de M. Louis de Broglie « personnelle et subjective comme le sont 
les répartitions de probabilité ». Pour interpréter les corpuscules neutres, 
l’auteur est amené à introduire les corpuscules complexes formées de deux 
corpuscules simples, à l’aide de solutions qui rappellent les modèles connus 
d’électron à champ soustractif, avec toutefois des différences essentielles. 
Ce sont des globules d’énergie, solutions des équations du champ bicorpus- 
culaire. Lorsque l’un des corpuscules constituants possède la masse du méson 
tandis que celle de l’autre est nulle, la masse du globule est celle de l’électron. 
L'image de cet électron est trop précise car sa finesse correspond à la longueur 
d’onde liée à la masse du méson IT. L’auteur lui associe des fonctions repré- 
sentant des grandeurs probables et un globule de probabilité plus flou que le 
globule d’énergie qui rappellerait alors le globule de Darwin. os 

L’idée initiale de ces recherches remonte a la période de sa thése, mais 
l'auteur se croyait alors obligé d’utiliser un opérateur matriciel hermitien R 
vérifiant la condition a } = R¢ et quatre fonctions d’onde. 

Le choix des matrices unitaires à 4 lignes et 4 colonnes du type Dirac était 
insuffisant et ne lui permettait pas d'obtenir des équations possédant d’une 
part la symétrie relativiste (Minkowski). et donnant d’autre part le terme 
de masse. Il ne pouvait obtenir que les formes classiques, des équations de 
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see 


Maxwell dans le vide, en l'absence de charges électriques. (Comptes rendus ÿ 


de l'Ac. des Sciences 1° mai 1939). C'est plus tard qu’il aperçut la combinaison 
TM == Roy, À 9 = = Ry à huit fonctions d’onde qui lui fournit le motif qu’il 


cherchait. Il put alors relier par un « fil directeur » des travaux qui restaient 


isolés et de nombreuses difficultés se sont aplanies. I] en reste encore.... 
principalement dans les questions de Spin et cette théorie n’est qu’une 


ébauche, mais elle présente l'avantage de convenir localement aux systèmes de | 
P y ; 


référence non galiléens, de fournir une correspondance simple entre la méca- 
nique classique, la mécanique ondulatoire et la théorie classique des champs 
et de conserver dans une théorie d’origime quantique et corpusculaire, la 


notion de masse électromagnétique des corpuscules, seul lien simple et solide 


entre la théorie électromagnétique et la théorie de la gravitation. 
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THÉORÈMES ÉTOILÉS DE GROSS 
ET LEURS APPLICATIONS 


par Makoto OHTSUKA. 


Introduction. 


Dans [16] W. Gross a donné deux théorèmes sur une déter- 
mination de l'inverse d’une fonction méromorphe, dans un 
domaine étoilé. L’un de ces théorèmes est la généralisation du 
théorème dit « théorème étoilé de Gross » qu'il avait publié 
dans [15] (voir [25], p. 276); il a été l’objet de recherches 
récentes de Tsuji [34], Yàjôbô [37], Kaplan [18; 19] et Nos- 


hiro [26]. 
Nous étendrons d’abord ce premier théorème à une classe 
de représentations continues — plus générales que les repré- 


sentations quasi-conformes classiques (') — de domaines plans 
dans une surface de Riemann (§ 1) et ensuite, d’ensembles 
ouverts sur une surface de Riemann dans une autre surface 
de Riemann ($ 2). Cette extension du théorème de Gross est 
suivie aux §§ 3-7 de ses applications aux problèmes sur la 
correspondance des frontieres dans la représentation d’un 
cercle-unité dans un plan. Nos résultats se rapportent aux 
travaux de Beurling [3], Dufresnoy [13; 14], Tsuji [35], (T) 
Yosida [36], Kaplan [18] et Kuroda [21]. En particulier 
aux §§ 4-5, certains théorémes de Beurling et Dufresnoy sont 
généralisés pour notre classe de transformations. Les résultats 


(:) Par représentation quasi-conforme classique, nous entendons une représen- 
tation intérieure au sens de Stoïlow, à dérivées partielles continues, de jacobien 
non nul et de quotient de dilatation uniformément borné, sauf au plus en des points 


isolés. 
1 
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obtenus conduisent à poser un problème général sur la cor- 
respondance des frontières (§ 6). On se pose aussi la question 
plus particulière suivante: Étant donné une représentation 
conforme d’un domaine de Jordan sur le cercle-unité, à quelles 
conditions correspond à un ensemble de capacité logarithmique 
positive (en général, d’a-capacité positive (0 x < 1); 
Q-capacité = capacité logarithmique) de la frontière du do- 
maine, un ensemble de capacité logarithmique positive de la 
circonférence-unité ? Au $ 7 on donne un exemple pour montrer 
que la rectifiabilité de la frontière ne garantit pas que les 
ensembles d’o-capacité (0 < & «7 1/2) positive soient trans- 
formés en ensembles de capacité logarithmique positive. 

Au §8, on étend l’autre théorème de Gross. Ceci permet de 
généraliser au § 9 un résultat de Beurling et Dufresnoy sur 
l'existence de limites angulaires. 

Partout dans nos applications des théorèmes de Gross, un 
role important est joué par le fait que sur une surface de 
Riemann de frontière positive la fonction de Green et sa 
conjuguée fournissent une représentation conforme d’un domaine 
étoilé borné dans &, représentation telle que les images de 
presque tous les rayons du domaine s’étendent jusqu’à la fron- 
tière idéale de R. Une idée semblable a été employée par 
Kaplan [18] pour démontrer un théorème de Beurling et 
Dufresnoy. 


4. Nous donnerons d’abord la définition des points fron- 
tières d’une surface de Riemann ouverte ‘R. Soit F une classe 
de filtres telle que chaque filtre possède une base ordonnée, 
sans points adhérents, formée d’ensembles ouverts. On peut 
choisir une sous-base dénombrable. Nous dirons que chaque 
filtre définit un point frontière de R et nous noterons Fg 
l’ensemble de tous les points frontières relatifs à %. Une suite 
de points {P,{ de R + Gg converge vers un point P de Fg 
quand pour chaque élément F d’une base de Pg tous les P,, 
sauf un nombre fini au plus, sont contenus dans F (si Phe 
on dira qu'il est contenu dans F s’il existe une base de P, 
contenue dans F). Si on conserve la topologie originale de &, 
on obtient ainsi une topologie de + Fo. &— étant un 
ensemble dans 3g, une suite ordonnée d’ensembles ouverts + D,} 
sera une approximation de 6g si pour chaque D, et pour 
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chaque point P, de & il existe une base de P, contenue dans D, 


et si | )D, — Sg, où D, est Vadhérence dans R -+ Jg de D,. On 


n 
dira que une approximation est régulière si les frontières 
relatives sont réguliéres et disjointes. 

Maintenant soit f(P) une représentation continue, dans À, 
d’un sous-ensemble ouvert G d’une autre surface de Riemann R, 
close ou ouverte. Soit Ec G un ensemble fermé dont l’image E 
par f( P) est de mesure linéaire nulle dans ‘X. Nous supposons 
que f(P) admet des dérivées partielles continues par rapport 
aux paramétres locaux dans G—E et que le jacobien ne s'y 
annule pas. En chaque point P de G—E le quotient de dila- 
tation g(P)=1 est défini par le rapport des deux axes de 
lellipse infinitésimale. Au point image P de P, le quotient 
de dilatation q(P) est défini de la même façon et est égal à 
q(P) au point P. &g étant un sous-ensemble de Fg, on dira que 


f(P) est parabolique (6g), si pour chaque compact K dans # il 
existe une approximation régulière }D,{ de &g avec des 
frontières relatives }y,{ et des fonctions harmoniques 
ju,(P)f dans D,— D, égales à 0 sur y, et à 1 sur y, (*) telles 
que D,nK =o et 


(1) sextttts > avec 7, 
f qd¢,, 
0 (an) 


où 9,(P) est la fonction harmonique conjuguée de u,(P) et 


Jade, est l’intégrale f q Pde, | P(P)) définie sur l’image réci- 
(un) 
proque de la courbe de niveau de u,; comme l’ensemble E est 


de mesure linéaire nulle, l’image réciproque d’une courbe de 
niveau est bien définie pour presque tous les u,. 

En particulier, soit Fg la frontière au sens de Kérékjärt6- 
Stoilow (*). Supposons qu’un sous-ensemble &g ¢ 34 borne un 


(2) Si D, —D, est compact dans R, u,(P) est déterminé uniquement. S’il est non 
compact, ce n’est pas toujours vrai. : 
(3) Voir [27] par exemple. 
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ensemble ouvert sur À, à frontière relative compacte, tel queëz 
soit de mesure harmonique nulle par rapport à cet ensemble 
ouvert. Si f(P) est une fonction p-valente, p< +, et quasi- 
conforme de quotient de dilatation borne: g(P)<q< co, on 


voit facilement que f(P) est parabolique (&@). 
De façon analogue au théorème 1 de [18], nous énoncerons 
la généralisation suivante du théorème étoilé de Gross : 


TaéorèMe 1. — Soit & une surface de Riemann ouverte de 
frontière Fg, et soit f(z) une représentation parabolique (bg), 6m < Fg, 
dans ® dun domaine G du plan z, de la forme: 0< «<1, 
O<y< h(a) 0. Si pour chaque valeur x d’un sous-en- 
semble X de Vintervalle 0< «<1, on a h(x) < æ et s'il existe 
une suite y, — h(x) telle que f(x + ty,) tende vers &% lorsque 
n— oo, X est de mesure linéaire nulle. 

Soient {k,} des nombres tels que 0< hk, Ck, <--->; 
nous noterons X, l’ensemble fxeX; h(x) < k,{. Si tous les X, 
sont de mesure linéaire nulle, il en est de méme de la somme 


LJ X, > X. Supposons qu'il existe p tel que la mesure linéaire 


P 

extérieure de X, soit positive. On note f,(z) la fonction obtenue 
de f(z) et définie seulement dans la partie de G au-dessous 
dey —k,. Soit o : (0 <)a, < x < 2,(<1) 10e (0 LEE 
un segment dans G tel que le sous-ensemble X, de X, dans 
%, az < x, est de mesure linéaire extérieure positive : m(X,) > 0. 
Soit {D,} une approximation régulière de 84 satisfaisant à (1), 
telle que D, est disjoint de l’image de o par f,(z). Si g,(P) est 
la fonction réciproque de f,(z) définie localement en dehors 
de E et si s,(u,) est la longueur totale de l’image réciproque 
de la courbe de niveau u, = c“, on a pour presque tout wu, 


Hsu) =) J ial Plot iol < JT PE def que, 
(un) (ap)|OPn} 4 Jan 
à cause de l’inégalité de Schwarz; ainsi : 
nom au du, “ (og P dvd 
Diner Jin ls ÈS MUC 
t ( »)§ TT ail dv, Saha 20. 
are 


outa.) Un) 
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La quantité a gauche tendant vers x avec n d’après la condi- 
tion (1), on trouve une contradiction (Ay 


Remarque 1. — On peut facilement énoncer ce théorème 
dans le cas d’un domaine étoilé. 


Remarque 2. — Ce théorème donne une réponse affirmative 
a la question posée dans la remarque 2, § 4 de [19] par Kaplan. 


Remarque 3. — Le théorème 10 montrera que dans l’énoncé 
du théoréme 1, on ne peut pas remplacer la mesure linéaire 
par une mesure &, « < 1. 

Cependant il reste la question que nous a posée M. W. Hayman, 
a savoir: Etant donné un nombre &, 0 < « < 1, est-ce qu’il 
y a une fonction entiére telle qu’il existe un élément régulier 
de la fonction inverse qu’on ne peut pas prolonger indéfiniment 
jusqu’à l'infini dans un ensemble de directions angulaires de 
mesure x positive ? 


2. Dans ce paragraphe on considérera des représentations 
de surfaces de Riemann, ou de leurs parties ouvertes, dans 
d’autres surfaces de Riemann. Nous commencerons par quelques 
définitions de terminologie. 

Étant donné une représentation analytique, non nécessaire- 
ment univalente mais localement homéomorphe, d’un domaine 


G défini dans le théorème 1 dans une surface de Riemann &, 


on appelle l’image de G dans À un écoulement harmonique. 
L'ensemble des images de quelques lignes x = c“, 0 <y<h(x) 
est appelé un sous-écoulement harmonique et l’image de chaque 


(+) Prof. Pfluger m'a signalé oralement qu’on peut démontrer ce théorème, dans 
le cas où æ = f(z) est une fonction analytique univalente ordinaire définie dans G 
et tendant vers æ lorsque y >h(z), de la manière suivante : Soit f (G) l’image de G. 
Soit ir j la famille des courbes consistant en les intersections des circonférences de 
centre à l’origine, w = 0, avec f(G), et sy! } son image dans G. On peut facilement 
démontrer que la longueur extrémale (voir [2]) de + } » Ay = 0. Car la longueur 
extrémale ne change pas par les transformations conformes, Ay) = Aq’). Si on met 
po", {m (X) } IR SIL (6) V°/A (e) — 0. Donc m(X) — 0. Si f(z) est une représen- 
tation quasi-conforme de quotient de dilatation <q, LL ORAES L'ORA la 
démonstration est analogue. Cependant la définition des représentations quasi- 
conformes a été généralisée récemment par Pfluger [29] et Ahlfors [1] aux 
représentations continues mais non nécessairement a dérivées partielles continues. 
Dans ce cas on ne sait pas si l'inégalité ci-dessus est vraie ou non. 
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ligne x = ce“, est une trajectoire de cet écoulement. Si la repré- 
sentation est univalente, l'écoulement est appelé monofeuillet. 
Si h(x) < x pour tout x de l'intervalle (0, 1) ou pour une partie 


de cet intervalle, l'écoulement ou le sous-écoulement corres- 
pondant est appelé fini. Selon qu’un sous-écoulement est 
l’image d’un ensemble de lignes «= c", dont la trace sur 
l’axe des x est de mesure Jinéaire nulle ou positive, il est appelé 
respectivement nul ou positif. On dit qu'une représentation 
d’un écoulement harmonique sur une surface de Riemann & 
dans une autre surface de Riemann ouverte R est parabo- 
lique (6g) quand Ja représentation dans ‘i définie dans G par 
l'intermédiaire de À est parabolique (6g), 8g étant un sous- 
ensemble de la frontière Fp de R. 

Il découle alors immédiatement du théorème 1 et de ces défi- 
nitions : 


THéoRèmE 2. — Soit R une surface de Riemann ouverte et R 
une autre surface de Riemann quelconque; considérons une repré- 
sentation parabolique (6) d’un écoulement harmonique H sur À 
dans R. Si chaque trajectoire d’un sous-écoulement fini H, 
de H contient une suite des points dont les images tendent vers 
6e, H, est nul. 

Comme application de ce théoréme on obtient 


Tutorime 3. — Soient R et R deux surfaces de Riemann 
ouvertes, et soient bg et &% les frontières idéales d’ ensembles 
ouverts D et D à frontière relative compacte. Si D est transformé 
dans D par une représentation parabolique (8) de D > R telle 
que chaque courbe convergeant vers 6% contient une suite de 
points dont les images convergent vers 84 et telle qu'un voisi- 
nage de be est couvert complètement par l’image de D, &g et (07 


sont de mesure harmonique nulle par rapport aux D et D respec- 
tivement. 


Supposons que 63 est de mesure harmonique positive. Les 
courbes de niveau de la fonction conjuguée de la mesure har- 
monique w(P), sur lesquelles grad w(P) + 0, forment un écou- 
lement harmonique monofeuillet fini et leur sous-ensemble 
qui converge vers g forme un sous-écoulement positif (voir [5]). 


Mais d’après le théorème 2 il doit être nul, et 6g doit donc 
être de mesure harmonique nulle. Pour une approximation 
{D,{ quelconque de 6g, la variation Jd, de la fonction 
conjuguée 9, sur la courbe de niveau de la fonction de mesure 
harmonique u, sur D, — D, tend vers 0) lorsque n — x, parce 


> du, 1 
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| 

que fa <--—— 0. Donc bg est de mesure harmo- 
, Jats 


CEA (un) 


nique nulle. 
L’invariance connue (/28]) du type des surfaces de Riemann 


par rapport aux représentations quasi-conformes classiques 
découle du théorème 3. 


Supposons qu’un domaine D sur une RER" de Riemann À 
est transformé dans une autre surface de Riemann ® par une 
représentation f (P). S'il existe un sous-écoulement harmo- 
nique monofeuillet positif fini dans D convergeant vers une 
partie À de la frontière de D tel que sur chaque trajectoire il 
existe une suite de points dont l’image tend vers &g, f(P) ne 
peut pas être parabolique (6g) d’après le théorème 2. Autre- 


_ ment dit, si f (P) est parabolique (6), À est petit dans un cer- 
tain sens. Signalons le cas important suivant, dans lequel on — 
trouve un sous-écoulement harmonique monofeuillet positif ) 


fini: D contient un sous-domaine pe borné par un nombre 
| dénombrable de courbes de Jordan iC} qui sont libres rae 

entre elles et par un n ensemble A, tel que le prolongement PR 5 

symétrie de D, le long de je donne une surface de I 


4 Di de “frontière harmoniqu > positive (c’est-à-dire RE 
 hvperboli ra (°). La som wae deux fonctions de Green ‘ 


les symétriques, ou Ja fonction de. ce 
ky Buea Jo 
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unité et À un ensemble fermé de capacité logarithmique 
positive sur la circonférence, la surface symétrique est égale 
au plan entier pointé en A et elle est hyperbolique. 


3. Limitons nous maintenant aux représentations des sous- 
domaines de Uz;:}{|< 1 dans une surface de Riemann ouverte 
®. Donnons d’abord deux lemmes topologiques. Si D est 
un domaine dans U;, on appelle un ensemble connexe maximal 
sur la frontière relative de D par rapport à U, une compo- 
sante frontière relative a Uz. On va démontrer 


Lemme 1. — Soit ©, un point frontière d’un domaine 
Dc U: sur [y: |C/= 1. St les diamètres des composantes frontières 
relatives à Ue de D qui ont des points communs avec |\C—(,|< ¢, 
tendent vers zéro avec €, Q, est accessible de D. 

Soit 1e une suite de points dans D tendant vers %. On 
partage le plan € à l’aide d’un réseau dont les mailles sont des 
carrés de côtés parallèles aux axes des coordonnées tel que 
¢, et ©, sont deux nœuds du réseau. On partage ensuite chaque 
carré en quatre carrés égaux, chacun de ceux-ci en quatre 
nouveaux carrés et ainsi de suite. 

On note ©, le p-ieme réseau. Si p, est suffisamment grand, il 
existe une courbe /, simple joignant €, et &, située dans D et 
formée par certains côtés des carrés de @,. Considérons le 
rectangle ayant comme sommets opposés C, et {, et dont les 
côtés sont parallèles aux coordonnées; soit L, les deux côtés 
voisins qui sont situés dans Uy. Soit :, > 0 un nombre posi- 
tif quelconque et soit d, le supremum des diamètres des compo- 
santes frontiéres relatives {C{, de D qui ont des points com- 

“muns avec L,. On va montrer qu’il existe une courbe L\ joi- 
gnant €, et € dans D et située dans le (e, + d,)-voisinage 
de L,. Soit G, le premier rectangle délimité par 1, et L, et 
soient [? et L leurs parties qui bornent G,. Supprimons 
_ de G, les carrés fermés de @,, p = p,, qui ont des points com- 
muns avec G, — D. Si p est suffisamment grand, il reste une 
composante connexe H dont I est une partie de la frontière 
extérieure. Soit L{” la courbe qui forme la frontière exté- 
rieure de H avec I. Lorsque px, L*” s'approche de 
Lu }Cf;; donc, si p est suffisamment grand, L” est situé 
dans le ¢,-voisinage de Lu {C},. Done L*” est situé dans le 
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(e, + d,)-voisinage de L,. On fait la même opération pour les 
autres domaines délimités par 1, et L,; ainsi on obtient une 
courbe [, joignant c et & et située dans le (e, + d,)-voisi- 
nage de L,. Si pour &, et %,, C, et C,, ... on définit Lit Laisa 
comme: Lai, + L, À... converge vers (,. On remplace L, 
par L, situé dans le (e,+ d,)-voisinage de L,, où d, est le 
supremum des composantes frontières relatives de D qui ont 
des points communs avec L,. Par hypothèse d, tend vers 0 
lorsque n—>x. Si on prend «,—0, L'+ L,+... dans D 
converge à €, et le lemme est démontré. 


Lemme 2. — Si D est un domaine dans Uz borné par des 
courbes (closes ou ouvertes) de Jordan libres entre elles (*) et par 
un ensemble discret fermé relativement à Uz, les points sur Vy 
inaccessibles de D sont formés d’arcs ouverts et de certaines de 
leurs extrémités. 

Soit [', l’ensemble des points sur [} tel que pour chaque 
point Cel’, il existe une suite de continus dans U;—D qui 
s’accumulent sur un are contenant © en son intérieur. [', est 
visiblement un sous-ensemble ouvert de [%. Soit [, le sous- 
ensemble de l'}— [’, tel que pour chacun de ses points © il existe 
une suite de continus dans U;— D s’accumulant sur un are 
dont © est une extrémité. On va démontrer que, si & de ['r 
n'appartient ni à [, mi à L’,, il est accessible de D. Soit 


d,(C) =infd (C, &,) etsoit d,(C) —sup d(&,(), C étant une compo- 
rec rec 


sante frontière de D relative a U; et d(C, &) étant la distance 
euclidienne de Let &,. Sit, est un point extrémité de C sur [,, 
{, est accessible de D. Car d’après l'hypothèse GP, + [,, C 
n’oscille pas en s’approchant de @, et on peut supposer que 
d,(C) => 0 pour tous les C. Si d,(C,) > 0 lorsque n— , 
d,(C,) 0 car Gél, + PF, Alors ©, est accessible de D d’après 
le lemme 1. Soit B l’ensemble des points inaccessibles de D. Alors 
BcI,+T, et le lemme est démontré. 
Enfin on a le théorème suivant : 


Tutorime 4. — Soit R une surface de Riemann ouverte et 
soit bg un sous-ensemble fermé de la frontière 3. Soit Kc Ur un 
ensemble de mesure linéaire nulle fermé relativement a U, ; (<< 4, 


(7) Alors chaque courbe peut osciller près de Tz, mais n’oscille pas dans l’intérieur 
de Ur. 
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et soit f({) une représentation parabolique (bg) de Uz — K dans 
R. Si, à chaque point © d’un sous-ensemble X de lz: [= 1, 
sur toute courbe dans U;— K aboutissant à €, wu existe une 
suite de points dont les images convergent vers &g, la capacité 
logarithmique de X est nulle (*). | 

Soit {D,{ une approximation régulière de 6g à frontières 
relatives Lys Si yy passe par quelque point de E. on considère 
une fonction harmonique À, (P) dans D,— D,,,, égale a 0 sur 
vy, et à 1 sur +,,,, et note D, le domaine D,,, + PE, 
e< h,(P) < 1, où e est un nombre positif tel que Sh,(P) =e} 
soit régulier et disjoint de E: c’est possible parce que E est de 
mesure linéaire nulle. Ainsi on a une approximation régulière 
{D,} à frontières relatives {y,{ disjointes de E. 

Maintenant les images réciproques de {y,{ sont les courbes 
de Jordan qui sont libres entre elles dans U; — K. On peut 
supposer que le point € — 0 est contenu dans une des compo- 
santes de l’image de ‘R — D,. Soit U, telle composante et soit X, 
l’ensemble des points de [; inaccessible de U,. D’après le 
lemme 2, X, se compose d’un ensemble ouvert X$ et en plus 
d’un nombre dénombrable des points de [';: par suite il est 
capacitable. Or, supposons que l’ensemble X soit de capacité loga- 


rithmique extérieure positive, c > 0.Comme X est contenu dans 


Vintersection X,={ |, la capacité de chaque X, est > ec. 
y 


Pour une constante positive c’ <c il existe un ensemble 


fermé X,e X, de la capacité logarithmique > c’. Soit æy(C) le 


potentiel d’équilibre [log 1/r du. < log 1/c’ << x de la masse- 
unité sur X!. La fonction LC) = 2,(Q) + a,(1/7) est symé- 


x 


trique par rapport à [y et <2log 1/c’. On a, pour les points 


ft] 1, 8,0 > 2108 1 rae cette valeur sera notée c,. 
{+= 


ro 
Comme pour les lignes de Green (cf. [5]), dans Uy, le flux des 
trajectoires orthogonales aux courbes de %,-niveau et abou- 
tissant aux points de X, est 2x. L’ensemble K étant de mesure 


linéaire nulle, le flux des trajectoires qui ne passent pas par les 


(§) Quand la capacité extérieure est égale à la capacité intérieure, on dit que l’en- 
semble est capacitable et on appelle sa valeur simplement la capacité. 


ap fes 
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points de K est encore 27. Si {D,} est une approximation 
réguhère deë satisfaisant (1) telle que D, est disjoint de l’image 


de Cr ry, On a, comme dans la démonstration du théorème 4 
fee RY deltas 7) Au plouf: Ht 
(27) Se < 2T{ 2 log — + Gui) A» 
| q dv, \ C ] 


pour D, > D). Nous sommes ainsi conduits à une contradiction 

2 S bd r x 
parce qu'on peut faire n — æ avec y et alors la quantité à 
gauche tend vers . 


Remarque. — Si on utilise le résultat de Choquet [9; 10] selon 
lequel tous les ensembles de Borel sont capacitables, il suffit de 
démontrer que X, est de capacité logarithmique : intérieure 
nulle. Ceci sera conclut facilement par l’existence du sous- 
écoulement harmonique monofeuillet positif fini dans U;, qui 
est démontrée a la fin du § 2. On remarque aussi que, en géné- 
ral, les points accessibles d’un domaine forment un ensemble 
analytique ; donc l’ensemble X, ci-dessus est l’ensemble comple- 
mentaire d'un ensemble analytique. Cependant, cet ensemble 
n’est pas toujours capacitable (voir [9; 10]) et ceci est la raison 
pour laquelle on a besoin des lemmes pour démontrer le théo- 
rème 4. 


4. On appliquera le théorème 4 à un problème discuté par 
Beurling [3] et Tsuji [35]. Soit w = f(Q) une fonction non- 
constante méromorphe définie dans Uy et soit S,(e) l'aire 
sphérique de la surface de Riemann de la fonction inverse 
de f(Q), au-dessus de la calotte du centre » et du rayon ¢. 


Lorsque lim S w(2)/e? < 2, Beurling appelle w une valeur ordi- 


naire et none que si l’aire totale de l’image de U; par f(¢ ) (*) 

est finie et si une valeur ordinaire w n’est prise au plus qu'un 

nombre fini de fois (il était démontré sans ces conditions, 

dans [35], que l’ensemble où la limite radiale de f(¢) est égale a 

une valeur ordinaire est de capacité logarithmique intérieure 

nulle), lim (te) = æ({ = te’) seulement sur un ensemble 
t>1 


de capacité logarithmique nulle sur I’; ("). Soit f(¢) une fonc- 


(*) Quand l’aire est mesurée, on prend toujours la multiplicité en considération. 
(1°) Voir [7; 8] pour les problèmes en liaison avec ce résultat. 
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tion non-constante analytique définie dans U, qui prend des 
valeurs sur une surface de Riemann ®. On appellera une valeur 
P de ® une valeur faible si lim f(te%) = P n’est vrai que sur un 


t>1 


ensemble de capacité logarithmique nulle sur l}. On démon- 
trera : 


THéoORÈME 5. — Sout f(C) une fonction non-constante analy- 
tique définie dans Uz: |€|<c 1 et prenant des valeurs sur une 
surface de Riemann R. On note Sy(o) l'aire euclidienne de la 
partie de la surface de Riemann de la fonction inverse de f (©), 
se projetant dans le cercle \w|< p, où w est un paramètre fixé 
du centre P de ®. Si 


(2) lim Sp(2)/0° << ©, 


eo 


on a la même relation pour un autre paramètre quelconque qui 
s’annule en P et P est une valeur faible. 

Soit W un autre paramètre qui s’annule à P. Si w(W) repré- 
sente la correspondance entre w et W, ona 1/k < io(W)//W. 
et |w’(W)|<k < œ pour des valeurs W près de W— 0. Alors 


Su(e) _ [dice _lwl<e 
°° °° e 
ke ff n(W)dow k ff n(W) dow 
PIS: < _1Wi<er i «Sw(ph) 
ee p° ss (ek)° (ek)° 


où 5, et Sw sont les aires correspondant à w et W, n(w) et n(W) 
indiquent combien de fois les points w et W sont couverts, 
et do,, et dow sont les éléments d’aire. On y voit l'indépendance 
de (2) par rapport au paramètre. 

Nous allons démontrer que la fonction f({) qui transforme Uy, 
diminué des images réciproques de P, dans R—{P} est para- 
bolique (P) (P est considéré comme un point frontière deR —{P 
avec la topologie ordinaire). Si on prend 0 <\wl<[1/(n + c) 
(0£ c =c*) comme D,, la fonction w,(w) est égale a 


log + co 
+. c 
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1 
Pe : a: ak re 0 
O1 on pose w = pe, la condition (1) s'écrit | - gE ~—> 00, 
vu m4! .! la 
x + ‘Led la , . % À “ J " À 
où l'intégrale du dénominateur est égale à la longueur totale 
de la courbe située au-dessus de |w! = p et sera notée par A(o). 


> x 6 be Ve F mes 5 
D’après (2) on peut choisir p,—0 tel que NE A (p) do < k'p° 
/ s* , See a 
Ki == x). L’inégalité de Schwarz donne 


ek nae 


HI 
| 
is ae 
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Q 
“oD: 
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— 
~ 
Qu 
> 
sag 
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ro 
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a 
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e 


LE 


Ainsi 1/4k’ <= [x de/Ae) et par conséquent lim fi dp/X(e) = co. 


Enfin supposons qu’il existe une courbe 1, aboutissant à e* 
dont lim f{te*) = P, telle qu'il y a un voisinage Vp de P qui 


= 1 
est disjoint de l’image de J. Il en résulte, d’après une généra- 
lisation du théorème de Lindelôf, que toutes les valeurs de V» 
sont prises par f(C) dans un voisinage quelconque de e” sauf 
au plus deux valeurs. Alors Sp(p) = 2 pour toute o, ce qui 
est en contradiction avec (2). Les conditions du théorème 4 


sont satisfaites et on en conclut le théorème 5. 


Remarque. — Même dans le cas où w = f{{) est une fonction 
méromorphe, le théorème 5 est une amélioration du résultat 
de Beurling et Tsuji. Mais comme Carleson [8] a démontré, 
pour « donné quelconque, 0<«< 1, il existe une fonction 
analytique f(¢) définie dans U; telle que l'aire de l’image de Ur 
soit finie et telle que lim f(te”) = 0 ({ = te”) soit vrai sur un 

t>1 


ensemble fermé d’a-capacité positive. 

Nous pouvons généraliser la définition de valeur faible de la” 
façon suivante : Soit f(¢) une représentation analytique de U, 
dans &, et soit à un ensemble dans &. Si M est un moyen de 
mesurer des ensembles sur I’;, nous dirons que l’ensemble à est 
M-faible si l’ensemble des points sur [';, où l’ensemble d’ac- 
cumulation radiale est compris dans 4, a une valeur nulle 
mesurée par M. | a2 . 

Le raisonnement de la démonstration du théoreme 5 nous 


permet aussi d’énoncer : 
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Taéorème 6, — Soit w = f\P) méromorphe sur une surface 
de Riemann % dont la frontière est de mesure harmonique positive. 


Si f(P) tend vers zéro avec la fonction de Green G(P) sur les lignes 
de Green régulières issues du pôle P (même suelement pour une 
suite de points sur chaque ligne) qui forment un ensemble de 
mesure de Green extérieure positive et si (2) pour S,(e) est satis- 
faite, il s'ensuit f(P) = 

ws i # x , x [a Toi - = 7 

Ce théorème correspond au théorème 27 dans [5]. 


5. Nous allons étudier la correspondance frontière quand un 
domaine de Jordan est représenté par une fonction univalente 
sur le cercle-unité. 

D’abord on démontrera 


THÉORÈME 7. — Soit D un domaine simplement connexe 
hyperbolique dans le plan w. Représentons le cercle-unité Uz: 
ICI<[1 sur D par une fonction continue univalente w = f(C). 
Supposons que pour chaque point »’ sur la frontière C de D, f(Z) 
est une représentation parabolique (w') et que, pour chaque point 
¢ de Fr: || = 1, la fonction inverse C = g(w) est une représen- 
tation parabolique (C'). Alors il existe une correspondance biuni- 
voque entre les bouts sur C au sens de Carathéodory et les points 
sur Le. D'ailleurs si f(¢) est une représentation parabolique (F), 
F étant un ensemble fermé sur C, l’ensemble des points sur ['; 
qui correspondent aux bouts contenant des points de F comme 
points principaux, est de capacité logarithmique nulle. 

La première partie du théorème résulte de l’extension des 
théorèmes de Kæbe et de Lindelôf qui sont bien connus dans 
le cas où f(¢) est conforme. Si f(¢) tend vers une valeur w, 
suivant une suite de courbes qui s’accumulent sur un are ou 
un point « de [’;, « doit être de capacité logarithmique nulle 
d’après le théorème 4 et par conséquent « est un point. Ainsi 
le théorème de Kcebe est démontré. Ensuite supposons que 
f(C) ait deux limites w, et æ, suivant deux courbes l, et l, 
dans U; aboutissant à un point {, de ['; mais disjointes l’une de 
l’autre en dehors de {,. Joignons J, à l, par des courbes qui 
tendent vers {,. Quand on représente D conformément sur le 
cercle-unité |w|< 1, les images de ces courbes tendent vers un 
point sur |w| = 1 par suite du théorème 4. Donc #, = w, et 


| 
a 
cn A 
log Fey 
= Nr" 
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f() tend vers cette valeur uniformément lorsque € tend vers &, 
à l'intérieur du domaine compris entre l, et L. Le théorème 
de Lindelôf est ainsi établi. La seconde partie du théorème 
résulte immédiatement du théorème 4. 

Les théorèmes de ce genre ont été discutés par Beurling [3|, 
puis par Dufresnoy (13; 14,], Tsuji [35], Yosida [36], Kaplan [18] 
et Kuroda [21]. Comme nous avons déjà dit dans l’introduction 
c'est Kaplan qui avait appliqué pour la première fois le théorème 
étoilé de Gross à ce problème. Nos théorèmes 5 et 7 peuvent être 
considérés comme la réponse à la question posée à la fin de 
son travail [181 (1). 


6. Le théorème 7 nous suggère le problème général suivant. 
Soit M, un moyen de mesurer des ensembles sur la frontière C 
d'un domaine de Jordan D, et soit M, un autre moyen de 
mesurer des ensembles sur [y : {| = 1. L’h-mesure et l’a«-capa- 
cité (0 a< 1; Ü-capacité = capacité logarithmique) sont des 
exemples de M, et M,. Les valeurs mesurées par M, (ou M.) 
seront appelées M,- (ou M,-) valeurs. Nous proposons de comparer 
les M,-valeurs des ensembles sur C avec les M.-valeurs de leurs 
images sur |’; par une représentation conforme (ou plus générale 
que conforme) de D sur Uz:|€|<. 1. Notamment nous nous inté- 
ressons aux conditions sous lesquelles la nullité des M,-valeurs 
dérive de la nullité des M,-valeurs et vice versa. Dans le théo- 
rème 7, M, et M, tous les deux sont la capacité logarithmique. 
Un autre exemple est donné par le théorème de F. et M. Riesz 
[30] qui dit que les ensembles de mesure linéaire nulle sur C 
et l'ise correspondent l’un à l’autre si C est rectifiable. Dans 
la suite on étudiera le cas où M, est la capacité logarithmique 
et M, l’&-capacité (0< a< 1). 

D’après le théorème 2, ona: 


THéorèME 8. — Soit D un domaine simplement connexe (non 
nécessairement de Jordan) hyperbolique dans le plan w; repré- 
sentons conformément D sur Us :{|< 1. Soit F un ensemble fermé 
sur Ty:\C = 1 et soit F* l’ensemble des bouts premiers tels que 
chacun d’eux soit limite d’une suite de points dont les images dans 
U: s'étendent vers F. Alors, pour que F soit de capacité logari- 


(#1) Son dernier énoncé et l'énoncé dans l'introduction (lignes 11 et 12 du bas) 
ne sont pas tout à fait corrects. Voir la remarque à notre théorème 5. 
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thmique positive, il faut et il suffit qu'il existe un sous-écoulement 
harmonique monofeuillet positif fini dans D qui s'étend vers F. 

En particulier, si D est un domaine de Jordan: Pour que 
l’image sur [', d’un ensemble fermé F* sur la frontière de D 
soit de capacité logarithmique positive, il faut et il suffit 
qu'il existe un sous-écoulement harmonique monofeuillet posi- 
tif fini dans D qui s’étend vers F*. 

Si la courbe de Jordan est très régulière, la positivité de la 
capacité Jogarithmique des ensembles sur C se conserve par la 
représentation conforme de l’intérieur de C sur U;; ceci est 
réalisé par exemple si C est suffisamment réguliére pour 
qu’à w, et w, quelconques sur C correspondent (, et €, sur [y 


WP, 
tels que le rapport des distances—— < c* << æ (voir [4]). 


4 4 3 
7132 


Cependant, la rectifiabilité de C ne garantit pas la positivité 
de la capacité logarithmique de l’image sur [}. Autrement dit, 
la propriété énoncée dans le théorème de F. et M. Riesz n’est 
plus vraie si on considère la capacité logarithmique au lieu de 
la mesure linéaire. 


7. Pour construire un exemple, on va calculer les valeurs 
d’a-capacité (0<x< 1) des ensembles de Cantor généraux ("°). 

Soient k,, k,, ... des nombres entiers supérieurs à 1 et soient 
Ps P:, -.- des nombres tels que p, = p, >1. On pose l, = 1/k,p,. 
Soit I un intervalle de longueur d. On enlève de I les (k, — 1) 
intervalles de même longueur tels qu’il reste les k, inter- 
valles de même longueur l,d. On appellera cette opération 
ln-opération appliquée à I. On commence par appliquer 
l’-opération à [0, 1}, puis on applique la 2-opération à chacun 
des intervalles qui en restent et ainsi de suite. On appellera 
l'ensemble limite restant un ensemble de Cantor général. Le 
calcul de sa capacité se fera comme dans [25]. 
| On note y, la constante de Robin de l’intervalle [O, 1] et y,, la 
constante de Robin de l’ensemble, obtenu par la v-opération 
faite a [0, 1], la (> + 1)-opération faite sur les intervalles 
restants et ainsi jusqu’à la n-opération. Si on fait la v-opération 


( 12)" La bibliographie correspondante et d’autres résultats plus généraux dans ce 
méme ordre d’idées seront donnés dans un travail 4 paraître dont un résumé a été 


présenté à une réunion de l’Amer. Math. Soc. Voir Bull. Am Mat ¢ 
(1953), pp. 453-454. er. Math. Soc., 59, 


| 
, n° ; 
. 
Le: 
+ tfc À: 
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à [0, 1}, la constante de Robin de chaque intervalle restant est 
égale à y,—logl,. Soient fu} (q — 1, 2, ..., k,) les distribu- 


k, 


à be 1 
tions équilibres sur ces intervalles et posons 4, = a yp. 


Si on calcule le potentiel u,(x) due à cette distribution, onya 
1 / 2. sf 1e 
Ate + los )S (Sr + lo.) 
2 ll 1 
+z À log 


Done y,, satisfait aux mêmes inégalités que u,. De la même 
façon on a 


1 1 1 : 


1 
ra m + log cai ET (1 + log vid 


i 
Le 


a 
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Comme k, => 2, y,/k,.-. te lorsque n— 2%. On a à 
ts Lg biens d'il 0 UE | 

DUR APR SA ay D | i 

1 ee g p log p, 4 

De Dre B Pas ).-08Pss 0 

D Le riage Any meatal WE 
‘ et puis À 


mA se 6 lo A 
pee FAT 
ee 


4 (= 2h) k,— 
1—l, 
a +k oer 


Mt 
ink 
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7 > L Le ‘ = * 
Donc, pour qu'un ensemble de Cantor général soit de capacité 
logarithmique nulle, il faut et il suffit que 


(3) 3 108 Py _. 
ae k, = k, 


Si on tient compte de l'existence de la distribution d’équi- 


: du.(O< a <1) (voir, 


r* 


libre sur un segment pour l’&-potentiel | 


par exemple [20]), on peut conclure de la même manière qu’un 
ensemble de Cantor général est de «-capacité nulle si et seulement si 


(4) ÿ (Pr-++Pq)* _ 0 


ENTRE STE 


Nous allons construire l'exemple suivant : 


THEOREME 9. — II existe un domaine de Jordan D de fron- 
hère C rectifiable et un ensemble X d’a-capacité (0 <a < 1/2) 
positive sur C tels que l’image de X sur l'y: [| — 1 par la 
représentation conforme de D sur Ur: [| 1 est de capacité 
logarithmique nulle. 

Soit S un carré unité dans Je plan 3: 0<a<1,0<y< 1, et 
soit X un ensemble de Cantor général sur 0 < x 1 de mesure 
linéaire nulle mais de «-capacité positive (0<«< 1). On note G, 
l'ensemble ouvert des intervalles qui sont enlevés jusqu’à 
la n-opération (quand on définit X). Soit E, = (0, 1) —G,. 
_ Enlevons de S$ les rectangles de base G, et de hauteur h, < 1, 
et désignons le domaine restant par S,. Enlevons ensuite de S, 
les rectangles de base G,—G, et de hauteur h, < h,, etc. 


On note D le domaine limite, D la surface de Riemann obtenue 
a partir de D par symétrisation le long de la frontiére de D 


dans {y >0{, T, (resp. T,) le sous-ensemble ouvert de D (resp. D) 
situé entre y = h, et y = h,.,, et B, (resp. B,) la partie de la 
ligne y = h, dans D (resp. D). On définit la fonction harmoni- 
que Sp dans qe égale à 0 sur 8, et a log co, sur eS a,(>> 4) 


x Oe 
étant choisi de fagon que af se ds = 27%. Soit 


nm 


RC: Gg fay LT RS SN), <a, 
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a,—-a,=l,, et | +e dx = 4, (intégration le long de la base de 
ba) 


K,). Avec ces notations on a 


2h | ‘4 ds à P 
(h, md J h, 4 Bie =r | | = da dy| 


rh 


a | ‘ [" grads, "dady. [| dx dy 
— logs, | a ” da .(h, —h,, ») by = (hr —hy.. 1) 9yl, log 6. 


. ds 
Donc 2%, (h,—h,,,)X< ¥1,.logs,. Comme 6, = | Sands — + 
et Se See OTe Aare Aye —~h,, ,)/mE, < log: co on choisit 5. 


tel que Eh, —h,..,)/mE,= 2% (par exemple, tel que m(E,)/ 
(h,—h,.;)< ce’ << 0), on a Slog 5,= «. D’aprèsle critèrede 


Sario [32; 33], la frontiére (idéale) de D est de mesure harmo- 
nique nulle. Si on représente D sur un domaine symétrique le 
long de l’axe réel, l’image de X est un ensemble de capacité 
logarithmique nulle sur l’axe. Ainsi on voit que X d’a-capacité 
(0<ax<1) positive correspond à un ensemble de capacité 
logarithmique nulle sur |’, par la représentation conforme 
de D sur Uz. 

On va choisir D de frontière rectifiable. En utilisant les 
notations du début de ce paragraphe, jusqu’à l’n-opération 
on enlève k,...k,— 1 intervalles au total et 

TLS 2) 9 ARE 2, LA PE ES POELE 770 


La longueur de la frontière de D est 


DD (eh. JR = yA) +4 DD, ADR 
et DU him — Sh, = hop: ses De 
Si on peut choisir {k,{, {p,{ et {h,! tels que 

Eh,—h.)k nike, Dh, hp, ep, 
(* et log p,/k, ....k, < æ (si ‘a’ 0) 


OI Up. Da) (yarn hen) ee (si Oa <1), 
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choix suivant: si a —0,k,—k,— ... = 2) py = peal oes, 
h, = 2/3 et h,—h,., = (2/5)" (n> 4), et, si 12e >, 
krmk,s ed, Pi = Py =... =p, quelconque tel que 


AN o> py > ober (hire h, 3)” hy 


quelconque tel que p, => 1/h, > 2 ("). 

Dans le cas où 1/2 <« les conditions (*) ne sont pas compa- 
übles. Donc on peut poser la question: Est-ce que l’image 
d’un ensemble de «-capacité positive (1/2< 41) sur une 
frontière rectifiable est toujours de capacité logarithmique 
positive sur [, ? 

Cependant sans la condition de la rectifiabilité on a le 


THÉORÈME 10. — II existe, pour « quelconque, 0a < 1, 
un domaine de Jordan G de la forme : 0 a<1,0<y< h(a) <1 
tel que les points frontières de G sur y = 1 forment un ensemble X 
d’'a-capacité positive et tel que G soit transformé conformément 
sur un domaine étoilé, le point à Vinfini correspondant à X. 

On peut choisir, comme dans la démonstration du théorème 9, 
un domaine G de la forme demandée tel que dans la représen- 
tation conforme de G sur le demi-plan, X corresponde à un 
ensemble X’ de capacité logarithmique nulle sur l’axe. D’après 
le théorème de Mori [24] ce demi-plan peut être transformé 
sur un domaine étoilé tel que X’ corresponde au point a 
infini. 

Ce thèorème justifie la remarque 3 du $ 1. 


8. Dans la dernière partie de ce travail, on discutera le 
théorème suivant analogue au deuxième théorème de Gross [16], 
et ses applications. 


Tuéorème 11. — Soit f*(z) une représentation à dérivées 
partielles continues d’un ensemble ouvert G* du plan z(z = x + ty) 
dans une surface de Riemann %, et soit 


ds* = g,, du + 2g,, dudy + g.,dv° 


(13) Ainsi les ensembles de Cantor obtenus par la tripartition suffisent pour les 
exemples et les conditions (3) et (4) sont alors bien connues (voir [31]). Mais nous 
avons considéré les ensembles de Cantor plus généraux pour montrer qu'ils ne 
suffisent pas à éclairer le cas + > 1/2. 
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une métrique riemannienne sur R ('*); w= u + w est une para- 
mètre locale sur R. Nous supposons que le jacobien ne s’annule 
pas dans G” et nous définissons le quotient de dilatation q(z) 
comme d'habitude et ane quantité k(P) correspondant à chaque 
point P de ‘À par max, ifn | Si l’image de G* par f*(z) 
ds) 
est d’aire finie (mesur ée he rapport à la métrique riemannienne) 


et si l’intégrale lq (a + iy)k(P(x + ty)) dy est finie pour chaque 
valeur x d’un ensemble X, la longueur riemannienne de l’image 
de la partie de la ligne ~=c" située dans G* est finie pour 


presque tout x de X. 
En effet, si L(x) est la longueur de l’image de la ligne x = ce” 


située dans G, 


Le) fl 


Comme les ensembles X,, = Sa ; | gkdy < cng Cha od sahil slic ocd 
sont linéairement mesurables pour chaque entier n, on peut 
énoncer le théorème 11 si X,= S$xeX,; L(x) = cof est de 
mesure linéaire nulle pour tout n. Supposons, au contraire, 


que m(X,,) > 0. Alors 


icon iL()f ds 
3 Le no % {fee DE Fu 


< l'aire de l'image 1. G< 


“| dep |” 


ALI = ae dw ni AE dy. 


Ce qui est une contradiction et entraîne ainsi le théorème 11. 


CororLaiRE. — Soit G un domaine de la forme:0<a< 14, 
O<y< h(a ES æ et soit f*(z) une représentation, à dérivées 


partielles continues et de Lies non nul, de G dans une surface 


de Riemann R munie d’une métrique riémannienne. Si X est 
un sous-ensemble de 0 x < 1 tel que pour chaque xeX on a 
fala+ + ty) dy <2 et si pour tout compact K dans &, Vaire 
riémannienne de la parte, située au-dessus de K, de l’image de G 
par f*(z) est finie, l’image de 0 y < h(a) s ri vers un point 
de À ou vers une composante frontière de Kérékydrt6- Stoilow 
de (st WR est ouverte) pour presque tout xeX. 


(4) On suppose que g,,, gs et goo sont continus. 
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En effet, s’il existe un sous-ensemble X, de X de mesure linéaire 
positive telle que l’image de chaque bgneméiio"h Tex; 
oscille, nous pouvons trouver un domaine @ compact dans R 
et un sous-ensemble X, de X, de mesure linéaire positive tels 
que l’image dans ’ de chaque ligne x = Crh TEN SOLbuce 
longueur infinie. Prenons l’image inverse de À’ dans G comme 
ensemble ouvert G* dans le théorème 11. Dans G* on a 


k(P) << k, < oc et par suite | gk dy ki] q dy << x pour xeX.. 
Les conditions du théorème 11 sont satisfaites et X, est de 
mesure linéaire nulle. Il y a contradiction. 

Si, de plus, la longueur de toute courbe qui tend vers la 
frontière de ® est infinie par rapport à la métrique rieman- 
mienne, l’image de la ligne x= cc", 0< y< h(x), aboutit à 
un point de ® pour presque tout xeX. On peut trouver une 
telle métrique sur toute surface de Riemann ouverte à l’aide 
de la métrique non euclidienne. 


9. Nous allons appliquer le théorème 11 à un problèm 
traité par Beurling et Dufresnoy. 
D’abord on a facilement 


Lemme 3. — Soit f(Q) une fonction analytique dans Uz: |\€|< 1 
prenant des valeurs sur une surface de Riemann R. Si f(Q) tend 
vers une valeur PER suivant une courbe aboutissant à un point & 
sur [';:|C| = 1 et s’il existe un voisinage V de ©, tel que la surface 
de revêtement universel de l’image dans R de V n Ux est hyperbo- 
lique, f(Q) tend vers P à l’intérieur du domaine angulaire de 
sommet ©, dans Ur. 

Soit R une surface de Riemann ouverte et soit Pe une com- 
posante frontière de R au sens de Kérékjarto-Stoilow. On dira 
que Pe est de mesure harmonique nulle si, pour tout ensemble 
compact F de capacité logarithmique positive et pour les 
courbes {y,} régulières et compactes tendant vers Pe, les fone- 
tions harmoniques dans R—F en dehors de y, (*) égales a 
4 sur y, et 0 ailleurs sur la frontière du domaine, tendent 
vers 0 lorsque n— ("*). 


(45) On dit que y, contient Pe en son intérieur. | 
(18) Pe est de mesure harmonique nulle si et seulement s’il est de mesure harmo- 


nique nulle dans le sens de [27]. : 


(wt es 
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Lemme 4. —— Soit ® une surface de Riemann ouverte, soit Pe 
une composante frontière au sens de Kérékjarto-Stoïlow de mesure 
harmonique nulle et soit f({) une fonction analytique définie 
dans Uz et prenant des valeurs sur R. Si f(€) tend vers Pe suivant 
une courbe aboutissant à un point Q, sur Ty et s’il existe un 
voisinage V de ©, tel que f(C) n’y prend pas un ensemble de valeurs, 
sur R, de capacité logarithmique positive ou bien s’il existe une 
courbe renfermant Pe telle que la partie de la frontière idéale 
de À en dehors de y soit de mesure harmonique positive par 


| 
rapport au domaine extérieur à y, alors Pe est la limite angulaire 


de f(0) at. 

Soient {y,{ les courbes mentionnées ci-dessus et soit ,(P) 
la mesure harmonique de y,, 0<h,(P) <1, définie en dehors 
de y, sur ou bien en dehors de +, sur ‘A — F, où F est un ensem- 
ble discontinu de valeurs non prises par f(¢) dans V de capacité 
logarithmique positive, compact dans fA a l’extérieur de y,. 
On prolonge h,(P) par 1 à l’intérieur de y,. On mène une courbe 
l’ dans le voisinage de [’; aboutissant à ©, telle que / et l’ limitent 
un domaine À (intérieur à V le cas échéant), et on représente A 
sur la bande B:0< X<1, 0< Y < « telle que / corresponde 
à X — 0 et là X — 1. La fonction composée 


U4) = —h,{f(G(Z))), Z=X-+tY, 
est sousharmonique bornée dans B et on sait que 


(À) = lim U,(X + 1Y) 
est une fonction convexe d’aprés le résultat de Hardy et 
Rogosinski [17]. Comme ¢,(0)=—1 et 9,(14)<0; on a 
En(X) <—x (x > 0) pour OX X<1—«e, € > 0, indépendant 
de n. S'il y a une suite de points {Z,}, Z, = X, +7Y,, tels 
que OZ X,<1—c, Y,— x et tels que leurs images sur À 
tendent vers un point P, ef on a U,(Z,) >—x pour tous {Z,}, 
VZ V, et pour n=n,, puisque P, est de mesure harmo- 
nique nulle. Cependant on voit que U,(Z)<—x dans 


05 X<1—:, Y=Y, si Y, est suffisamment grand. C’est une 


contradiction. On mène ensuite une autre courbe l’ dans le 
voisinage de |’, analogue a I’ et on représente le domaine A’ 
situé entre / et !” sur B. Comme l’union des images de 
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EM EE NO EN Ye 00 dans A et'Acontient un domaine 
angulaire de sommet ©, quelconque si l et I” sont près de [; et 
si € est suffisamment petit, f(C) — Pea l’intérieur d’un domaine 
angulaire quelconque de sommet {,. 

Enfin on a 


THÉORÈME 12. — Soit f({) une fonction analytique définie 
dans Ur: K|< 1 et prenant des valeurs dans une surface de 
Riemann ‘R munie d'une métrique riemannienne. Si, pour 
tout compact K dans &, l’aire riemannienne de la partie, située 
au-dessus de K, de l’image est finie et si chaque composante fron- 
ivére au sens de Kérékjérté-Stoïlow est de mesure harmonique 
nulle, (si ® est ouverte), ('") la limite angulaire de f(C) existe dans 
l’espace À + Fa quasi-partout sur |’; : [Cl = 1, c’est-à-dire sauf sur 
un ensemble de capacité logarithmique nulle, où Fg se compose 
des composantes frontières de R. 


THÉORÈME 13. — Soit f(0) la même fonction. Si, pour tout 
compact K dans R, l'aire riemannienne de la partie, située au- 
dessus de K, de l’image est finie et si la longueur de chaque 
courbe s'étendant vers la frontière de % (si R est ouverte) est 
infinie, la limite angulaire de f(Q) existe dans À quasi-partout 
sur lL’. 

D’après le résultat de Choquet [9; 10], il suffit de démontrer 
que l’ensemble exceptionnel est de capacité logarithmique 
intérieure nulle sur [}, puisqu'il -est- un ensemble borélien. 
On suppose qu’il existe un ensemble fermé F de capacité 
logarithmique positive sur [, tel que à chaque point de F il 
n’aboutisse aucune courbe suivant laquelle f(¢) tende vers un 
point de À ou une composante frontière. On trouve un sous- 
écoulement harmonique monofeuillet positif fini dans U; 
aboutissant à F au moyen de la fonction de Green. L’applica- 
tion du corollaire du théorème 11 et les lemmes 3 et 4 terminent 
la démonstration, si on prend en considération le fait que f(¢) 
ne prend infiniment souvent que des valeurs de mesure 


2-dimensionnelle nulle. | eS. 
Ces théorèmes sont les généralisations d’un théorème de 


(!7) C’est vrai si la frontière de À est de mesure harmonique nulle (R est para- 
bolique), mais l'inverse n’est pas toujours vrai comme le domaine extérieur à un 
: . . *4? : 
ensemble de Cantor de capacité logarithmique positive en donne un exemple. 
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Beurling [3] et Dufresnoy [13; 14], mais ne contiennent pas le 
résultat suivant de Tsuji [35] : Sif est le plan w entier ordinaire 
ou le plan augmenté du point a l'infini, si la métrique est eucli- 
dienne ou sphérique respectivement et si l’image de Ux par [(¢) 
est d’aire finie, f(C) transforme les segments aboutissant aux 
points de I’; en courbes rectifiables partout sur [ sauf sur un 
ensemble de capacité logarithmique intérieure nulle. Il est 
connu aussi que si a, et b, sont les coefficients de Fourier d’une 


fonction harmonique u (C) définie dans U; et si 2 n*(ax + bn) << 0 


pour «, 0< «<1, u(C) possède des limites radiales partout 
sur I’; sauf sur un ensemble de (1-«)-capacité nulle (’*). Deny 
et Lions [11; 12] ont obtenu des résultats précis dans le cas 
où les fonctions appartiennent à une classe qui est plus grande 
que celle des fonctions harmoniques dont l’intégrale du carré du 
module du gradient est finie dans l’espace de dimension p > 2(*’). 
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SUR LES ENSEMBLES D'ACCUMULATION RELATIFS 
A DES TRANSFORMATIONS PLUS GÉNÉRALES QUE LES 
TRANSFORMATIONS QUASI CONFORMES 


par Makoto OHTSUKA 


INTRODUCTION 


Dans la théorie des ensembles d’accumulation il s’agit 
souvent de savoir si la différence de l’ensemble d’accumu- 
lation intérieure et de l’ensemble d’accumulation frontière est 
ouverte, si chaque valeur de cette différence, sauf au plus 
les valeurs d’un certain petit ensemble, est prise dans tout 
voisinage du point frontière et si une valeur non prise dans un 
voisinage est valeur asymptotique dans tout voisinage ('). 
La transformation étant quasi conforme au sens ordinaire 
et l’ensemble d’accumulation frontière étant défini par 
rapport à la frontière, un ensemble fermé de capacité 
logarithmique nulle exclu, K. Noshiro [4] a posé la question 
de savoir si les deux premiers énoncés sont vrais; dans le 
deuxième énoncé il demande si le petit ensemble exceptionnel 
est de capacité logarithmique nulle. Cette question est à 
l’origine de notre mémoire, quoique la question elle-même 
ait déjà été résolue par T. Yosida [8]. 

Dans notre mémoire nous traiterons le problème pour quelque 
transformations continues assez générales; elles sont des — 
transformations plus générales que les transformations quasi 
conformes ordinaires des surfaces de recouvrement d’une sur- 
face de Rieman ouverte (autrement dit, elles sont des trans- 
formations multiformes de cette surface fondamentale) dans 
une autre surface de Riemann. L'idée fondamentale de la 


() Voir [4] pour la bibliographie. 
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démonstration du théorème 1 est celle de W. Gross [3] 
nous emploierons la généralisation du théorème étoilé de 
Gross établi dans [6]. 


1. Soit R une surface de Riemann ouverte et À une autre 
surface de Riemann quelconque. On notera Cg = € (resp. CR = = () 
l’ensemble de toutes de composantes frontières au sens de 
Kérékjarté-Stoilow de & (resp. R). Soit R un ensemble dénom- 
brable de surfaces de Riemann qui sont des surfaces de 


recouvrement de R, et soit f(P) une transformation conti- 


nue de # dans &, à dérivées partielles continues (par 
rapport aux paramètres locaux) et de jacobien non nul, sauf 
au plus en un ensemble fermé E de mesure linéaire nulle, ayant 


pour image E, de mesure linéaire également nulle dans R (*). 
Une Hatier régulière d’un ensemble fermé 6e c C sera 
une suite décroissante (D, ,sans points adhérents, d’ensembles 
ouverts dans À à frontière relative compacte péculièe telle 
que tout filtre définissant un point de 6e, et seulement un 
tel filtre, contienne tout {D,}. On dira que f(P) est para- 
bolique [6e] (*), si, pour tout compact K dans &, il existe 
une approximation régulière {D,} de &e de Fe 
relatives {y,{ et des fonctions harmoniques j{u,(P){, 
respectivement définies dans D, — (D, + Yn) et égales à 0 


sur y, et à 1 sur y,, telles que D, n K = et 


— 20 avec n, 


rer P) de (P(P (P)) 


(Un) 
ou q{P) est le quotient de dilatation de f(P) en P, »,(P) 


est la fonction conjuguée de u,(P) et l’intégrale oe est prise 


: (un) 
sur les courbes de # qui se projettent en la courbe de niveau 


u,(P) = u,; cette intégrale est définie pour presque toute 
valeur de u,, car E est de mesure linéaire nulle. 
Soit Fe un sous-ensemble de €. L'ensemble d’accumulation inté- 


(2) E est une union dénombrable d’ensembles compacts dans R. On notera E 
la projection de E. 


(*) Voir [6], mais il faut faire attention aux notations : Rick correspond à a R dans 
[6] et f(P) ici correspond à la fonction réciproque de t(P ) dans [6]. 
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2: AR) = ayo ~~ : Ft ga 5 à : 
rieure Sie — 5(We) en Ke est défini par l’ensemble de points de 
LMP: aa . 
À + Ctel que pour chacun de ses points P il existe une suite 
{P,i sur R& dont la projection dans ® tend vers Re et dont 
nacre py)? Fe Er Oo Stee 

Yimage }f(P,){ tend vers P. U étant un voisinage dans 
) OC À co fn? à > mer - 4 

R + € de Se (c'est-à-dire un ensemble ouvert contenant We), 
on note My l’adhérence dans R + € de l’ensemble de toutes 
les limites f(P,)éR + © obtenues lorsque la projection de P, 
tend vers un point de U n À, tandis que {P,! ne s’accumulent 


pas dans R. L'ensemble d’accumulation frontière SE SP(Ye) 
en We est défini par a My. F 

2. Pour Def on notera n(P, D) le nombre des points 
dans D —E qui sont transformés en P par f(P); n(P, R) 
sera noté simplement n(P). 

Nous donnons d’abord le 


Lemme 1. — Soit R un ensemble dénombrable de surfaces de 
recouvrement d'une surface de Riemann quelconque R, et soit 
f(P) une transformation parabolique [&e| de & dans une 
autre surface de Riemann & (*), 6e étant l’ensemble des compo- 
santes frontières de i qui sont adhérentes à la projection 
de &. Alors, pour chaque composante connexe © de R — Mg, 
n(P) = sup n(P) quasi. partout (c’est-à-dire sauf sur un 

Pes — E 
ensemble de capacité logarithmique nulle (°)) dans © — E. Si 
n(P)=£0 dans @, la mesure harmonique de &? — Mg est nulle, 
où @° est la frontière de & dans R + €. 

Posons sup n(P) = N et supposons que N > 0 et que 

Pes —E 
l’ensemble B —j}Pea—k; n(P) oe Nt(°) soit de capacité 
logarithmique positive. Si N= il existe n, 0<n,<%, 
tel que B/ = )Pe o —E; n(P) < ni! est de capacité loga- 


(*) SiR est clos, on suppose que / (P) remplit seulement les conditions relatives 
à ses dérivées et à son jacobien. Se 

(5) Quand la capacité logarithmique intérieure et la capacité logarithmique exté- 
rieure coïncident, on les appelle la capacité logarithmique et l’ensemble est appelé 
capacitable (logarithmiquement). 

(6) C’est un ensemble borélien et done capacitable d’après le résultat de Choquet [2]. 
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rithmique positive. Soit B, un sous-ensemble compact discret 
de capacité logarithmique positive de B (si N << œ) ou de 
B' far No) Sait P,ew—# un point tel que n(P,) = N 
(siN< >) ou n(P,) = N’ Sn, (si N= x), et soient {Qi 
sl a Où Nes points dans R —E tels que f (Q;)—P,. 
On définit la fonction de Green G (P) ayant le pôle P, dans 
is Bi bes trajectoires orthogonales maximales issues de 


~ 


P,, sans points multiples, des courbes de niveau de G (P) 


sont appelées lignes de Green (voir |[1|). Comme E est de 
mesure linéaire nulle, presque toutes les lignes de Green 


ne rencontrent pas E. Toutes les images réciproques issues 
de Q; des lignes de Green forment un domaine D; dans 
R autour de Q,, et si 17, D; n D, = 9. L'image sur À de 
D; nous donne un écoulement harmonique monofeuillet fini, 
et les trajectoires qui convergent vers B, forment un sous- 
écoulement positif (voir [6]) ("). D’après le théorème 2 de 
[6] les images dans À de presque toutes ces trajectoires 
ne s étendent pas vers Se. Donc ces images sur R aboutissent 
aux points de À —E. Alors il existe au moins un point de 
B, qui possède N (ou N’) images réciproques dans 8 — E. 
Ainsi il en résulte une contradiction. Comme la projection 
de l’image réciproque d’une ligne de Green qui tend vers 
C — Ma s’étend vers ©, encore par suite du théorème 2 de 


[6], il suit que la mesure harmonique de @’ — Mg est nulle 
si n(P)=E0 dans 6 ("). 
Remarque. — Définissons un ensemble Nu pour U par 


l’ensemble des points de À + © tel que pour chacun de ses 
points P il existe une courbe sur ® tendant vers la frontière 


de À dont l’image converge vers P et dont la projection s’ac- 
cumule sur un RTE compact dans Uni. Alors Nyc My. 
Si on emploie Ng au lieu de Ma dans le lemme, on a une 
même conclusion. 


CoRoLLAIRE (*). — Soit R une surface de Riemann, soit R une 


() La mesure harmonique de By à P, est égale à la mesure de Green des lignes 
de Green qui convergent vers B, (voir [1]); il en est de même de 4 — Me. 


(8) C’est une extension des résultats de Nagai, Tsuji, Yüjôbô, Mori et l’auteur; 
voir [5] et [7]. 
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surface si recouvrement d'une autre surface de Riemann ouverte À, 


et soit f(P) une transformation parabolique [€] de R dans À. Nous 
supposons que la projection de toute courbe asymptotique de 
f(P) (°) qui tend vers la frontière de R n’est pas compacte 
dans R. Alors, si De est une composante connexe de l’image 


réciproque d’un domaine quelconque De ®, on conclut que 


n(P, D) = sup _n(P, D) 


Pe ay 


quasi partout dans D —E. 


3. Soit G un ensemble dénombrable de surfaces de Riemann 
qui sont non nécessairement des surfaces de recouvrement, 
et soit f(P) une transformation continue de © dans une autre 


surface Ps Riemann À. Étant donné un domaine D € R, on 
dira que f(P) possède la propriété d’Iversen par rapport à D si 
pour un point P,e 6 quelconque dont l’image est f(P,) = P, 
dans D, pour un autre point quelconque P,eDet pour un 
sous-domaine V = P,, P, de D quelconque, on peut trouver 


une courbe Le G, partant de P, et ayant la valeur P, comme 
valeur asymptotique lorsque Pel tend vers un point extré- 


mité, telle que son image f(l) soit située dans V. 


Lemme 2. — Sous les mêmes conditions que dans le lemme 1, 
f(P) possède la propriété ad’ Iversen par rapport à ©. 

Soient P,, P, et V définis comme ci-dessus. Soit VaP,, 
P, un sous-domaine compact dans V. Comme on peut prendre un 
point P, ¢ Edansun voisinage quelconque de P, on peut supposer 
que P,¢E. Pour la même raison que dans la démonstration 
du lemme 1, presque toutes les lignes de Green de la fonction 


de Green dans V’, ayant le pole P,, ne passent pas par E et 
ont des images réciproques partant de P, et aboutissent aux 


points de & qui correspondent aux points frontières de V’. Il 
existe au moins une telle ligne de Green À qui passe par un 
point P’ dans un voisinage de P,. A partir de P’ au moins une 
ligne de Green analogue à i passe dans un voisinage plus petit 
b 


| Le. 4 
(*) Ici on suppose que la valeur asymptotique est située dans fR. 
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de P,. En répétant ce procédé, on obtient une courbe abou- 
tissant en P, dans V’, courbe dont l’image réciproque dans & 


part de P, eta P, comme valeur asymptotique. 


CoroLiarre. — Sous les mêmes conditions que dans le lemme 1, 
chaque valeur Pew — KE telle que n(P) < sup n(P) est une 
Bes — fi 


valeur asymptotique suivant une courbe sur & dont la projec- 
tion converge vers un point de ©; il en est de même de chaque 
point de &? — Ma. 

En effet, soit P,e&-—É un point quelconque tel que 
n(P,) = sup n(P) = N, et sorent’ f Poy (n= "2, NN des 

PES —E 

points ~ @—E tels que f(P,) = P,. D’après le lemme 2 on 
a une courbe J,cR partant de P, et ayant Pees —E, tel 
que n(P)< N, comme valeur asymptotique suivant l,. On 
peut choisir {J,{ tels que les images }f(/,){ sont égales et ne 
passent pas par E. Alors il existe au moins une courbe de 
{1,{ dont la projection converge vers un point de €. Le 
deuxième énoncé est démontré de la même manière. 

Remarque. — Il suit de ce corollaire que, si dans le lemme 1 
R est clos, n(P ) = Cte dans 6 — É et que © ’e Mg. 


4. Maintenant nous énoncons: 


THÉORÈME 1. — Soit R un ensemble dénombrable de surfaces 
de recouvrement d’une surface de Riemann ouverte R. Soit &e 
un sous-ensemble isolé de la frontière de Kérékjärto-Stoïlow 
CR = C, et soit f(P) une transformation parabolique [be] de & 
dans une autre surface de Riemann À . Soient S(®e) et ST (ce) 
les ensembles d’accumulation, définis au §1, en un ensemble fermé 
Be c 6e. Alors chaque composante connexe Q de R + Cz —SI' (Be), 
telle que Q n S(Se) 5, est contenue dans S(Rc), toute valeur 
de QnR—E est prise sur une suite de points de & dont la 
projection converge vers Ne sauf au plus les valeurs d’ un 
ensemble de capacité logarithmique nulle dans R, et la mesure 
harmonique de Q n Cz est nulle dans © n À ; sinon © n S(Fe) —E 
consiste en un ensemble dans À de ne logarithms gue nulle 


az 
3 ut 
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et en un ensemble dans Cz de mesure harmonique nulle par 
rapport à Qn ®('°), 

Nous supposons que Q n S(®e) —E n’est pas de mesure 
harmonique nulle. Soit Peûn S(®e) — E tel que pour tout 
voisinage UcQ de P,, Un S(¥®e) — E n’est pas de mesure 
harmonique nulle. Soit Q, 5 P, un domaine quelconque 
compact dans Q, et soit U, un voisinage de Re de frontière 
relative compacte U? tel que la partie de € dans U, est 
contenue dans fe et tel que My, n Ô, = a Soit CT. 
un autre voisinage de %e de frontière relative compacte 
U'cU, tel que Un E = 9 et tel que Pie f(U’), où f(U!) 
désigne l’image par f (P) des courbes sur $ qui se projettent 
en U’. Soit & la composante connexe de R — My —— FOUT 
qui contient B ou dont P, est un point frontière. D’après le 
lemme 1, n (P, U) = sup 7 (P, U) = N quasi partout 


Je 


= PEO—B 
dans © —E, où U est la partie de & qui se projette dans 
U no &, et la mesure harmonique dans & de ©’ — M,—f (U’) 


est nulle. Si N < x, les points Pe E tel que n (P, U) =N 
n’appartient pas à S (Re), et done S ($e) n & —E est de 
capacité logarithmique nulle. Ainsi il arrive une contradiction 
avec notre hypothèse sur P,. Donc n(P, U) = « quasi partout 
dans 6 — E. 

Soit ©, une composante connexe de & — My — f (U") 
telle que n(P, U) =o quasi partout dans 6 — E et soit 
®, une autre composante connexe. Supposons qu'elles sont 
situées à deux côtés d’une section, placée dans (),, de f(U”). 
Soit P,¢E un point quelconque de cette section. Soit U’, 
U © U”, un voisinage de $e tel que U’— U est compact 
dans & et tel que U” € U,, U? n E=9 et P,ef (U”). Soit 
&, la composante de ®— Mv’ —f(U”) qui contient P,. 
D’aprés le lemme 1, n (P, U)= sup n(P, U’)quasi partout 

Pew,—E 

(!°) On dira simplement que Ons (Fe — E est de mesure harmonique nulle; de 
la même manière on définira la nullité de la mesure harmonique de GN S (3e) — E 
pour un sous-domaine quelconque G de Q. 


SEULS 
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dans ©,—E, où U’ est la partie de & qui se projette dans U’. 
Comme il existe un point Pe &,n ®,— E tel que n(P, U) 2100 
alors n(P, U’) =o quasi partout dans 6,—E. Done on doit 
avoir n(P, U) = quasi partout dans 6,—E et dans 6,—E, 
car 0X n(P, U— U) <0 pour tout Pe Q,—E. Ainsi on 
voit que n(P, U) =o quasi-partout non seulement sur 
Q, —f(U’)—E mais aussi sur f(U?)n Q,—E. A cause de 


sa 

Varbitraire de U, 0, c S(Ÿe) et toute valeur de O,nR—E est 
prise sur une suite de points de & dont la projection converge 
vers Re sauf au plus un ensemble de capacité logarithmique 
nulle. À, étant prise arbitrairement dans Ô, on a la même 
conclusion pour 0. Il est facile de voir que la mesure har- 


monique de Q n €g est nulle dans Qn À. 


Remarque. — Supposons que QnS(Re) = d. Si pour tout 
voisinage U de $e, dans toute composante connexe de la 
partie de À qui est située au-dessus de U, il existe une courbe 
tendant vers la frontière de & telle que sa projection est 
compacte dans Un&, QnS($e) — E n’est pas de mesure 
harmonique nulle. 

En effet, soit {U,{ une suite de voisinages de ®e qui 
converge vers Se et soit {P,{ une suite de points de & telle 
que sa projection converge vers We et telle que f(P,) converge 
vers un point P de QnS(®e). Menons une courbe J, sur & 
partant de P, et tendant vers la frontière de & telle que sa 
projection soit compacte dans U,n&. L’image f(l,) est une 
courbe qui part de f(P,) et tend vers My. L’ensemble 
d’accumulation de {f(b)} est un continu qui est contenu 
dans S($e) et joint P avec Sl'(Fe) dans Q. Done S(e) n Q—E 
n’est pas de mesure harmonique nulle. 3 

D’après le corollaire du lemme 2 on a 


TutorEmMe 2. — Sous les mêmes conditions que celles du théo- 
rème 1, st QeS(®e) et si f(P) ÆPeQ dans la partie de & 


qui se projette dans un voisinage V de Se, P est la valeur asym- 


ptotique suivant une courbe sur & dont la projection est située 
dans V et converge vers €. 


a ee 1 
= 4 
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SUR QUELQUES PROBLÈMES D’UNICITE 
ET DE PROLONGEMENT, 
RELATIFS AUX FONCTIONS APPROCHABLES 
PAR DES SOMMES D'EXPONENTIELLES 


par Jean-Pierre KAHANE. 


INTRODUCTION 


Depuis le livre de M. Mandelbrojt [22], qui la mit pour la 
première fois en lumière, la liaison entre la théorie de la quasi- 
analyticité et l’analyse harmonique s’est affirmée dans de 
nombreux travaux. D’une part, certains auteurs se sont atta- 
chés à préciser l’énoncé suivant: une fonction presque-pério- 
dique dont le spectre est contenu dans une suite assez lacu- 
naire ne peut devenir trop petite au voisinage d’un point sans 
s’annuler identiquement ([19], [18], [9], [12], [10], [11}). 
D’autre part a été récemment exprimée la relation entre 
certains problèmes de quasi-analyticité et l’approximation des 
fonctions par des combinaisons linéaires de dérivées ou de 
translatées ([26], [7]). 

De ce point de vue, il nous a semblé utile de reprendre la 
théorie des fonctions moyenne-périodiques de M. L. Schwartz 
[34], pour poser dans ce cadre les problèmes d’unicité pour 
les fonctions d’une variable réelle, de spectre donné, dont on 
impose les valeurs sur un segment, ou les valeurs approchées 
au voisinage d’un point, ou les valeurs des dérivées succes- 
sives en un point. Pour résoudre de tels problèmes, nous fai- 
sons appel à diverses méthodes de la théorie des fonctions 
d’une variable complexe, qui fournissent des types de résul- 
tats assez différents. 

Un autre problème très naturel, que nous posons, est celui 
du prolongement d’une fonction définie sur un segment en 
une fonction moyenne-périodique de spectre donné. Ce pro- 
blème se transcrit aisément dans le plan complexe, où i 
requiert une étude préalable, amorcée dans [33] et [34], de 


oe. - 


2. 
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l’approximation des fonctions holomorphes dans un ouvert 
par des sommes d’exponentielles. Un même principe de pro- 
longement en permet la résolution sur la droite et dans le 
plan complexe. 

Telle est la matiére des chapitres 1 et 11 du présent travail, 
et la justification de son titre. Le chapitre 11, relatif à l’approxi- 
mation et au prolongement dans le plan complexe, se trouvait 
rédigé quand est parvenu en France un ouvrage de M. Léontiev 
[15] qui en expose excellemment les principaux résultats. 
Nous croyons cependant qu’il n’est pas sans intérêt de les 
publier à nouveau, ne fût-ce qu’en raison de la méthode que 
nous utilisons, très différente de celle de M. Léontiev. 

Le chapitre 1m est relatif à des techniques de la théorie 
des fonctions dont certaines sont déjà utilisées au chapitre 1. 
Ces techniques permettent d'établir des « théorèmes d’unicité » 
voisins de ceux qu’a obtenus M. Mandelbrojt à l’aide de son 
inégalité fondamentale ([24], [25]) et d’étudier des problèmes 
très généraux (partiellement traités dans [27] et [28]) tels 
que l’approximation polynômiale pondérée sur un ensemble de 
segments, et la quasi-analyticité généralisée pour des classes 
de fonctions indéfiniment dérivables de spectre donné 

Nos recherches furent entreprises avec la collaboration de 
Pierre Lalagüe, que j’assure ici de ma reconnaissante amitié; 
nos résultats communs se trouvent en [12]. En [11]{(') se 
trouve très brièvement exposée la substance du chapitre 1. 
Certains résultats du chapitre mr sont indiqués en [10] 

Il est à peine besoin de dire que ce travail porte la marque 
des idées de M. Mandelbrojt. Pour son aide constante, pour 
ses encouragements, je voudrais lui exprimer ici toute ma 
gratitude. 

Je remercie également M. Schwartz, aux ouvrages duquel 
je dois beaucoup, pour l'intérêt qu’il a bien voulu manifester 
à mon travail. | 

Mes remerciments vont enfin à M. Valiron pour la bienveil- 
lante attention qu’il n’a cessé de me porter, et à M. Denjoy, 
qui m'a fait l'honneur d’accepter de présider le jury. 


_ (1) Il faut dans cette note lire 
en 2a): lim (ra(r) — 2rrD (r)) > 0 
r > 


et en 4, dernière phrase: par des fonctions de spectre A. 
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CHAPITRE PREMIER 


QUASI-ANALYTICITÉ 
DES FONCTIONS MOYENNE-PÉRIODIQUES 


§ 1. — Fonctions moyenne-périodiques. 
Définition et principaux résultats. 


La théorie générale des fonctions moyenne-périodiques, étu- 
diées d’abord par M. Delsarte, est due à M. L. Schwartz [34]. 
Nous reprenons ici sa définition. L'introduction des trans- 
formées de Fourier des fonctions moyenne-périodiques, néces- 
saire à la résolution des problèmes posés au $ 2, va nous 
permettre, en simplifiant sa méthode, de retrouver rapidement 
les résultats essentiels de la théorie (théorèmes 3 et 4). 


4. Soit & l’espace vectoriel topologique sur le corps des 
nombres complexes des fonctions f(x) à valeurs complexes 
continues sur la droite, où la convergence est définie comme 
la convergence uniforme sur tout segment. Soit t(f) le sous- 
espace de & engendré par les translatées f(x + y) de f(x). 


Deérinition. — Si 7(f)6&, f(x) est dite moyenne-pério- 
dique. ) 
r(f) 6 signifie qu’existe au moins une fonction continue 
non approchable sur un segment par des combinaisons linéaires 
N 
Da, xf(x + y,), c’est-à-dire qu’existe au moins une mesure + 
: ; , 4 BI ¢ / 
à support compact, non réduite à zéro (en bref web’, » 0) 
telle que {flo + y) du(— x) = f+u=0. Dire que f est 
moyenne-périodique, c’est dire qu’elle vérifie au moins une 


équation fru=0, vee’, u==Ù. 
3* 


Ra, 
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Remarque. — Les fonctions périodiques sont moyenne- 
périodiques, car t(f) n’est constitué que de fonctions pério- 
diques. 


Dans ce paragraphe, f désignera une fonction moyenne- 
périodique, et & une mesure €6’, u =<0, telle que f*u—=0. 


2. Appelons « segment-support » d’une mesure y: (ou d’une 
fonction k sommable) à support compact, le plus petit 
segment contenant son support. On sait que le segment- 
support de kxu est égal à la somme des segments-supports 
de w et de k (c’est une conséquence immédiate de la relation 
1= xD qui relie la longueur du segment-support d’une mesure 
ou d’une fonction à la « densité » des zéros de sa transformée 
de Fourier dans le plan complexe (cf. p. ex. [20] chap. m1)). 

Soit + une fonction sommable sur tout segment, s’annu- 
lant sur le segment-support [a, b] de uw, telle que o*u==0. 
Montrons qu’on a ¢=0. En effet, soit, pour tout c > b, 9. = 
sur [b, c], 9. —=0, ailleurs; o.+u = ['g(x) du(y—x) ne peut 
différer de zéro qu’aux points y tels que le segment-support 
sur l’axe des x de u(x—y) contienne c, donc sur un segment 
égal au segment-support de uv; en vertu du résultat rappelé 
plus haut, le support de ¢, est donc ponctuel; cela n’est pos- 
sible pour tout c > b que si ¢=0 sur (b, æ); et de même 
¢==0 sur (— 0, a). 

DÉFINITION. — f étant donné, la borne inférieure des lon- 
gueurs des segments-supports des ue’, u=<0, telles que 
f*u=0 est la moyenne-période de f. 

Si f s’annule sur un segment de longueur supérieure à sa 
moyenne-période, f=0. 


3. Posons f(x) = f(x) et f(x) =0 pour «<0 
f (&)=0. et, f'(&)= f(x) pour. 2>0 


LE, fe) duly —2) = — [7 f(a) du(y— x) = g(y) 


soit fwu=—f**u=g 


et 


g est une fonction sommable à support compact, contenu 
dans le segment-support de wu. 
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Soit 
3 4 Fe 
M(w) = 6(u) = —— | edu (a) 


or. 
et 


les transformées de Fourier de u et g dans le plan complexe 
(fonctions entières de type exponentiel). 


DÉériniTion. — ©(f) = F(w) = a tee est la transformée de 
Fourier de f(x). Mie) 

Hl faut justifier cette définition : 1° en montrant qu’elle est 
indépendante du choix de u.; 20 en montrant qu’elle recouvre 
une définition usuelle (celle de Carleman), quand f(z) n’est 
pas trop rapidement croissant. Le 2° sera traité au 8. Exami- 
nons ici le 4°. 

Soit f*u,=0, ue’, u, 540, f-*u,=u,*f" = g,. Ona 


u+f *xu=utg=gtu donc  6(y,)6(g) = G(g,)O(4) 
F(#) est donc indépendant du choix de pz. 


Remarque. — D’après 2, F(w)=0 entraîne f=0. 


Dans la suite, F désignera la transformée de Fourier de f. 


4. Pour que u,+f-=0, u,€&', il est nécessaire que 
6(u,) F = M,(w) F(#) 


soit transformée de Fourier d’une fonction g, sommable a 
support compact. Montrons que c’est aussi suffisant. 

Posons u,*f~ = g,.g.(x) est nulle pour æ assez grand, et 
g*u=uxf «u=u,*g. L'hypothèse s’écrit 


G(u,*g) =M,(æ)F(w)M(w) = ©(g, +4) 


soit g,+«u— g,*u. Ainsi g,—g, est une fonction, nulle pour assez 
grand, sommable sur tout segment, telle que (g.—g,)*u=0. 
D’après 2, on a g,=g,. En posant vf" = —g,, on a de même 


g,=g,. D'où v,*f=0. 


aan oF « 2 RL 
ae | 
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5, Soit eer (f), À complexe. Alors f*u=—0 entraîne eau ==0, 
soit M(A) — 0. Montrons que A est pôle de F(æ). 

Quitte à remplacer f et du. par f(x)e—®* et du(x)e””*, on peut 
supposer À = 0. Si G(0) 0 la proposition est démontrée. sinon 
on peut poser 


wi(a)=f",=— dy, a@=/f", =—)/f. aly) dy, 


©(g:) = G,(#) 7 nt 


Ne = RAT À 
: wy 39) 


done M,(0) =0. Si G,(0) =0, la proposition est démontrée. 


Sinon, on itére en posant M,,,(w) = Me Gites) = iGi(s) 
et on arrive à M\(0) = 0, Gx(0)ZÆ0. % 

Inversement, si A est pôle de F(w), c’est que M(A) = 0 pour 
tout me’ tel que fxu—0, donc e**e(f). Une condition néces- 
saire et suffisante pour que e”*e(f) est donc que F(#) admette A 
pour pôle. Plus précisément : 


THÉORÈME 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour 
que P(x)ee(f), P(x) étant un polynôme de degré p, est que F(w) 
admette À pour pôle d’ordre supérieur à p. 

Pour la démonstration, il suflit de remplacer ci-dessus 
M(A) =0 par M(A) = M’(A) = :.-M°*"{(à)—0, en constatant 
que P(x)e"er(f) s'écrit <(P) < +(f(x)e Ÿ*) et que z(P) contient 
tous les polynômes de degré < p. 


Dérinition. — On appellera spectre de f l’ensemble des 
pôles de F(w), comptés avec leur ordre de multiplicité. 


6. Que peut-on dire d’une fonction moyenne-périodique 
dont le spectre est vide? 

F(#) est alors une fonction entière. 
sin » \° 
# ) » supposons M(w) et G(w) 
transformées de Fourier de fonctions deux fois dérivables. Il 
en est alors de méme de 


Quitte à les multiplier par 


/ or L no —iTw : 
M'(w) = Dis i — we" du.(x) = 6(—- ixu.). 
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Montrons que F(#) M'(w) est transformée de Fourier d’une 
fonction continue à support compact. 


M'(#) PIs ayer à 1 
En effet, —'-/ =a + 2( —— + — }, |A, |= O(7). E 
M(w) T w x (apa as a [A GE 
écrivant Z— Y + Y , on voit que, à l’extérieur des 
IAgl<2lw] | ay| Sw] 


cercles de rayon € centrés aux zéros À, de M(w), on a 
M (#) 

ie 

le plan, on a |F(w)M'{(w) << O(/wG(w)|), done F(u)M’(u)eL, et 
F(w)M'(#) est une fonction entière de type exponentiel. Le 
théorème de Paley-Wiener ([30], p. 13) établit notre proposi- 
tion. 

D’après 4, on a done fxau=0. ' 

En itérant, on voit que f*P(x)u= | f(y—x)P(x)u/(x) dx =0 
pour tout polynôme P(x). Comme, sur le support de 4, on peut 
approcher uniformément f(y— x)u'(x) par des polynômes P(z), 
on doit avoir f(y—x)u'(x) —=0 pour tout x et tout y, d’où la 
conclusion : 

Si le spectre de f est vide, f=0. 


< O(w}). A l'extérieur de ces cercles, donc partout dans 


| W | = 0 


7. Supposons maintenant le spectre de f non vide, et 
étudions le spectre de © = fxv, vee’. 

Soit ¢ la fonction définie à partir de ¢ comme f à partir 
de f (voir 3): © et f *v coincident pour |z| assez grand, donc 
© —f *v=h est une fonction sommable à support compact. 
D'où eo” = af *v + neh 


et M(w) 2(w~) = M(w) F(w) N(w) + M(w) H(w), ©, N et H 


étant les transformées de Fourier de +, v et h. O(w) admet donc 
pour pôles ceux de F(#) N(w), avec leur ordre de multiplicité. 


TutorEmMeE 2. — Le spectre de fxv, vet’, est l’ensemble des 
pôles de ©(f) ©(v). | 

En particulier, si 6(v) s’annule sur le spectre de 7, on a 
d’après 6: fxv==0. Autrement dit, si P(x)e**+*y=0 pour 
toute « exponentielle-polynôme » P(x) ee (f), on a fxv=0. 
Le résultat peut s’énoncer ainsi: 


Tutorime 3. — f appartient à l’espace engendré par les 
exponentielles-polynômes de 7(f). 
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8. Abordons maintenant la seconde question posée lors de 
la définition de F(w). Supposons f(a) e” et f* (x) e” bornées. 
Les transformées de Fourier-Carleman [5] 


1 4 RS 
F*(#) o> aes (x)e law do 
V 20 
_—1 
20 
sont holomorphes respectivement pour » > b et » << a. Comme 
fonctions de u, F*(u+ iv) et F (u-- iv) sont transformées de 
Fourier, au sens usuel, de e”f et —e”f* respectivement. De 


même M(u-+ iv) et G(u + iv) sont transformées de Fourier de 
eu. et eg. Comme 


F-(w) [fae de (w= ut iv) 


VL fe — Vr eT vr f£ T vr 2e vx 
ef «eu, = e"g et —e"f"+e"u = eg, 


ona F*(#)M(w)=G(w) et F-(#)M(w) = G(w) 
quand ces égalités ont un sens, done aussi 
FT (w) = F(w) et F(æ) = F(w). 


Notre définition est ainsi parfaitement justifiée. 
Voici deux applications des expressions simples que nous 
venons de trouver, dans les hypothèses faites, pour F(w). 


9. Soit f une fonction moyenne-périodique quelconque. 
Soit ¢ (x) = YAz'e”*(E : somme finie, A= A(p, A, c),a'eñte(f)). 
La transformée de Fourier de ¢ est 
air ptA Da) 
\/ In (we —A)P** Ms) 
si une suite de telles fonctions ¢ tend uniformément vers f sur 


un segment [— 1, 0] égal au segment-support de uv, la suite des 
fonctions y= ¢ +4 tend uniformément vers g, donc |'() tend 
| V2ri! 


vers G(w) et chaque A(p, A, ¢) vers le produit par he 


coefficient de = dans le développement de Fis): Joint 


— 


au théoréme 3, ce résultat donne: 


THÉORÈME 4. —— Sur tout segment de longueur supérieure à 
une moyenne-période, f admet un développement déterminé par 
rapport aux exponentielles mondmes de +(f), dont la transformée 


4 


UEL Le | =] 3 Y 1 * 4 a) 7 
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de Fourier-Carleman formelle est le développement de F(w) en 
éléments simples. | 
Les exponentielles monômes de 7{f) forment une base de 
r(f), et toute fonction de +(f) est caractérisée par son déve- 
loppement suivant cette base. 
Ss E TE »\ à / y i) 
Notation: nous écrirons f(x) — YA(p, A)a’e®. 


10. Soit f une fonction moyenne-périodique bornée. 


Si (f|< M, on a V2r F(w) < de Le spectre de f est donc 


to 

réel et simple. Soit f(x) ~ XY A(Aje’*. Soit C un cercle de rayon R 
centré au point À du spectre, dont le diamètre réel [z, £] ne 
contient pas d’autre point du spectre. On a 


Je V2r F(w) (— à) (w — 8) dw = — 2 A) (A — à) (à —#) 


et 27 F(w) ( — a)(æ—f6) <2MR sur C 
d’où 27R.2MR > 2x A(A),R’ et |A(A) < 2M. 
THEOREME 5. — Si f| est borné par M, le spectre de f est 


réel et simple, et les coefficients du développement de f sont bornés 


par 2M°. 


41. Étudions les primitives et la dérivée d’une fonction 
moyenne-périodique f. 

Soit f, une primitive de f. Les fonctions ¢ du 9 admettent 
des primitives ¢, égales à f, en O. Sur tout segment I d’origine 
O, les fonctions ¢, convergent uniformément vers /;. puisque 
(pi —fil<| 1] max. |p — fl f, est donc moyenne-périodique, et 

T 


son développement en exponentielles-monômes s’obtient en 
intégrant formellement celui de f®. Si f,(0)=0, on a 
iwb (f,) = G(F)(car uvb(g,) = 6(¢)). 

Si f admet une dérivée continue f’, f’ est moyenne-pério- 
dique, comme limite uniforme sur tout compact d’une suite 
de fonctions de +(f). Le développement de f” en exponentielles- 
monômes s’obtient en dérivant formellement celui de f. 

THéoRÈèME 6. — Si f est moyenne-périodique, ses primitives 
et sa dérivée, si elle existe et est continue, sont moyenne-pério- 
diques, et leurs développements s’obtiennent en intégrant et en 
dérivant formellement celui de f. 

(') M. B. Malgrange m'a fait observer que la simple considération du dévelop- : 


ement de Laurent de F(#) en À montre que |A(')|< M. 
(2) C'est-à-dire en en prenant une primitive f Île. 
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12. Supposons maintenant |f| << M, et OfA. — Qu 
D’après le théorème 5, on a f ~ NA(A)e”*, |A(A)| < 2M, À réels, 


et on sait que a < «, donc f admet des primitives succes- 
| 

sives f, HE e”* telles que, pour p > 2 les développe- 
t 


ments sont absolument convergents. f,, f;... sont donc presque- 
périodiques. f et f, étant bornées, f, l’est aussi. 

Supposons de plus que f admette une dérivée d’ordre n 
continue et bornée : jf|< M,. Alors 

fr~SUA)A(a)e* et [AQ)I< Me 
la 
Si n > 2, f est presque-périodique. 

Supposons seulement f uniformément continue et bornée. 
f est alors uniformément approchable sur la droite par des 
produits de composition f«*h, h: fonction deux fois conti- 
nûment dérivable, à support compact. Les fonctions f+h 
sont presque-périodiques, donc f l’est aussi. Ce résultat est un 
cas particulier d’un théoréme de Beurling [3]. 

Dans les hypothèses initiales, f, est uniformément continue 
et bornée, donc presque-périodique. 

Tutorime 7. — Toute fonction moyenne-périodique bornée est, 


à une constante additive près, la dérivée d’une fonction presque- 
périodique. 


43. Si f est indéfiniment dérivable, nous noterons f*T = T«f 
(et nous nommerons produit de composition de f par la dis- 
tribution T) toute expression de la forme 


fetes f tte fay M8, 7 == 0,1, 5.7, 


On définit pour les distributions T le support (réunion des 
supports des 1), la somme (de façon à assurer la distribu- 
tivité du produit f:T), la transformée de Fourier 


G(T) = G44) — iw (pu) «+ + (— im)" O(u,) 

(de sorte que, si h est une fonction indéfiniment dérivable 
à’ support compact, on a 6(h«T) = G(h)G(T)), le cospectre 
(ensemble des zéros de G(T)). 


D’après les théorèmes 3 et 6, on a f*T=O dès que 6(T) 
s’annule sur le spectre de f. 


vl + ey 7 ? A 
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$ 2. — Nouvelles générations de a(f) 
problemes de quasi-analyticité et de prolongement. 


Les problémes posés dans ce paragraphe généralisent des 
problèmes, aujourd’hui classiques, posés par M. Mandelbrojt 
dans [22]. Le rapport entre la quasi-analyticité et les « théo- 
rèmes de fermeture » a été mis en évidence par M. Mandelbrojt 


dans [26] puis par M. Edwards dans [7]. 


4. Pour engendrer 7(f), on n’a pas besoin de toutes les 
translatées de f, mais seulement d’une « tranche » plus ou 
moins étroite. En effet, le sous-espace 7(f) de & engendré 
par les translatées f(x + y), 0 y 1, coincide avec 7 (f) dès 
que la nullité pour 0 <'y < / de 


g(y)=—ffle+y)du(—2), pe’ 


entraîne g(y) = 0. g(y) appartenant à 7(f), il suffit pour cela 
que / soit supérieure à la moyenne-période de f. 

Mais ce n’est pas nécessaire. Pour avoir 7,(f) =7(f), il suffit 
que la seule fonction de 7(f) s’annulant sur [0, [| soit la fonc- 
tion nulle. C’est le cas par exemple, si petit que soit /, quand 
le spectre de f est constitué d’entiers positifs. 


Dérinition. — Appelons classe quasi-analytique 1, (cl.q.a. 1,) 
une classe de fonctions telles que chacune soit définie par ses 
> valeurs sur un intervalle arbitraire de longueur l. 


Pour avoir 7,(f)=7(f), il suffit que 7(f) soit une cl.q.a. I. 
: Nous sommes conduits au problème suivant : 


> PROBLÈME no 1. — Soit À une suite donnée, de points simples 
ou multiples du plan complexe; appelons &(A) le sous-espace 
de & engendré par les exponentielles-monômes de spectre contenu 
dans À. Déterminer | de façon que &(A) soit une cl.q.a. I. 


Remarque. — &(A) étant invariant par translation, on 
pourra toujours supposer I, ramené à l’intervalle (—{, 0). 


2. Plus généralement, on peut chercher à identifier a +(f) 


le sous-espace %(f) de 6 engendré par les translatées f(x + y); 
& 
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où y parcourt un ensemble E mesurable. Si I(a) est la mesure 
du complémentaire de cet ensemble sur le segment [0, a], il 
suffit, pour avoir t(f)—+(f), que la seule fonction get(f), 
telle que [le <I(a) pour «> 0 assez petit, soit la fonction 
nulle. 


DériNtrion. — Étant donné une fonction positive I(«) (« >> 0), 
appelons classe quasi-analytique I(x) (cl.q.a. I(&)) une classe 
de fonctions telles que chacune soit définie par l’ensemble de 
ses valeurs approchées à e(x) près au voisinage de l’origine 
(0 < x < a), dès que [e(x) dx < I(a) pour0O <a Lx. 


Pour avoir 7x(f) =7(f), il suffit que 7(f) soit une classe I(a) 
(I(a): mesure du complémentaire de E sur [0, «]). 
Nous sommes conduits au probleme suivant : 


PROBLÈME N° 2. — À étant donnée, déterminer \(x) de façon 
que &(A) (défini au 1) soit une cl. q. a. (æ). 


3. Si on a tf) = r(f) si petit que soit J, et si f est indéfini- 
ment dérivable, on peut chercher à identifier à 7(f) le sous- 
espace o(f) de & engendré par les dérivées successives f(z) 


dey (n= U;1,/4} 


Dzrinitions. — }M,} étant une suite croissante, désignons 
par C}M,} l’ensemble des fonctions f indéfiniment dérivables 
telles que |f(x)|< kM, sur toute la droite, k constante (n > n,); 

par K*{M,! la réunion des C\k"M,! pour toutes les valeurs 
de k=>0; 

par CM, l’ensemble des fonctions f indéfiniment dérivables 
sur un intervalle 1 contenant l’origine, telles que |f(x)|< kM, 
sur I, k constante; | 

par KiiM,} la réunion des Ci{k"M,} pour toutes les valeurs 
dek>0; 

par K}M,} Vintersection des Ki! M,} pour tous les intervalles I. 

Si feC}M,} (resp. K{M,}),ilenest de mème pour g = — fu, 
web’. Pour avoir t(f) = à(f), il faut et suffit que à 


JP) du (—x)=0 (n=0, 1, ...) 
entraîne . | JF + y) du (—x) =0. { 
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Il suffit donc que la seule fonction g de t(f), appartenant à 
pes 1 pe a 
CM, (resp. K{M,?!) ets’annulant avec toutes ses dérivées en 0 
soit la fonction nulle. 


DÉFINITION. — Appelons classe quasi-analytique D (cl.q.a. D) 
une classe de fonctions indéfiniment dérivables telles que chacune 
soit définie par les valeurs de ses dérivées successives à l’origine. 


Pour avoir +(f) = d(f), il suffit que 
T(f)n C}M,{$  (resp.r(f)n K{M,!) 
sort une cl. q. a. D. Et même il suffit que 
T(f)n GiM,i (resp.r(f)n Ki{M,!) 


soit une cl. q. a. D. Nous sommes conduits au problème 
suivant : 

PROBLÈME N° 3. — À étant donnée, déterminer CiM,{ (resp. 
K{M,{, K'}M,{, CM}, KifM}) pour que &(A)nC }M,! 


\ 


(resp. &(A) n K{M,{ etc.) soit une cl. q. a. D. 


REMARQUE ([22] chap. vin). — Pour que &(A)n CM, ! 
(resp. &(A) n Ky} M,{) soit une el.q.a. D, quel que soit I, il suffit 
queë(A) soit une cl.q.a. I(«), avec 


: ee ee) es 
I(œ) = Le = tt 1) (resp. ie = sy 
En effet, la formule de Taylor montre que g(a) est alors 
majorée par k,I'(a), k, constante. 
Naturellement, cette remarque n’est utilisable que si 
&(A) est une cl.q.a. I, si petit que soit L. 
Nous serons amené à résoudre un problème plus général 
que le problème n° 3, où &(A) est remplacé par l’espace 
&(A) que nous allons maintenant définir. 


» k constante 


4. Le problème posé au 1 est relatif à l’unicité d’une fonction 
de &(A) connue sur un segment. Il est naturel de se poser la 
question de l’existence d’une fonction de &(A) prenant des 
valeurs données sur un segment i: | 

Appelons & l’espace des fonctions continues sur I, 6(A) le 
sous-espace de 6 engendré par les exponentielles-monémes de 
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spectre contenu dans À. Une condition nécessaire pour pou- 
voir prolonger dans &(A) une fonction f donnée sur I, est 
évidemment que fi appartienne à &(A). Mais c’est loin d’être 
une condition suflisante. 

En effet, on peut avoir &(A) — 6. Il faut et suffit pour 
cela que toute mesure web’ de support contenu dans I, et 
dont la transformée de Fourier s’annule sur A, soit réduite a 
zéro. Si on peut alors, comme solution du probleme n° 1, 
prendre 1<|I|, il existe des fonctions de &(A) non prolon- 
geables en fonctions de &(A): à savoir les fonctions nulles 
sur un segment de longueur 1. C’est le cas si A est la suite 
des entiers positifs (/I/< 2x, 1>0 quelconque). 

Même si &,(A) # &, il peut exister des fonctions de &(A) non 
prolongeables en fonctions de &(A). Prenons par exemple pour 


A la suite {7A,}, À, positifs, 2 . < ©; on vérifie, quel que 


soit I, &(À) ~ & (cf. § 4). Or une série telle que Ya,” peut 
converger sur une demi-droite, au dela de laquelle elle n’est 
pas prolongeable. 

Nous sommes donc conduits au probléme suivant : 


PROBLÈME n° 4. — Donner des conditions pour qu’une fonc- 
tion de &(A) soit prolongeable en une fonction de &(A). 


§ 3. — Définition de f par ses valeurs sur un segment. 


Nous tenterons dans ce paragraphe de donner des solutions 
aux problèmes n° 1 et n° 4. Auparavant, il nous faut préciser 
le sens de quelques termes, dont nous aurons à faire un fré- 
quent usage. 


1. — Quelques définitions concernant les suites. — La plupart 
des définitions que nous allons donner se trouvent dans [2] 
et [25]. 


Dans le plan de la variable w = uw + iv, donnons-nous une 
suite À et un angle À ouvert, de sommet O, contenant au. 
moins l’un des points +1. Pour simplifier, nous admettrons 
désormais (sauf précision contraire) que A ne contient pas O. 
Toutes les définitions données seront relatives à À et A. 


= À e ? t 
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La fonction de distribution (de À dans A) est le nombre 
N(r) d’éléments de A situés dans A et dans le cercle mr. 


La fonction de densité est D(r) = nt . avec n(r) =r ou 2r 
n(r 
suivant que A contient un seul des points +1 ou les deux. 
La fonction de densité moyenne est D(r) = 1 bs D(t) dt. 
La distribution logarithmique est si. 


Le) = fon) = DO + [ Pa der)+ Do + fa 


L(r) est la partie discontinue de D(r). 
Les densités 


pee moyenne sup. moyenne logarithmique sup. 
inférieure moyenne inf. moyenne logarithmique inf. 


sont respectivement 


D lim De) D lim Dqr):D = lim 
Day logr (r= 00) 

DP. = lim D(r) D’ = lim D(r) ae 

logr 


A est mesurable et de densité D si D' = D.=D 
À est de plus bien répartie si N(r) — Dn(r) = O(1) 
A est régulière s’il existe h > 0 tel que 
N(r+h)—N(r)<1 (0<r< om). 
La densité maximum de A, soit dens. max. A, est la borne 


A 
inférieure des densités des suites mesurables contenant A. 
Polya a démontré (cf. [2], note I) que cette borne est atteinte, 


et que N( ; N(E 
r)—N(Er 
dens. ,max. A= Em lim nigh nen) : 


La densité minimum de A, soit dens. min. A, est la borne 
A ; 
supérieure des densités des suites mesurables contenues dans 
A. On a ü NES 
; Marat r) — N(Er 
dens. min. A= lim lim ee ae 
A p>i—ors= mr) —n(6r) 


Si A, et A, sont complémentaires par rapport 4 une suite 
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mesurable À de densité D (c’est-à-dire si l’ordre de multi- 
plicité de chaque élément de À est la somme de ses ordres 
de multiplicité dans A, et A,), on a 


dens. max. A, + dens. min. A, = D. 


La densité de répartition de A, soit A, est la borne infé- 
rieure des densités des suites bien réparties A* contenant A. 


Calculons A. 


ELA DE ANT CA ; < 
Posons À, — lim Lo AE Il existe des suites A* de 
t+ oo ni 
densité A, + ¢, si petit que soit € > 0; donc A< lim À,. D’autre 
part, si A* a pour densité D*, on a Prat 


N*(t + h) — N*(t) = n(h)D* + O(1) (t, h— ©) 
done 


D* > A,—0(1) (ho) “et AS lim Ay. 


Done A = tim Aj. 


h> 00 


h= 


Toute suite régulière admet une densité de répartition finie. 
On a les inégalités évidentes 


dens. min. A£D.£<D.<D.<D-:<D-<D-:<dens. max. A<A. 


= 


Aucun de ces signes < ne peut étre remplacé par =, ainsi 
qu’on s’en assure par des exemples. 

Il nous arrivera de ne pas préciser l’angle A. 

Si À est définie comme suite positive, À sera toujours 
supposé contenir + 4 et non — 1. 

Si À est définie comme suite réelle, À sera en général sup- 
posé contenir + 1 et — 1. Cependant, A ne sera dite mesu- 
rable, bien répartie ou régulière que si elle l’est dans tout 
angle A. 

Les mêmes conventions vaudront si À s’accumule angulai- 
rement sur l'axe réel > 0 (resp. sur l’axe réel), c’est-à-dire si 


Arg À (mod. 2x) (resp. (mod. x)) et |A|~' tendent simultané- 
ment vers 0 sur A. 


2. Classes quasi-analytiques I. — M. Levinson a établi, sur le 
cospectre des mesures yé6’ important théorème que voici 


([20], chap. 11). 
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r x ~Y = \) 7 4 
TRHÉORÈME 1. — Soit À le cospectre d’une mesure wet! dont 
le segment-support a pour longueur L,. % est mesurable et de 
. iY 
A a Is 
>noité hepa | . Ar y 1 4 

même densité D = = dans tous les angles A. La fonction al Slee 
2x u 


: % = “ \ ‘ . 4 
prend sur À une suite de valeurs dont la somme est bornée. 


De ce théorème nous allons tirer une réponse au problème 
n° 1. 

Soit feb(A) une fonction moyenne-périodique de spectre S, 

7 À VS a 5 +! ‘ 
wes’, u. == 0, telle que fxu—=0 et g=f «vu. Rappelons que S est 
2 A ’ . we 
ensemble des pôles, comptés avec leur ordre de multiplicité, 
de (8). Soit S’ la suite complémentaire de 5 par rapport au 

G(u aire de 5 par rapport 
cospectre de uw. 

D’après le théorème 1, on a 

2r dens. max. S’ + 27 dens. min. S = L, 
A A 

(longueur du segment-support de 1). 

Or G(g) s’annule sur S’. D’après le même théorème, on a 


2r dens. max. S'< L, 
A 
(longueur du segment-support de g). 
Si f s’annule sur [—l, 0], on a L, << L, —l. On a donc 


|< 2ndens. min. S < 2ndens. min. A 
A A 


Tutorime 2. — Si 6(A)6&, &(A) est une cl. q. a. I, dès 


que | > 2xdens.min A (pour au moins un A). 
A 


Ce résultat, démontré par Levinson quand A est une suite 
d’entiers ({20], chap. 1), constitue une bonne réponse au pro- 
blème n° 1. Pour certaines suites À mesurables, il peut être 
encore précisé comme nous le verrons au $4 (cf. aussi [17]). 


3. Moyenne-période et problème de prolongement. — Appelons 
moyenne-période attachée à A, et désignons par L, la borne 
supérieure des longueurs des segments I pour lesquels (A) = 61; 
autrement dit, la borne inférieure des longueurs” des 
segments-supports des web’, dont le cospectre contient À. 
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Le théorème 1 nous permet les évaluations suivantes : 


a) L > 2m dens. max. À (quel que soit A). 
À 


b) si }) — =o, alors L=o. 
D’autre part, nous verrons au § 4, 4, que 


ARTE) i << oo, alors L=0. 

EA | 

Soit f une fonction continue sur la droite, non nécessai- 

rement moyenne-périodique, telle que 7(f) =7,(f). C’est 

dire que l’ensemble des fonctions f +1, me’, forme une cl. q. a. Î,. 
Soit fi la restriction de f au segment I. On a évidemment 


fie&r(A) pour | I| < is, 


Supposons qu existe un segment I de longueur [= L+/+e«, 
e > 0, tel que fieé:(A). Alors, pour toute mesure » dont le 
cospectre contient A et dont le support est contenu dans 
(0, L +], (il existe une infinité de telles 1.=£0, dont l’inter- 
section des cospectres se réduit à A), f*u s’annule sur un 
segment de longueur supérieure à /. Donc f* p= 0. Donc fé (A). 


THÉORÈME 3. — Si (ff) =7,(f) et si fiebr(A) sur un segment 
I de longueur |1| >L+1, L étant la moyenne-période attachée 


à À, alors fe&(A). 


CoRoLLAIRE. — Si f appartient à une cl. q.a. D K}M,{, et si 
fié&r(A) pour |1| > L, alors feb (A). 

Ce corollaire généralise un théorème de Mandelbrojt ([22], 
p. 143). 

Le théorème 3 répond au problème n° 4, mais il ne permet 
de prolonger une fonction de &(A) dans &(A) que lorsqu’elle — 
est, d’autre façon, déjà connue sur toute la droite. Il est inté- 
ressant d'établir des critères de prolongement ne faisant inter- 
venir que les valeurs de la fonction sur I. Voici un résultat 
que nous établirons au chapitre 1. 


THÉORÈME 4. — Si À est symétrique et s’accumule angularre- 
ment sur l’axe réel, toute fonction de &(A) a Ki}n!{ est prolon- 


geable sur la droite en une fonction de &(A)n K}n!{, dès que 
| I) > 2x dens. max. A. 


4 
: | 
~ ‘ 
« 
Alive 
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On ne peut pas remplacer les hypothèses relatives à A et I 
par l’hypothése que A est contenue dans le cospectre d’une 
mesure dont le support est intérieur a I, ainsi qu’en témoigne 
exemple donné au § 2, 4. 

Le théorème 4 permet de préciser l’évaluation a); il indique 
en effet que sur le segment I existent des fonctions n’appar- 
tenant pas a 6 (A), à savoir les fonctions analytiques ayant 
une singularité sur la droite. 


THÉORÈME 5. — Si A est symétrique et s’accumule angulai- 
rement sur l’axe réel, on a L = 27 dens. max. A. 


C’est la confirmation d’une hypothése de M. L. Schwartz 
([33], p. 130). 


4. Problème du prolongement et densité de répartition. — Le 
théorème 4 ne permet de prolonger une fonction donnée sur 
un segment que si elle est analytique. En imposant a A et a4 I 
des conditions plus restrictives, on peut se contenter de 
supposer la fonction donnée indéfiniment dérivable. Nous 
allons en effet établir le résultat suivant: 


Tutorime 6. — A étant une suite réelle régulière de densité 
de répartition À, toute fonction de &(A) n C,} M,{ est prolongeable 
en une fonction (presque-périodique) de &(A) n CiM,.,}, où p 
ne dépend que de A, dès que |I| > 2nA. 

Pour la démonstration, nous pouvons supposer I symétrique 
par rapport à 0, A bien répartie et A = 1, soit 


a Nec ere Dale 
7 22 
Posons C(#) = (#—À,) ESS en: 


1- 


D’après un lemme de Lévine ([16]; voir aussi [25], p. 63), cn 
10 C(w) est de type exponentiel x, et |C(x)|<< K,(a#*+ 1)". 
20 |C’(A,)| > KA" (K,, K, constantes). re 
Étant donné X réel, cherchons à construire une distribution 

T—T; somme d’une distribution 0 — 0% portée par [—7, 7] 

et d’une mesure de Dirac à; en X, telle que 


G(T) = 6(0) + G(dx) = O(w) +e x 


_ s’annule sur A. 


SS SLR ER) 


A 
y 
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On est ramené à la recherche d’une fonction O(#) vérifiant 
les conditions suivantes : 1) O(w) est de type exponentiel r, à 
croissance lente sur l’axe réel; 2) O(À;) =—e7 x" pour tout 7. 
On peut prendre 


a Pelire a: 
Op = LAL) DE 
) \ ) 2 (ed À; 
avec Ya; æ, ce qui, grâce à la première partie du lemme de 
Lévine, assure 1), et 
NC’ (J = —i, X 
AGC’ (Aj) a; = —e 


ce qui assure 2). En vertu de la deuxiéme partie du lemme de 
Lévine, ces deux conditions sont compatibles dés qu’on prend 
N > 4h + 2. 

Remarquons que N et |a; ne dépendent dey de X. On peut 


ainsi écrire O(w) = P(w)Q(w), où P(w) = »* TI ner est 


un polynéme, indépendant de X, de degré p > N+ 4h +1, et 
Q(w) une fonction de type sep otentiel r, telle que 


fIQu)| du < B < x 


B ne dépendant pas de X. On a donc, pour toute fonction f 
indéfiniment dérivable, 


(A) fxd = fou, 


avec /|du,| B, ns de X. 
Soit fiebr(A) n Cif M,{. L'égalité 


(2) TON) = ST) (e), <7) Xl 


définit f(x) = f(x, X) au voisinage de X, et on peut dans (2) 


remplacer f(x) par f(x) — de”. Or, a? après le théorème 6 
du § 1, si petits que soient les e, > 0, il existe des coefficients 


d; = d( {e,1), tels que |f{?(x) — Six) sv = 4, 2, ... p). 
D'après (1) et (2), on a donc |f(x) — Ydeñ®| < > Be, au voisi- 
nage de X. En faisant tendre les €, vers 0, on a une suite 


d’expressions Yd” qui converge uniformément sur toute la _ 
droite vers une fonction hmite (A), prolongeant fi et définie | 
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par (2) au voisinage de chaque point. D’après (1) et (2), on a 
p / \ 18) 
encore |f(x)|< ¥M,,.,B,, donc feC} MO La OY A Bp. 


1 
Le théorème 6 fournit une bonne réponse au problème n° 4. 
Il est facile de voir que, plus que les « densités » ordinaire- 
ment considérées, c’est bien la « densité de répartition » qui 
détermine la possibilité de prolongement d’une fonction de 
&r(A). Ainsi, si À contient des « paquets » d’entiers consécutifs 
dont la « largeur » croît indéfiniment 


a ñ ee 
——— a 


. à \ | ARR mr 
( soit Pass dePiPs +, py 2, ps — 1, eee, 


ne 


n,n, MOD, En, fo) 


la densité maximum peut être nulle, tandis que A= 1. Or, si 
Pr < n°, k constante, il existe une série de la forme 


2 n 
(+ fs à ‘ 
> e?*S, (x) avec AE ere 
n=1 = 
7 n 


qui converge vers une fonction indéfiniment dérivable pour 
|a| <Lr—- 2e, e > 0 donné, sans représenter une fonction pério- 
dique (puisque les coefficients ne tendent pas vers 0); il suffit 
de prendre pour S,(x) la n°°° somme partielle de Fourier 
d’une fonction indéfiniment dérivable, nulle pour |a|< T—&. 

Les hypothèses du théorème 6 peuvent être affaiblies en 
supposant fi, non plus indéfiniment dérivable sur I, mais 
seulement p fois dérivable (p> 8h+ 4); alors fie&ri(À) est 
encore prolongeable en une fonction bornée de &(A) L’hypo- 
tèse de dérivabilité sur [I n’est sans doute pas essentielle; 
nous ne sommes pas parvenus à l’éliminer. 


§ 4. Classes quasi-analytiques D et I(«). 


Ce paragraphe est consacré à l’étude des problèmes n° 3 
per n° 4. ek 
Nous aurons recours à deux méthodes principales. La pre- 
| mière, qui est essentiellement celle de M. Mandelbrojt dans 
[22], a déja été exploitée par M. Lalagiie et moi-méme [42]. 
Elle consiste A construire une suite de mesures a supports 
| décroissants, orthogonales aux fonctions de &(A). Elle s’ap- 
_ plique dès que la moyenne-période attachée à A est nulle, 


‘ 


LE 
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mais donne surtout des résultats intéressants quand À est 
très rare. 

La seconde méthode repose sur la considération de la trans- 
formée de Fourier (— de Fourier-Carleman) d’une fonction 
bornée de &{A): elle ne s'applique done que lorsque À est 
réelle. En appliquant à cette transformée de Fourier différents 
théorèmes de la théorie des fonctions, on obtient des types de 
résultats assez différents. Cette méthode est essentiellement, 
quoique d’une manière plus ou moins cachée, celle utilisée 
par MM. Lévine et Lifschitz [19], Lévine [18], Hirschman et 
Jenkins [9] pour définir des cl.q.a. I(x) plus générales que 
celles de Mandelbrojt. La simple formule de Jensen permet 
d'améliorer leurs résultats et d’obtemir, relativement aux 
cl.q.a. D des résultats très précis quand A est assez rare. 

La formule de Carleman, les résultats du type Mandelbrojt- 
Mac-Lane conduisent, relativement aux cl.q.a. D, à des géné- 
ralisations du théorème de Denjoy-Carleman. 

Une troisième méthode pour aborder le problème n° 3 a été 
introduite par M. Lalagüe [13] [14]. Elle repose sur l’étude des 
relations d’inclusion entre classes &(A) n C\M,} (resp. K!{M,!). - 
Nous ne l’examinerons pas ici. 


Notation. — Dans ce paragraphe, les éléments À = À, 
de À seront rangés par modules non-décroissants (j = 4, 2, ...). 


1. Première méthode. — Dans ce qui suit, « parcourt un 
ensemble de valeurs positives tendant vers 0. Supposons 
qu’existe une famille de fonctions entières M.(w), de type 
a 
2 
s’annulant sur A et prenant en O la valeur 1. C’est dire d’après 
le théoréme de Paley-Wiener, qu’existe une famille de mesures 
Us€&’ identifiables à des fonctions 4,, de supports contenus 


exponentiel >, absolument sommables sur la droite réelle, 


dans les segments es eal telles que f*u,=0 pour toute 


fe6(A). C’est dire que toutes les fonctions de 6(A) ont une 
moyenne-période nulle. i 
Soit I(«) une fonction positive donnée, fe6(A), 


L'FI<IG),  Gf)=F(»), 
Ba=—f* Las — (ga) = Ga(w). 
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On a 
a 
Ga(0) = F(0)M, (0), soit Av ga (2) dx = V2» F(0). 


Comme 
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ete) < maxi) {“\f|< 1a) fMtu), 


on a al(a) / |M,(u)| > 27| F(0)|. 
Si done 
(1) lim aI (a) {|M,(u)|= 0. 


on a F(0) = 0. Or on peut, sans modifier I(~) (du moins pour 
a< 1), changer f(z) en |, f(&) dé et (d’après § 1, 14) F(w) en 
F (sw) 


= La condition (1) entraîne done F(0) = F'(0)=---=0, 
soit f=0. 
THÉORÈME 1. — Les fonctions M,(w) étant définies ci-dessus 


6 (A) est une cl. q. a. 1(x) dès que 
lim «I(«) {|M,(u)|= 0. 


a>o0. 
2. Applications: classes quasi-analytiques I(«). — Si A est 


a distribution logarithmique bornée (355 << © ), on peut 
prendre [A 


Mate Cae hee 


j= OY 
ja;} étant une suite positive telle que 
\ st / r 
Ya, = = et max aa) > KP (15), 


K(a) ne dépendant pas der > 0. La possibilité de construire 
une telle suite {4} est connue (cf. [22], chap. v). L'évaluation 


de qu | M, {u)| à partir de là est plus ou moins intéressante suivant 


la forme de A: le principe en consiste à majorer Il 1 — par 


; ul" 
une expression de la forme max mM 
: n n 


WA 4 


eee 
sin &; ; 

| | LU TA à par min | %%, ... OU 

s € n 
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Nous allons expliciter le résultat dans trois cas particuliers. 
A) À est réelle et symétrique, à distribution logarithmique 
bornée (À; = — À; = py > 9). 


D a ‘dedicat ae 2 
soit DA une suite positive, > y; — Leu IM y;4; = x. Fosons 
0 J > 
A [Sin yaw 
M, (») = IT ( re Ses). 
NETGEAR 
Pour vj <u<u,,,, |M,(u)! et ysa'u‘|M,(u)! sont majorés par | 
ue 
n ——1 n 
yi a l = 
ea, ae Ue; [e 4 
x < IL (ere) 


Donc | 


1 
IM, (u)|= 2 “= 
J Mat Mes he + af s 2( 1 Live, a) au (ovr ss ee MnfnX zy 


Si }m;{ est une suite death tendant vers «x, telle que 


es oc, &(A) est donc une cl.q.a. I(«) dès que 

ay | 

(2) lim : 1(œ) HET 
nn. made} | 


n 


a>o 
En effet, il suffit de poser uy; = km, pour j assez grand, k > 1. 
Si fl;} est une suite positive croissante tendant vers o, 
a4 ; f 
telle que Ÿ ni <[ æ, on peut remplacer le dénominateur de (2) 
j 
par amin (l,...1,«"). 
n 
B) A est symétrique, a distribution logarithmique bornée, et 


la suite Fil est non-décroissante (Agj = — À; =). 
] ee] 


eke sera définie comme en A). Ona 


oi <u(1 +h)=1+05 aaa 
Lj By 
k° 
ay) ; k aad hp = Sede 
te one a Te zmex (( w) El | 


GC = ke ? r 
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1 


Poursccalculer DE 
M “er Lin 


a observons que X——-——~ est le 
coefficient de (ru)” dans le développement de 


ae 4 


4 1 As RR i 
Bo cu 
D us. (Hu | Jin 


er G) 


Rederiet Da (2n +1)! SUR TO 


et II = <> HG ea k, et-k, constantes. M,{u) 
ENT 
et va u* M, (u)| sont majorés par 
À k, ke" 


ma Re Sn 
no [HaYieee PnYn®"| 


Quitte a poser ici |u,\y; = kk,m; pour 7 assez grand, on aura 
le même résultat qu’en A). 


+ 


_ C) La suite De non-décroissante. St ahh) gas xe 
à 

_ Les calculs faits en B) s’adaptent en remplaçant uw et Bi par u. 
Her, © os PRE er AR 


» Exprimons les réenltats obtenus. 


| THéoRÈME 2. — À étant à distribution gar 
satisfaisant l’une des conditions suivantes {apeel,, \ 
) = i Finite et réelle; | 


RE ds est nil 
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bli dans [22] (chap. vir) pour des À entiers : si À est symétrique, 


avec À pa < L'on mn >> 0, la seule fonction féé(A) telle 
1—o 
2. à 
baa. ie ee = () == itr 
que log {If | fe = (a ) est f=0 
REMARQUE. — Des que et (resp. ff et est borné, on peut 
J 


arbitrairement décaler l’ensemble des diode de la suite /;. Au 
dénominateur de (3), on peut alors remplacer « par « ?, si grand 
qu’on fixe p. Nous verrons qu’il n’en est pas ainsi quand A est 
encore plus lacunaire. 


3. Classes quasi-analytiques D. — Pour que &(A)nC,}M,{ soit 
une cl.g.a. D, si petit que soit I, il suffit, nous l’avons vu au 


n+1 
n 


(n+ 1)! 
Dans les hypothèses du théorème 2, il suffit donc que 


§ 2, que &(A) soit une cl.q.a. I (x) = min 


: M,a” | 

min ——*—— < kroin (1,... Lu" 
n (n + 1)! n ( 1 

pour une infinité de valeurs de «—0 (k constante). Pour 

interpréter cette condition, nous aurons recours au lemme 


suivant ([25], p. 18). 


LEMME 0. — Soit {A,{ et | B,} deux suites positives, Ba. étant 
croissante. Les relations B, 
B,<A,(n>n) et max pe soe max (FOS Fy) 
sont équivalentes. j x 
Il suffit ici de poser 
M 1 
À, = —"—, — ee = —. 
+0 Bie dls ta). baad 
ne 3. — Dans les hypothèses du théorème 2, 
&(A)n CM, { est une cl.q.a. D dès que 
: M, 
] ee ol i, 
le LIT M 


Cororrarre. — &(A) n Ki} M,{ est une cl.q.a. D dès que 


lim (7 M, =. 
sr LOUE 


n > © 


x > * 
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4. Réciproques. — La condition <_ 0, dans l’énoncé du 
À; 
_ théorème 2, ne peut pas être beaucoup améliorée. Nous allons 


A 
- montrer qu'on ne peut pas remplacer /; par Dal, Pour cela, 


nous allons construire, moyennant les hypothèses convenables 

sur A, une fonction Fee (À hs s’annulant avec toutes ses déri- 

ées en O, et appartenant à une classe K;!M,! (resp. C;}M,}) 

- la plus petite que nous pourrons. A sera toujours à distribution 
logarithmique bornée. 

Dans tous les cas que nous examinerons, A sera contenue 


dans une bande v < B, F,(#) = I(1 “an sera absolument 
ï i 


sommable sur toute droite » =», pour |»,| > B, et de même 
w"F,(w), n entier quelconque; la série des résidus À, de F, aux 
points A; sera aussi absolument sommable, et de méme la série 
des A?A;, n entier quelconque. . 


Nous poserons f, = —i\/ Qn y Age", de façon que 


G(fi) =F,(#). 


A a 
On sait (voir $ 1, 8) que F,(u-+1,) est pour »,<—B la 
transformée de Fourier, au sens usuel, de ef, (x). Cette der- . 


LA 


nière fonction est indéfiniment dérivable, puisque 
ru + ied < 2, ee 
d one s ‘annule avec toutes ses dérivées en = ATEN TE | 
IAA, fie Le r4 
De plus, | f(e) <VR 3 [Argel date “ha pa ad 
soit I, et feCiM, JsB=0, ‘avec M, = | 
tior donee de Nona le eee 
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Evaluons M.,,_,. Pour k >n-+1, 


2n— X ? D 
on à Nan = its 
avec : 

n 2|-1 net i 

X = li 4 Ex 4) 
' Il ej j=n+1 ui ¢ 
j#k 3 

. 24+9e\ —1 oo 7 k 2+2¢6/— pe: 
tee) ae 
: | j=! j=n+t FA F4 

jé k À 


kn 2+2¢ kh 24+ 2¢[— 
= |{ — fn en 
ui) il (5) 
| kr 2+gek—1 k\-*/k 1 3 ao 
<(= + | 
Paie Gp) Le | 
Phd TE n\2+2e WY MAT de | + 
| == an( ) min ta | 4 i 


. ey, !\2e | 
LT ne avec N— 1 (n +1) ÈS CN 


i 


+ 


& à C”, C ne dépendant que dee (comme dans la suite C,). 


ZEN < CRIE 


D | Niue 


rence, on établit M... be ar Base. fat] 
na he M,_, i Sib si Tak 


“|< Jus (Mans. 


¥ 
. 
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Dans ces deux cas, on a 


k—1| 
San ONE SRE Ru a 
AAA. Al 1 — À A Re Lee 
ei Al j=k+1 | À, 
soit |/A,Ag| << CA, ...A,| 
et Mae) AI CA. Al 
| 
THÉORÈME 4. — À étant contenue dans une bande PB, et 


satisfaisant l’une des conditions suivantes (avec AZ lA;j). 


| 

NE 

Vite 

Pie | i LÀ | 

= 2.| est croissante (< >> 0); 
Ay | KS; 

LEA 


A) À est symétrique, et la suite est croissante (€ > 0); 


B) la suite 


la fonction f,et(\) dont la transformée de Fourier est 


F,(#) =] (1—2) 
s’annule avec toute ses dérivées en 0. 

Dans les deux premiers cas, on a f,€K}M,} (resp. K*}M,\ 
si B=0), et dans les deux derniers cas f €C:}M,{ quel que soit I 
(resp. C {M} siB = 0), avec M,_,=|A,... Aal. 

[Ay 23 2} k constante, 
n | 


REMARQUE. — On a fr < min 


avec k= 1 dans les deux derniers cas. Dans les hypothèses du 


: 4 : JA; 
théorème 2, il est donc impossible de remplacer /; par seal, En 


Mon <0 avec C) ou D), on ne peut 


particulier, dès qu’on D 5 


pas décaler arbitrairement l’ensemble des indices de la suite |; 


(puisqu'on peut prendre /; = a &(A) est alors une cl. q. a. 
—Wæ1 


| I(a) dès que 


C1] 
L 
> 
. 


lima *~' (°|fa|1 (a) < 2. 


aro 
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5. Conditions nécessaires et suffisantes de quasi-analyticité. — 
On peut ainsi préciser la dernière remarque. 


Tutorime 5. — A étant contenue dans une bande |v| << B, et 
satisfaisant l’une des conditions suivantes 


, - A 
A) hy=—yen NIM € w 
Aaj 
B) D < o 
| À; 


la fonction f, du théorème 4 est, au voisinage de 0, « la plus 
petite fonction » non nulle de &(A) (à un facteur multiplicatif 
constant près), dans ce sens que l’inégalité 


oe? JTE SL, “if,| (pentier >0), avec fe (A), 


satisfaite pour une infinité de valeurs de 4 —0, entraîne que f 
est une combinaison linéaire de f, et de ses p premières dérivées. 
Une condition nécessaire et suffisante pour que &(A) soit une 
cl.q.a. I(x) est que 


DÉMONSTRATION. — Les hypothèses sur A entraînent la 
validité de la remarque finale de 4, avec N= 2. Montrons 
que l’hypothése faite sur f entraîne que ©(f)=F(w) a au 
plus p + 2 zéros. En effet, si F(w) = (w —»,) F,(w), l'équation 
différentielle f= — if,— ,f, admet une solution f, moyenne- 


périodique telle que G(f,) = F,(w), f,(0) =0; et ona 
Ie fifi 
[> film fase vi 


© 0 


pour « assez petit. Si F(w) = (w—w,)...(#—w,.,) F,.3(), 
il existe ainsi une fonction moyenne- BA f,.: telle que 


DER) ot [I> re fire 


pour « assez petit. Si Wi, ... Mp, s étaient Le zéros de F(w), on 
aurait f,, ,¢6(A), ce qui est en contradiction avec la remarque 
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finale du 4. F(w)/F,(w) est done un polynome de degré < p + 3. 
Il suit de là que f est combinaison linéaire de f, et de ses q 
premières dérivées, q << p + 3; le calcul ci-dessus montre que 

PIS HT 3 x fa 

Al CE 
C constante, donc q< p. C.Q.F.D. 

Le théorème 5 fournit une réponse complète au problème 

n° 2, mais il est d'application limitée à des suites À très spé- 
ciales. Il est d’ailleurs facile d’en élargir les conditions d’appli- 


cation, mais sans espoir de rejoindre celles du théorème 2. 
En effet, on ne peut affirmer en général que 


F,() = (4 —2) 


est transformée de Fourier d’une fonction moyenne-pério- 
dique; au contraire, on construit facilement des suites d’en- 
tiers A tels que F,(u + iv,) ne soit pas une fonction bornée de 
u(y, 0), auquel cas F, ne peut être transformée de Fourier 
(= de Fourier-Carleman) d’une fonction f, périodique. Il 
serait intéressant de savoir si les conclusions du théorème 5 
subsistent chaque fois que Fi(w) satisfait les conditions 
énoncées au début du 4. 

Relativement aux el. q. a. D, on a un résultat analogue au 
théorème 5. 


THéoORÈME 6. — Dans les hypothèses du théorème 5, une condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que &(A)n CiiM,{ soit une 
cl.q.a. D est qu’elle ne contienne pas f, (quel que soit I conte- 
nant O). 


La condition est évidemment nécessaire. Si elle est satis- 
faite, on a, d’après le théorème 4, 


Mur 4 
ae areas 


rn> 


Le théorème 3, avecl;=|A,_,| (resp. |Aj_,|), montre alors que 
8(A)n CifM,_;} (resp. CifM,_.}) est une cl.g.a. D. Or, si 
fe& (A) n CiiM,} s’annule avec toutes ses dérivées en O et si 
1=£ 0, les fonctions f,(q= 1, 2, ...) définies après le théorème 5 
s’annulent aussi avec toutes leurs dérivées en O, et f,€Cr} M, ! ; 
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donc G(f) ne peut s’annuler plus de deux fois, et il existe une 
fonction de &(A) n C{M,{, soit f, f, ou f,, qui est proportion- 
nelle à f,, contrairement à l’hypothèse. 


Remarques. — 1. Grâce au théorème 6 du $ 3, on peut 
quand B—0 remplacer dans l’énoncé du théorème 6 &(A) 
par &(A): les hypothèses sont alors purement locales. 

2. L'intérêt du théorème 6 est de donner une condition 
nécessaire et suffisante de quasi-analyticité très différente de 
la condition classique de Denjoy-Carleman (voir 10). Il exprime 
que l’ensemble des classes non quasi-analytiques &(A) n C;} M,} 
(À donnée), ordonné par inclusion, admet pour plus petit 
élément la classe dont les seules fonctions s’annulant en 0 avec 
toutes leurs dérivées sont proportionnelles à f,. 

3. Nous établirons en 8 des résultats voisins du théorème 6. 


6. Seconde méthode. — Dans la suite de ce paragraphe, nous 
restreindrons notre étude aux fonctions moyenne-périodiques 
bornées. Nous pouvons donc supposer À réelle et simple 
(théorème 5 du § 1). | 

Noration. — Désignons par r(«) une fonction décroissante 
de «(0<a< x), pouvant être infinie sur un segment [0, a. |, 
nulle en x,, et par «(r) la fonction inverse de r(a) (r > 0), avec 
ao} lima(r) a . 

Soit feé(À), f=<0, 

DRE PR TT ie an AU ARC 
F(w) = ©(f) étant donné par les formules du § 1, 8, les hypo- 
thèses faites sur fentraînentles majorationssuivantes pour F(w) : 


Var (w)< [| 


— 00 


Flwle” de < = pour o > 0 
VIFS [iftelide + [7e de < eve + = 
pour # < 0. Choisissons « = « (|p|); alors 
ar(a) = al] >|ela(r)  (w=u + iv = rei), 


Les majorations qui s’ensuivent pour F(w) permettent 
d’énoncer le lemme suivant ([19], [18]). 
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Lemme 1. — L’ 
re 1. L'ensemble des fonctions bornées de &(A) est 
une cl.q.a. I(x) = e **? dès que les conditions 


(L.4)0| log|F(w)|<—loge pour p=>0 
oO 1 tip 


Prior) pour) te (| 


og F (#)| < lo 


14 
| 


entrainent F(w)=0. 
Des modifications évidentes dans les calculs conduisent au 


Lemme 1’. — Les relations 
FEU), “ifl/<t, felf|<ewe caca) 
entraînent f= 0 dès que les conditions 


| F () méromorphe, de pôles simples €A 


FER »| 
\ 1) log TT 
|| 


—|e|a(r) 


| 
log | F (w)| eo 


entraînent F (w) =0. 
_ Soit maintenant feé(A) n C} Maj, f"(0) =0 (n=0, 1, ...). En 
intégrant par parties les seconds membres des formules donnant 
F(w) (§ 1,8), ona 

V2r | Ae (w) == ye (iw)” f (x) e dx 

\ On F~() — — fr (iæ)" f (a) etx dx 


0 


d’où |F(w)| << quel que soit n > 0 (K: constante). 
Lemme 2. — 6&(A) n C{M,{ est une cl.q.a. 'D dès que les 
conditions 
(L. 2 F(w) méromorphe, de‘pôles simples €A 
7 |log|F(w)| <—logisi—S(r) 


avec S(r) = max (nlogr— log M,), entraînent F(w) = 0. 


Remaroues. — 1. Dans (L.1), (L. 1’) et (L. 2), on peut 
remplacer la première hypothèse sur F(w) par celle-ci: F(w) 
est holomorphe en dehors de A. Le fait que les éléments de 
A sont des pôles simples découle du calcul fait au § 1,10: 
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Ji Si A est régulière et de densité de répartition A, le théo- 
rème 6 du $ 3 permet de remplacer, dans les énoncés des 
lemmes 1, 1’ et 2, l’ensemble des fonctions bornées de &(A) 
par l’ensemble des fonctions p fois dérivables de &(A), et 
&(A) n C}M,§ par &(A) n C,}M,_,5, avec|[|> 2x, I contenant 0. 
Tous les théorèmes que nous établirons à partir de ces lemmes 
seront susceptibles de la même remarque. 


7. Application de la formule de Jensen. Classes quasi-analy- 
tiques [(x). — Nous utiliserons les notations du § 3, 1. 
Dans [19], [18], [9], le lemme 1 (ou un lemme analogue) 


est exploité ainsi: on suppose À symétrique, formée d’élé- 
ments =A; on pose C(w) = (1%). et on considére la 


fonction entière F(s)C() ; dans [9], où le meilleur résultat 
est obtenu (relativement à à des suites À d’entiers), on applique 
à cette fonction entière la formule de Jensen en majorant 


log|C(#)| par log C{ir) = 2r° [ BEE: ) dt = C(r) ; on voit ainsi 
qu'on a F(w)==-0 dès que ~° haga 


lim (ra (r) —r{(r)) = 0. 


r>o 


Une amélioration évidente de la méthode consiste à appli- 
quer la formule de Jensen à F() elle-même, ce qui donne 


Ss [Bat f “log|F(rett)| dd — log! F (0). 


Supposons F(w)=£0. Quitte à diviser F(w) par #’, ce qui 
n’altère pas les conditions (L. 1), on peut supposer F(0) 0. 
En utilisant les inégalités de (L. 1), on obtient alors 


27D (r) <—A rai )— 5 logr + O(1) 


d’où &(r) Z2rD(r) pour r assez grand. 


Tuatorime 7. —- L'ensemble des fonctions bornées de 6 (A) 
est une cl.q.a. I(«) =e %"® dès qu'on a, pour une infinité de 
valeurs de r— , 


(4) | a(r) > 2x D(r) 
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Ajouter à À un élément (y compris l’élément 0), revient à 


; map. yoilog'r 
ajouter, à D(r), —2—. 
2r 
CAS PARTICULIERS. — a) Les hypothèses du théorème 7 


sont satisfaites sia, => 2r D.. L’ensemble des fonctions bornées 
de & (A) est donc une cl. q. a. I, dès que {=> 22D. : ce résultat 
est contenu dans le théorème 2 du § 3. 

b) Si D(r) < D. pour uneinfinité de valeurs de r — +, il suffit 
d'avoir «, = 2rD.. L'ensemble des fonctions bornées de &(A) 
est alors une el. q. a. I, dès quel = D. : lorsque D. = dens. min. A 
ce résultat complète le théorème 2 du § 3; il a été établi, 
avant nous, grâce à la même méthode, par Lévine [16]. 

c) Le théorème 7 contient les résultats de [19], [18] et [9] 
qui généralisent eux-mêmes le théorème de Mandelbrojt 
rappelé en 3. 


REMARQUE. — Le cas b) s’applique, il est facile de le voir, 


‘ î 4 : a 1 : 
si À est la suite des entiers pairs, avec D.=>- Or il cesse 


de s’appliquer dès qu’on adjoint à cette suite A les deux éléments 


ine 


+ 1 et —1: en effet, il existe une fonction sinx + Ÿ ce 


nulle sur [0, +}. Done dans (4) on ne peut remplacer D(r) par 
D(r) + 87. Le théorème 7 est ainsi d’une grande précision 
iy 

pour une suite A dont la répartition est voisine de celle des 
entiers; il fournit dans ce cas une bonne réponse aux pro- 
blèmes n° 1 et n° 2; dans le cas de suites irrégulièrement 
réparties ou très rares, les théorèmes 2 du § 3 et 3 du § 4 
peuvent lui étre préférables. 

Si nous supposons F(w)==0 soumise aux conditions (L. 1’), 
l'application de la formule de Jensen donne 


—2rD(r) <= À ra(r) + O(1). 
Tuéorème 7. — Les relations 
LA le lift an 


entraînent f=0 dès que lim (ra(r) —7r D(r))= ©. 


re 
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‘8. Classes quasi-analytiques D.-— Supposons maintenant F(w) 
soumise aux conditions (L. 2). La formule de Jensen donne 


= 


À... À,.:, K constante. 


soit, d’après le lemme 0, M, > K 
D'où l’énoncé très simple suivant. 


Tutorime 8. — &(A)n CIM, ! est une cl.q.a. D dès que 
. M, ” 
en cos be aa 
Remarque. — Si F(w) s’annule k fois, l'application à F(w) 


de la formule de Jensen permet d’écrire 
M, > KjA, ere 5 ssl 
M, 


Dès qu’on a lim -——-.*"—— < , la transformée de Fou- 
n > |A Di KAS Kell 
rier d’une fonction feé(A) n C{M,,{ s’annulant avec toutes ses 


dérivées en O, ne peut s’annuler plus de k fois: c’est dire que f 
est ou nulle, ou combinaison linéaire de f,, f;... f{9, avec 


6(f.) = F,(w) = n(4 se 2 


En particulier, si F,(w) n’est pas la transformée de Fourier 
d’une fonction de &(A), &(A) n C}M,{ est une cl.q.a D dès que 


M, 


lim ———2——. 
Ra |Apess Anal 


pour une valeur assez grande de k. 

Le théorème 8 est plus simple et plus précis que le théorème 
3, mais il ne le contient pas; d’une part en effet, il ne s’applique 
que lorsque A est réelle; d’autre part; il suppose connu le 
comportement sur la droite entière d’une fonction de &(A) 


ai 20 


(le fait d’appartenir à C}M,{) alors que le théorème 3 ne 


suppose connu que le comportement local (le fait d’appar- 
tenir a C,{M,}). 
On supprime aisément ce dernier inconvénient en ayant 


* 


recours au théorème 6 du $ 3, qui, joint au théorème 8, 


permet de définir des cl.q.a. D sur un segment. 


| 
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THÉORÈME 8. — À étant réelle, régulière et de densité de 
répartition À, & (A) n Ci} M, est une cl.q.a. D dès que 
tN 
(5) er. 9 
LE Hedere An 


quel que soit l’entier p, avec |I| > 2xA, I contenant 0. 


REMARQUE. — Au lieu de supposer (5) satisfait quel que 
soit p, il suffit de supposer (5) satisfait pour une valeur 
p> 8h-+ 4 (cf. remarque finale du § 3). Si F,(w) n’est pas 
transformée de Fourier d’une fonction de 6&(A), il suffit de 
supposer (5) satisfait pour une valeur quelconque (négative 
au besoin) de p. Si F,(w) =G(f,), et si (5) est satisfait pour 
une valeur quelconque de p, les seules fonctions de &(A) n Cy} M,{ 
s’annulant avec toutes leurs dérivées en O sont combinaisons 
linéaires (finies) de f, et de ses dérivées. 

Le théorème 4 constitue une réciproque au théorème 8. 
La confrontation de ces deux théorèmes donne de nouvelles 
conditions nécessaires et suffisantes de quasi-analyticité. 


THÉORÈME 9. — Si À est réelle et satisfait l’une des hypo- 
thèses A) ou B) du théorème 4, une condition nécessaire et 
suffisante pour que E&(A)n K*}M,{ soit une cl.q.a. D est que 

1 
pe PS 
moa [Ares Anas 
thèses C) ou D) du théorème 4, une condition nécessaire et suffi- 
sante pour que 6(A)nCiM,{ soit une cl.q.a. D est que 
ÈS RCTS 

Le théorème 9 présente l’intérét, par rapport au théorème 6, 
d’expliciter les plus petites classes non quasi-analytiques — 
&(A) n C}M,} (resp. K*}M,$). 

En usant du même raisonnement qu’en 6 et de la remarque 
qui suit le théorème 8’, on obtient d’ailleurs l'extension sui- 
vante du théorème 6: 


ESA arret satisfait l’une des hypo- 


Tukorime 9. — La conclusion du théorème 6 s’étend au cas : 
où A est réelle et satisfait l’une des hypothèses C) ou D) du théo- 
rème 4. 
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9. Application de la formule de Carleman. Classes quasi- 
analytiques I(«). — Au lieu d’appliquer à F(#), soumise aux 
conditions (L. 1), (L. 1’) ou (L. 2), la formule de Jensen, on 
peut appliquer à F(w) d’autres théorèmes de la théorie des 
fonctions. Alors À n’interviendra plus par sa fonction de 
densité moyenne sur toute la droite D(r), mais par sa 
distribution logarithmique sur une demi-droite (quand on 
applique la formule de Carleman), ou par sa « lacunarité », 
c’est-à-dire par la largeur relative d’une suite de segments ne 
contenant aucun point de A (quand on applique un théoreme 
du type Mandelbrojt-Mac-Lane). 

Nous affecterons d’un ~ les fonctions (définies au § 3, 1) 
T 
2 

Supposons d’abord F(#)==0 soumise aux conditions (L. 1). 
L'application de la formule de Carleman (cf. chap. 1x, § 3) 
donne alors 


‘(4—S\an-> À [ (5 — Lpu(e) de + 011) 
; ( t r at 9 r 


/ 


relatives à À dans l’angle |6|< 


soit, si D*(r) est borné (r > 0) 


[AD 00 ays O14, 


Tutorime 10. — L’ensemble des fonctions bornées de &(A) 
est une cl.q.a. (a) =e dès que D*:< 2 et 


lim | a(t) —2r D () y — 
T => t 

Cas PARTICULIERS. — 1. La derniére relation est satisfaite 
si a, > 2r D. L'ensemble des fonctions bornées de &(A) est 


une cl.q.a. I, dès que 1>2nD?: ce résultat est contenu 
dans le théorème 2 du § 3. On peut le préciser en supposant 


lim (D : logr—L*(r)) = 2 il suffit alors que |= 2r D*. 


2. Si L*(r) est bornée, il suffit d’avoir 


f Lane. 
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ote | ; 3 ; 
51 l'on remplace (L.1) par (L. 4’), des modifications évi- 
dentes dans les calculs conduisent au théorème suivant : 


THÉORÈME 10’. — Les relations 
fe&(A), Flees, J Af ae eet) (see aie) 
" a(t) —xD*(t) 


entraînent f=0 dès que D‘ < o et lim | : 


T0 + t 


dt = «. 


10. Classes quasi-analytiques D. — Supposons maintenant 
F(w) soumise aux conditions (L. 2). Posons ! = 1e "tp 


ip Dw 
avec — Lai. 


2 
Posons F,(#’) = F(w). F,(w’) est méromorphe dans le demi- 
plan Rw’ > 0; ses pôles, simples, y forment une suite portée 


par la demi-droite Arg’ = TU dont la fonction de dis- 


4 
tribution est N,(o) = Ne «) et on a 


| +. 20 —7 


°° sin 
: 2a 


log|Fy(w!)|<—log —Slp=) (= pet) 


La formule de Carleman, appliquée à F,(w + 1), donne 
alors (cf. chap. 11, § 3, 2€ remarque) 


im (6) 


pe ve 


T SIN Ta x-(-«)) = LEO 


Tuéorème 11. — &(A)nC}M,} est une cl.q.a. D dès qu'on 


a N*(r) = O (r') et as "S(t)—zsin za N lyase Wa si 


i+a 
ro t 


S(r) = max (n log r — log M,), 3 LS ae 


Cas parTicuLiERs. — 1. Pour a = 1, on retrouve le théo- 
rème de Denjoy-Carleman; on sait d’ailleurs que la condition 


di ; stip 20 est une condition nécessaire pour que C}M,} 
Uy ae 


soit une cl.q.a. D. 
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AO ae. = æ, 8(A)n C{M,} est une cl.g.a. D dès 
que C}M%{ est une cl. q.a. D. 
3. En guint ens? si Eee) est bornée, 6(A) n C}M,; est une 


el.q.a D dès que C/VM,{ est une cl.q.a D. 


44. Application d'un résultat du type M-M-L. Classes quasi-analy- 
tiques D. — Supposons encore F(#) soumise aux conditions (L. 2). 
Pour simplifier, supposons d’abord À symétrique. Posons 
œ——ie, s=o+it, F(w)=H(s). Désignons par G(c) une 
fonction égale à Arc cos (he °) quand e° est à une distance Ch 
de l’origine et de A(h > 0 donné), égale à æ ailleurs. Soit A, le 
domaine 6 > os, = log h, |t| << G(c). 

Comme M. Mandelbrojt l’a remarqué pour établir ses théo- 
rèmes de fermeture ([27], p. 194), les conditions (L. 2), où S(r) 


est une fonction croissante, entrainent 
H(s) holomorphe dans A, 
(L. 2°) log|H(s)|< —S(e*~*) + A dans A,, 


aet A étant constantes. 


Il nous suffit alors d’appliquer le théorème et la remarque 2 
du chapitre 111, § 1, pour pouvoir énoncer : 


THÉORÈME 12. — Désignons par Q une réunion de segments 
de longueurs indéfiniment croissantes, ne contenant aucun point 
log A(AeA), par u(Q; ¢) et u(CQ; 5) Las ynéeuresids DE son 


complémentaire sur le segment [0, 5]. Posons 
S(e°) = max(ns — log M,) 
À étant donnée symétrique et réelle, E(A) n CIM, { est une cl.g.a. D 
dès qu’il existe e > 0 tel que 
sk S(e%)e HCO: 4 Q; a dg — x, 
Supposons maintenant A positive. Posons 
w= —e’, F(w) = H(s). | 

G(c) gardant même signification Si ci-dessus, soit A, le 


domaine ¢ >o,=logh, |t < G(s) Fe —- Alors les conditions 
(L. 2) entraînent encore (L. 2’). 
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a A ©)/ sd 
THÉORÈME 12’. — Les notations sont celles du théorème 12. 
À étant donnée positive, &(A) n C{M,! est une cl.q.a. D dès qu'il 
existe £ > 0 tel que 
1 
700 — = w(CQ; 6) — en. (Q; o) 
| S (e°)e ; aG = 4 
REMARQUE. — On peut supposer Q vide. Les théorèmes 
12 et 12’ se réduisent alors respectivement au théorème de 
Denjoy-Carleman et au cas particulier 3) du théorème 9. 


Classes quasi-analytiques I(«). — Supposons de nouveau 
F(#) soumise aux conditions (L. 1), et A symétrique. Pour 
passer de la condition de décroissance en |p|, à laquelle est 
soumise F(#) pour » < 0, à une condition de décroissance en 
r, nous nous inspirerons d’un procédé « de rotation » utilisé en 


[19]. Posons 


® (sw) = F (we't) F (we 7?) F(— we?) F(—we*), Og < pe 
(w) est holomorphe en dehors des ensembles A, et À, 
obtenus en faisant tourner A des angles 9 et —% autour de 0, 
et satisfait 

log |®(s»)| << —2log|r° sin(0 + ¢) sin (9 — ¢)|— 2 sin (29)ra(r) 

(w = re”), 

Posons Ww == — je’, D(w) = X(s). 

G(c) gardant même signification que ci-dessus, soit ici A, 
le domaine 


o >o, log , HS GR 


cos g 
On vérifie alors que les conditions (L. 1) entrainent 


X(s) holomorphe dans A, 
4") log| X(s)| << —e?~*a(e***) + A, 
a et A étant des constantes. 


Appliquons encore le théorème du chapitre 111, S1, en tenant 
compte des remarques 2 et 3. Q ayant même signification que 
ci-dessus, les conditions (L. 1”) entraînent X(s) — 0 dès que, pour 


une valeur des -0,ona 
ur 


(6) bi esa(e”)e =F 


cQ; 5)—<1(Q; 9) 
PA ç)— ep FH ae 
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Si À est supposée non plus sysmétrique, mais positive, on aun 


| { Gab T 
résultat analogue, A, étant défini par 6 > 5,, |t}< G(o)— 9 + 3? 


Te FT oa ; T 

et le coefficient =; étant remplacé dans (6) par > 
7 — 29 2(r—9) 

THéorëMEe 13. — Les notations étant celles du théorème 12, 


l’ensemble des fonctions bornées de 6(A) est une cl.q.a. I(a) 
dans les deux cas suivants : te Ns 
d ; -——~log ale? u(Q : oc) _ 
1° À est symétrique réelle, et li AE Le ida i > 0; 


G 


> 


À 2 log a(e°) + u(Q;c) - | 
20 À est positive, et lim ——®- CO er ] = L: 


oy 


> 00 


En effet, la condition (6) est satisfaite dés que, sur une 
infinité d’intervalles de longueur 1 disjoints, on a 


log a(e*) > — (1 —e)o + —~— u.(CQ;c) —eu(Q;2); 


elle est donc satisfaite, pour + assez petit, moyennant la 


condition 1°. Quand wie est remplacé par Nee)’ elle est 
satisfaite moyennant la condition 2°. 
m0: 2) : 
CoRoOLLAIRE. — Posons im 7— 4 L'ensemble des 


GS mt © 


fonctions bornées de &(A) est une cl.q.a. I(x) = e~%~? dans les 
deux cas suivants: ; 


1° A est symétrique réelle, et ¢ > 2, 
2° À est positive, et o De 
13. Remarque sur la méthode. — La méthode définie en 6, 


qui repose sur les lemmes 1, 1’ et 2, s'étend immédiatement 
aux fonctions presque-périodiques de Bohr ou de Stepanof; 
c’est ainsi que Lévine a étudié dans [17] les fonctions presque- 
périodiques de Stepanof, nulles sur un segment. 
L’application d’un résultat du type M.M.L. (resp. de la 
formule de Carleman) ne fait pas intervenir le fait que A 
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est discréte (resp.: que la partie négative de A est discrète). 
Ainsi les résultats de 11 et 12 (resp. : 9 et 10), peuvent s'étendre 
toutes les classes de fonctions dont on définit une trans- 
formée de Fourier-Carleman holomorphe en dehors du spectre 
(resp. : et dont la partie positive du spectre est discrète) ; 
ainsi étendus, les théorèmes 12 et 12’ s’appliquent aisément 
aux problèmes d’approximation polynômiale et aux problèmes 
des moments étudiés en [27]; nous reviendrons sur ces pro- 
blèmes au chapitre 111. 
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CHAPITRE II 


APPROXIMATION PAR DES POLYNOMES DE DIRICHLET 
ET PROLONGEMENT DANS LE PLAN COMPLEXE 


§ 1. Résultats généraux. 


4. Approximation par des polynômes de Dirichlet dans un ouvert. 
— Les résultats qui suivent sont relatifs à l’approximation 
d’une fonction holomorphe dans un ouvert par des polynômes 
de Dirichlet d’exposants donnés. Ils se trouvent en partie expo- 
sés dans [2] (note III), [33] (§ 6) et [34] (chap. rv). Ces résul- 
tats sont intéressants en eux-mêmes; certains nous seront plus 
particulièrement utiles pour l’étude des problèmes de prolon- 
gement traités au § 2. 


DÉFINITIONS. — Étant donné un ouvert Q du plan com- 
plexe (2=%<+1iy), que nous supposerons toujours réunion 
d’ouverts simplement connexes disjoints('), et une suite A 
d’éléments À distincts, réels ou complexes, soit 6g l’espace des 
fonctions holomorphes dans 2, muni de la topologie de la 
convergence uniforme sur tout compact de Q, et S (A) le 
sous-espace de 6g engendré par les fonctions e**, AeA. Notons 


du. (z) (resp. 4.) toute mesure a support compact Cc Q et Q, la 
transformée de Q par la translation . 


Proposition 1. — Pour avoir f(z)eta(A), il faut et suffit que 
(4) Jottdedays Oe deh; 
entraîne |,f(z) du.(z) = 0. 


Proposrtion 2. — Pour avoir 69 (A) = 60, il faut et il suffit 
que (1) entraîne ®(w)=0 avec 


(2) O(w) = fee du(z) (w=utiv). 


(‘) On peut alors appliquer le théorème d’approximation polynômiale de Runge- 
Montel, convenablement précisé [29 ter]. 


} 
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En effet, le fait que (1) entraîne D®(0) =0 } 
2€6o(A) (p =— 0, +: ee eff ( = exprime 


Proposition 3. — Si O(w) =e du. (z) = fe“ du..(z), les 


supports de u, et de u, étant contenus dans Q, on a pour toute 


fonction f(z)e6o : J f(z) du. (z) = | f(z) du.(z): u, et uy seront 
dites équivalentes, et nous noterons 4, uy. 

Proposition 4. — Soit ,(w) = | e“ duj(z) (i=, 2, a 
By Ya, Ys étant des mesures à support compact ; les relations 
mx Zu, et D,(w) D,(w) = d,(w) sont équivalentes. 

Proposition 5. — Dire que Ÿ(w) est de la forme (2), c’est 
dire que ®(w) est une fonction entière de type exponentiel, 
dont la transformée de Laplace 9(z) est holomorphe en dehors 
de C. On peut écrire 


(3) D(w) = 5 "eo (2) de, 


F étant une courbe fermée simple contenant à son intérieur 
toutes les singularités de ¢(z). Le plus petit convexe contenant 
les singularités de 9 (z) est le diagramme conjugué de ®(w) : c’est 
intersection des plans x cos —ysin0 < h(0), où 
a2 10 p el 
(4) (eye Lee (el, 
Tr Ln 


¢(z) est défini par 
B (5) o(2) = Je" Ow) dw, 


l'intégrale pouvant être prise sur toute demi-droite issue de O, 
coupant perpendiculairement une droite passant par z, exté- 
rieure au diagramme conjugué de ®(w). Pour avoir 9(A) #&g, 
‘il suffit qu’existe une fonction de type exponentiel, 20, 
s’annulant sur A, et dont le diagramme conjugué soit contenu 


dans Q. 


Proposition 6. — Si éo(A)Æ6o, et si est connexe, 
l’ensemble des fonctions e*, AeA, constitue une base de £a(A). 
En effet, l'hypothèse entraîne l’existence de Y(w) £0 de la 
forme (3) avec l'eQ; si À, =OeA, et si D(w) s’annule p fois 
en 0, on peut écrire Oe = 5 fs e“ ©, (z) dzavec oz) = 9(z), 
d'où fre 9,(z)dz=0 pour AeA, AAO et Le ç,(2) de 0; 


done e* n’appartient pas à l’espace engendré par les fonctions 
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e, XE, À À, résultat qui vaut quelle que soit la transla- 
tion d’ensemble qu’on fasse subir à A, donc aussi pour A, #9. 

Remarquons que, si (2 n’est pas connexe, il n’en est pas 
nécessairement ainsi: par exemple, si À est l’ensemble des 
entiers >0 et <0, et si Q est constitué de deux cercles dis- 
joints centrés en iz et — ir. Cependant l'hypothèse £a (A) Æ &g, 
Q connexe, peut évidemment être remplacée par (5, 
bg (A) =£ 6o;, Q’ connexe; en particulier, il suffit de supposer 
que Q contient le diagramme conjugué d’une fonction de type 
exponentiel s’annulant sur A. 


Proposition 7. — Si &9(A) 60, et si 2 est convexe, toute 
fonction f(z)€6g(A) est bien déterminée par son dévoloppement 
suivant la base je}, AeA. 

Sinon en effet, il existerait une fonction g(z) 5£0, g(z)e6Q(A), 
telle que, pour toute suite A’c A ne différant de A que par un 
nombre fini d’éléments, on ait g(z)€6g(A’). Si ®(w) est de la 
forme (3) et s’annule sur A, [’ étant la frontière d’un convexe 
dans (2, on peut écrire 


contenant A, 


la suite ju,}(k=0, 1, ...) 
[oes] [Pal «++ > Yo = 0. 
Posons D,(æ) = naa = sei [ent dz; 


gx(z) est la transformée de Laplace de ®,(z), définie sur [’ et 
à l’extérieur de [’ par une égalité analogue à (3), et on a 


Jr g(z)gi(z) dz = 0 (k= 0, 4, ...). Posons 
À , 
data) = age) + pla) + À (et +22); 
ai Rey 
c’est la transformée de Laplace de 
Vy) = ATOS PESTE NON 
n(w) = @(w)fa+-— + x He) 
# | k=1 \P— Pe Lx 
quand N-> oo, yx(z) tend uniformément sur Let à l'extérieur 
de L vers la transformée de Laplace de ®’(w), soit z¢(z) — (0); 
on a donc if zg(z)¢(z)dz=0, et zg(z)e6o(A); de même 
2g(z)€6Q(A’) pour toute suite A’ ci-dessus définie. Par récur- 
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rence, on a done P(z)g(z)e6o(A) quel que soit le polynôme P(z). 

Si g(z) n’a qu'un nombre fini de zéros dans Q (et on peut 
se ramener à ce cas en remplaçant © par un ouvert plus petit 
contenant I’), tous les polynômes possédant ces zéros, donc 
tous les polynômes, appartiennent à &g(A), contrairement a 
l'hypothèse &Q(A) + 60. 

Proposition 8. — Si f(z)é6a(A) est prolongeable analyti- 
quement dans une chaîne de Q;, © parcourant un are de 
Jordan 7 d’origine O(’), on a f(z)e6a.(A) pour tout Cj. 

En effet, si p satisfait (1), g(¢) = /,f(z—C) du(z) est une 
fonction analytique de € dans le voisinage de Ÿ, nulle au voi- 


sinage de O, donc g(¢) = 0 sur j et f(z—C)eébo(A). 


APPLICATIONS. — 1. Soit f(z)e6g(A) ba, Q étant un 
demi-plan; supposons que f(z) soit prolongeable analytique- 
ment dans un ensemble B de bandes (ouvertes) limitées par des 
droites parallèles à une même direction; posons Q,=QuB. 
On a f(z)éa,(A). En effet, tout ouvert de Q, peut être relié 
par une chaîne de ses translatés à un ouvert de Q. D’où l’exis- 
tence d’un mode de convergence pour une série de Dirichlet 
dans une « étoile oblique » de Mittag-Leffler. 

2. Soit Q, un ouvert défini comme Q,, et Q'—0Q,n Q.. 
Si Q’ n’est pas connexe, il se peut que f(z) admette deux défi- 
nitions différentes dans {’ (coincidant sur Q), appartenant 
également à &9:(A) et possédant même développement par 
rapport à la base fe}, AeA. La validité de la proposition 7 
ne s’étend donc pas dans les mêmes conditions que celles de 
la proposition 6. 


Proposition 9. — Soit À l’ensemble des zéros d’une fonc- 
jee log | Dive) es 
tion D(#) de type exponentiel, telle que lim Ee ee existe 


pour un ensemble de valeurs de 4 dense sur [0, 2r]. Soit J le 
diagramme conjugué de D(w), J; son transformé par la trans- 
lation {, g un ouvert convexe contenant O, G=(J&. Si 
f(z)€6a(A), Q = J, et si f(z)ebe, alors f(z) €6,_ (A). eg 
Démonstration. On sait, d’après un critère de Lindelôf 
([21], p. 375) que si le quotient de deux fonctions de type 


(4) C’est à dire si f est prolongeable dans un ouvert G contenant Q et réunion de 
translatés de Q; faute d’avoir dans tous les cas f€&g(A), on a les propositions 8 et 9.- 
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exponentiel est une fonction entière, c’est une fonction de type 
exponentiel. Si vy est une mesure a support compact € G, 


telle que Y(#) = fem dy(z) s’annule sur A, v,(#) aes est 
donc une fonction entiére de type exponentiel. D’aprés la 
formule (4), le diagramme conjugué de ,() est intérieur a g. 
Soit y, une mesure à support dans g, telle que },(#) = few dy,(z), 
et u une mesure à support voisin de J, telle que 


D(w) = fe" du. (2): 


alors (proposition 3) yZu+v,. Donc | f(z) ay (2) == 0: GQ as 


Conditions suffisantes pour avoir &9(A) = 60, ou (A) 60. 
Explicitons la proposition 2 dans quelques cas particuliers. 
Les notations, relativement a A, seront celles du chapitre 1, § 3. 


Proposition 10. —- Si Q est l'intersection des plans 
x cos 0 -— y sin § << H(9), 
H(#) étant continue (0<0<27%) fon a 6o(A) = dès que 
7 H(8) dd < 4x D:(D:: densité moyenne supérieure dans le 
plan entier). 
En effet, l'hypothèse sur Q entraîne 


log |® (re)| < rh(6) + C', avec h(6) < H(6). 


Si ®(w) =£0, application de la formule de Jensen donne, pourr 


he grand, 2D(r) < f (8) dd < À f © H(6)dô. D'où le 


résultat. an 


vt 


Proposition 11. — (Théorème de Carleman). Si Q est 
contenue dans la bande |y|< Y, et si A est positive (resp. 
négative), on a S9(A)=6&g dès que Y<r D: (D-: densité 
moyenne-logarithmique supérieure dans un demi-plan conte- 
nant A). 

En effet, hy pothèse sur Q entraîne log |®(s)| < Y’|»|-+ Blul, 
B constante, Y’< Y. Si ®(#)=£0, l'application de la formule 
de Carleman (cf. chap. 111, §3), donne lim Rte beds 
D’ot le résultat. me : 

On obtient des réciproques aux propositions 10 et 11 en 
utilisant la proposition 5. 


dt = ©. 


QUELQUES PROBLEMES D UNICITÉ ET DE PROLONGEMENT 87 


RAR OST RER 12. — Si À est symétrique, mesurable de 
densité D, et s’accumule angulairement sur l’axe réel, on a 
NINERS dès que Q (ou un translaté de Q) contient le 
segment [— xD, izD]. 


En effet, ce segment est le diagramme conjugué de 


C(w) = I/ i”) 


(voir ci-dessous lemme 2). 


Proposition 13. — Si A est symétrique, on a ba(A 6 
dès que © (ou un translaté de Q) contient le cercle |z| + D: 
(D: : densité moyenne supérieure dans le plan). 

En effet, le diagramme conjugué de C(w) est contenu dans 
ce cercle (voir ci-dessous lemme 1). 


2. Quelques lemmes sur les produits canoniques et les fonctions 
a 2 
de type exponentiel. — Nous désignerons par C(w) = LI 1 — 2 


le plus simple (= le p. g.c. d.) des produits canoniques pairs 
s’annulant sur A, que nous supposerons toujours de densité 
supérieure bornée (sinon, l'inégalité eD' > D: ([25], p. 53) 
entraîne 9(A)=&g quel que soit 2). Nous supposerons 
désormais, sauf mention contraire, soit À symétrique (et les 
notations du chap. 1 § 3 seront alors relatives à A dans 
tout le plan), soit À contenue dans un demi-plan (et les 
notations seront relatives à À dans ce demi-plan). 


SE 


if 
Lemme 1. — lim adh <7 D> ([25], p. 58.) 


r > © 


Lemme 2. — (Carlson). Si À est mesurable de densité D et 
s’accumule angulairement sur l’axe réel (resp. sur l’axe réel 


| i) | : moter 
négatif), on a lim log iG (re). z|\sin@| dès que sind #0. ([2], 
note 2). $e 3 


Lemme 3. — Si A s’accumule angulairement sur l’axe réel 
(resp. négatif) et a pour densité maximum D,, on a 


lim log tre) > cD, (| sin 6|— 1) 


r>0 


dès que |sin9|~0. 
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Ce résultat découle des lemmes 1 et 2; l'hypothèse exprime 
C.(w) 
C, (#) 


en effet qu’on a C(w) = » avec 


if 
lim 28/8! = 2D, |sin 0] 
r 


—— log |C, (re! 
et lim log |G, (re")| Sans 
ræ co r 
Lemos 4. — Étant donné < > 0, il existe une infinité de valeurs 
R,— © telles que, pour |w|= R,, on ait log |C(w)| > —«R,. 


Quitte à remplacer C(w) par [I (1 ne) on peut supposer 
A réelle. Le lemme découle alors de la formule de Carleman, 


appliquée à C(w) dans le demi-plan » > 0: s’il n’était pas 
satisfait, on ne saurait avoir 


Hea — 33) CHES Tees 


Lemme 5. — Si A est mesurable et de densité D, on a 
log|C(w)|>—er pour «>0, r—|w>R(e) 


dès que #° est extérieur à un ensemble E de cercles C ainsi cons- 
truuts : chaque cercle C est homothétique dans le rapport 2 par 
rapport à son centre du plus grand I’ des cercles concentriques 
de rayon k*c’ contenant k points X donné < By et tout point 
À° est contenu dans l’un des cercles TL. | 
Démonstration. — Posons C(w) = QI 4 — x) II’ dési- 
gnant le produit des facteurs de C(w) tels que LIN <ry 
(y : constante arbitraire =- 1), II” le produit des autres facteurs. 
On sait ([2], note 2) que log|II"| > pour r > R,(e, y). Reste 
à montrer qu'on peut choisir y de façon à avoir, quand »*€E, 
log | II’ ÉxeRe: pour r assez grand. Or, pour r > R,, Il est un 


produit dont le nombre de termes N ne dépasse pas 
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be =a 2Dr. Il résulte d’un raisonnement de H. Cartan ({6], 


chap. 11) que 
[A — "| > nN EDR foe 
e 


et log LI’ à log = 
rey 
_ En choisissant y assez voisin de 1, on peut minorer le crochet 
par — rh ce qui achève la démonstration du lemme. 
Lemme 6. — Si A est à distribution logarithmique bornée, 
ona lim melee) ies = 0 pour presque toute les valeurs de 0. 


Ce woe est connu. On le déduit d’ailleurs aisément du 
lemme 5. Il admet le corollaire suivant : 


Lemme 6’. — Di(w) étant une fonction entière de genre 0, ona 
. log |D (re Dee “en : 
lim = 0 pour presque toutes les valeurs de 0. 

ce pe 7. — D(w) étant une fonction entière de type expo- 


“nentiel k bornée sur la droite réelle, ona 


lim log iD (re) } = k|sin0|. F5 Ho) ee mn 


+1. , Ww, 114 Le 
af sa : ne 2, | ae 
7 7 Pines 7 ae ad eo 


DL 
OA san 


"SY Sa ee Oe 
P our presque | toutes les valeurs de 9. niliie wbtee 


Corrésultat a été établi par M. L. chere (a 3, p pe mr Ss 
quand D(u) est réelle. Nous nous raménerons à ce cas, bss 
ida ction, aa introduite dans [20], p. 29. a 
yep b. autic sever 2 + htai ee bre 


4 DÉS rishi 
| dane ts he Te ali 


90 JEAN-PIERRE KAHANE 


| ,{sin9,| 2. Fi 
On sait (théorème de Levinson) que È— < æ. Quitte 


n 


à diviser Diw) et E(w) par des fonctions de genre 0, ce qui 
d’après le lemme 6’ ne perturbera pas le résultat, on peut donc 
sin 9,,| 


supposer max|tg4,|< 7 et Y~ < 7%, 4 aussi petit qu’on veut. 
é rh 
é iw 2 On 
Alors — yr < log Ille COM OT 

À—w|) pm — | vw [sin 9,! = ory 

log [|| < & I Sr2 TS MT — 
À, —#, ve — | r,{sin9| sin] 

She TE pour ‘sin (0 — 9,)| > sina > 0. 
sin & 


Si petits qu’on choisisse 0, et €, on peut choisir 7 de façon 


D(w) 
E(w) 


<< pour tg0| > |tg6,). 


§ 2. Théorémes de prolongement. 


La plupart des théoremes énoncés dans ce chapitre ont été 
établis indépendamment par M. Léontiev dans [15]. La 
méthode de M. Léontiev, très différente de la nôtre, est fondée 
sur un mode d’ultraconvergence du développement formel sui- 
vant la base fe} d’une fonction de &9(A). Elle se rattache à 
celle utilisée par M. Vahron dans [35], après MM. Ritt [32] 
et Polya [31] pour étudier les singularités des solutions de 
certaines équations différentielles linéaires d’ordre infini. Notre 
méthode semble moins puissante que celle de M. Léontiev; 
par contre, elle permet de retrouver plus rapidement les théo- 
rèmes classiques de Szasz, V. Bernstein, Ostrowski, Mandel- 
brojt sur les singularités des séries de Dirichlet et les résultats 
correspondants pour les fonctions presque-périodiques. 


1. Problème du prolongement. — Le probleme principal que 
nous chercherons a résoudre dans ce paragraphe est le suivant. 


PROBLÈME. — () et A étant données, déterminer un ouvert 


G>Q tel que toute fonction de &9(A) soit prolongeable en une 
fonction de & (A). | 
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Notre méthode de résolution, inspirée de celle du chap. 1, 
$ 3, 4, sera la suivante. Nous chercherons à construire une 
mesure v= vz somme d’une mesure p. = uz à support compact 
CQ, et d’une mesure de Dirac en un point Z donné, telle 
que / eX dy (z) — 0 pour A€A. Nous chercherons alors à définir 
le prolongement au voisinage de Z d’une fonction fo{z)a(A) 
par Pégalité 


(1) F(L+HO=— fifaiz+Odu(z), Ke, 2=0(C). 


La fonction f(z) du premier membre est, à priori, fonction 
de Z. Cependant, si ZeQ, on a f= fa. 

à HA: S 4 

x désignant une somme finie, (1) entraîne 


f(Z+0—alajr@+9 = — [[fo(z + —Za(A)eX*+9] du (z)(A€A) 


< étant donné, on peut déterminer les a(A) de façon que le 
crochet soit, en module, inférieur à €. Le premier membre est 
alors majoré, en module, par c /|du. f(z) = fi(z) est donc uni- 
formément approchable au voisinage de Z(/z— Z|<¢) par les 
mêmes polynémes de Dirichlet que fa(z) dans 6o. : 

Z parcourant un ensemble connexe ©, supposons que /|duz| 
soit borné. Les fonctions f= fz définies par (1), étant unifor- 
mément approchables par les mêmes polynômes de Dirichlet 
que fo dans 60, représentent une même fonction feéou,(A) 
prolongeant fg, dans un voisinage g, assez petit, de €. Si Q 
et g ont des points communs, le problème est résolu avec 
= O6 2 

Le plus souvent, nous définirons une famille d’ouverts 
connexes g; dont la réunion empiète sur 2, et tels que, sur 
chaque g;, f(z) soit uniformément approchable par les mêmes 
polynômes de Dirichlet que dans £a. Nous prendrons alors 


G=(J(@v 8). 


Cherchons maintenant comment construire la mesure v. La 
construction de x revient à celle d’une fonction entière de type 
exponentiel ®(w), prenant sur A les mêmes valeurs que — €", 
et dont la transformée de Laplace ¢(z) a toutes ses singula- 
rités dans Q. En effet, Le Q étant une courbe contenant à son 
intérieur toutes les singularités de &(z), on peut prendre pour 


92 JEAN-PIERRE KAHANE 


1 i Jo. 
du.(z) la mesure 5 (x) dz sur ['*, de sorte que (1) s’écrive 
| TL 


2) fZ+0=—g5 f falet+Oe@)d, (<p. 


Supposons que ( contienne le diagramme conjugué d’une 
fonction entière de type exponentiel D(w) s’annulant sur A. 
D(w) peut être défini par 


(3) D(w) = D(w) A (w) 


où A(w) satisfait les conditions suivantes : 


a) A(w) est bornée sur une suite de cercles [w = R, de 
rayons R; augmentant indéfiniment. 

b) A(w) est bornée pour chaque valeur de Arg w = 0 appar- 
tenant à un ensemble dense sur [0, 27]. 

c) A(w) est méromorphe, et ses pôles, ADIOS sont les élé- 

Z 

ments A de A, avec pour résidu en A: DO 

Lorsque Z varie, cherchons une condition suffisante pour 
que [p|9(z) dz| soit borné (9 =z). D’après la formule (5) du 
§ 1, il suffit que ®(w) = Ÿ,(w) soit uniformément borné par 
k|D(w)| (k: constante) pour un ensemble de valeurs 0 possé- 
dant au moins un élément sur chaque intervalle de longueur @, 
et que [ contienne à son intérieur le lieu des points d’où Jp 
est vu sous langle s— «a. C’est le cas, pour une valeur assez 
petite de a, si 

d) A(w) == Az() est uniformément bornée, si petit que soit 
«, pour un ensemble E, de valeurs de 0 ayant un élément 
sur chaque intervalle de longueur «. Cette condition d) 
entraîne b). 

Nous pouvons énoncer le lemme suivant : 


LEMME FONDAMENTAL. — Supposons que Q contienne le 
diagramme conjugué d’une fonction D(w) de type exponentiel 
s’annulant sur À; soit 9(z) la transformée de Laplace de la 
fonction définie par (3). Si, lorsque Z varie sur un ensemble 
connexe €, A(w)=Az(w) satisfait les conditions a), d), c) 
Végalité (2) définit une fonction f uniformément approchable, 
dans un voisinage g de €, par les mêmes polynémes de Dirichlet 
Ya(Aje* (AeA) que fa dans &. On peut prendre pour g le lieu 
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des points dont la distance à € est inférieure à une constante 
e ne dépendant que de Q et F. 


Pour construire A (w), nous aurons recours à deux procédés. 

Le premier consiste à écrire 
AZ 
A(w) = —Y a 
D'(A) (w —A) 

et a rechercher des conditions de convergence normale de 
cette serie, en dehors de cercles égaux centrés sur A, quand Z 
varie. Le second consiste a écrire 


ie wee > VE A 
A(w)= "lim | - ae 
TL j>e J¢,D(w’) (w~—w’) 
jf étant une suite de contours du plan w’, frontières de 
domaines emboités dont la réunion contient tous les AeA, 
et aucun autre zéro de D(’)(#-#’). 


2. Cas des suites À négatives. Premier procédé. — Nous pren- 
AN 
drons ici D(#) = C(w) = I 1—s5). Désignons par J le dia- 
gramme conjugué de C(#). \ 
AZ 
< e 


Eerivons A(w) =—2 CHE 
Pour que cette série soit normalement convergente, Z variant, 
il suffit d’avoir 
x —— log |C’(A)| pene ru, 
hm +e=c+te (e arbitraire > 0). 
a >6+e—o(a) étant donné, la fonction f(z) définie par (2) 
est une fonction de y moyenne-périodique bornée. D’aprés le 
théorème 7 du chap. 1, § 1, elle admet un développement 
absolument convergent La(A)e“. Les coefficients a(A) sont 
d’ailleurs indépendants de x, puisque fe} constitue une base 
de &»(A), P désignant le plan «> ¢ +e—p(a). 
1. Supposons que A soit mesurable et de densité D. Le 
lemme 2 du § 1 signifie que J est le segment [—1irD, ixD]. 
5 est  « indice de condensation » de A ({2], chap.u). Siè = 0, 


on a l’énoncé suivant : 


Tutorime 1. — A étant une suite négative mesurable de 
densité D, et d'indice de condensation nul, 2 un ouvert connexe 


| on 
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contenant le segment [-—irD, inD], toute fonction de 6o(A) est 
prolongeable analytiquement dans le demi-plan x > 0 en la somme 
d’une série de Dirichlet convergente, dont la suite des exposants 
est la symétrique” de A. 

Rappelons que, si À est régulière, son indice de conden- 
sation est nul. 

Comme corollaire, on retrouve un résultat bien connu rela- 
tif aux séries de Dirichlet [2]. 


CoroLLaIRE. — La somme d’une série de Dirichlet dont les 
exposants sont extraits d’une suite mesurable de densité D, et 
d'indice de condensation nul, admet au moins une singularité 
sur tout segment de longueur 2xD de sa droite de convergence. 


Sinon en effet, 2, étant un ouvert assez petit contenant ce 
segment, la somme appartiendrait à 6o,(A), d’après la propo- 
sition 8 du § 1. 

Sié0, on n’est pas sûr à priori que f(z) dans P soit un pro- 
longement analytique de fo(z). Mais inversement, la propo- 
sition 8 du § 1 permet d’affirmer que la somme d’une série de 
Dirichlet dont l’abscisse de convergence est à ne peut être 
prolongée jusque dans le demi-plan x < 0 à travers une 
chaîne de Q;. On retrouve un autre résultat bien connu : 

La différence entre l’abscisse de convergence et l’abscisse 
d’holomorphie d’une série de Dirichlet dont les exposants sont 
extraits d’une suite mesurable ne peut pas dépasser l'indice 
de condensation de cette suite. 

2. Supposons A régulière; soit h la borne inférieure des dis- 
tances de deux éléments de A. Le lemme 1 du § 1 montre 
que J est contenu dans le cercle |z] <xD-. On a d’autre part 
6 < 3(3—log (hD:))D- = B ([25], p. 61). 

On n’est pas sûr à priori que f dans P soit un prolongement 
analytique de fg. La proposition 8 du § 1 permet ici de retrou- 
ver un résultat de Mandelbrojt ([23], chap. 8) qui précise un 
théorème d’Ostrowski : | 

,La somme d’une série de Dirichlet admettant pour suite 
d’exposants la symétrique de A ne peut étre prolongée ana- 
lytiquement à travers une chaîne de cercles de centres Ÿ et 
rayons rD'°+e, > 0, lorsque ©, partant du demi-plan de 


() Les séries de Dirichlet sont traditionnellement notées Da (A) e—* 
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convergence de la série, s’en éloigne contindment d’une dis- 
tance supérieure a B. 


3. Cas des suites \ négatives. Second procédé. — Supposons 
( ? x. à 
‘Arg | EE SREY al tient 
et 
r ed 
(4) Arg Z| < = — 4! 
| 2 
Ecrivons 


eZ 
- dw’, 


(5 Ag = l 
9) Wed ee ri . al Cr’) (ww — w’) 


l'intégrale étant prise dans le sens direct sur le contour du 
secteur |Arg # — |< a’, |w’|< R. Ona 
/ \ Qi ez 
Ar() = — FIN TRES 
| aa C'X) (æ —2) 
D’après le lemme 4 du $ 1, il existe une suite de valeurs R;— w 
telles que la partie de Ml (10) relative à l’arc de cercle 
tende vers 0 quand R prend les valeurs R;— 2. Les parties 
relatives aux segments rectilignes devvenvietr alors 


(6) rp ces Rupee ae a C(s’) (0 — ’) ee 


l'intégrale étant prise sur la demi-droite Argw’ =7—a’ 
(resp. t+’). (6) définit des fonctions de » holomorphes et 
bornées dés qu’on a, pour r assez grand, 


| Pie 2 COR YM O += log |C(re’*)| > e > 0. 


Dans ces conditions, on peut écrire 
lim Ax (#) = A*(w) — A~(w) = A (w). 
jr F 
Si [Argw—7|< «” <a’, ces formules valent encore, à condi- 
tion d’adjoindre au chemin d’intégration, pour R assez grand, 
un petit cercle entourant w, sur lequel 


e*Z dy’ à eZ 
PMR 29 AAA 
Le (wo —#) FC) 
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Avec cette convention, on peut, tant que Z satisfait (4) et 
(7), changer « sans changer A(w). On vérifie immédiatement 
que A(w) satisfait les conditions a), c) et d), lorsque Z varie 


Res = (2 
en satisfaisant (4) et (7), avec 0 ax << x 


Appliquons notre lemme fondamental dans les deux cas déja 
étudiés. 

1. A est mesurable et de densité D. D’après le lemme 2 
du § 1, les conditions (4) et (7) se réduisent à (4). En utilisant 
les remarques faites en 2, on a la généralisation suivante du 
théorème 1 : 


THÉORÈME 2. — À étant une suite négative mesurable de den- 
sité D, Q un ouvert connexe contenant le segment |[—ixD, ixD], 
toute fonction de (A) est prolongeable analytiquement dans 


le demi-plan x>0. Dans tout angle |Argz|<B< >> ce pro- 


longement est une fonction bornée uniformément approchable par 
les mêmes combinaisons linéaires Ya(A)e(AEA) que dans &Q. 
Si À admet un indice de condensation fini à, le même prolon- 
gement est somme d’une série de Dirichlet convergente pour x > à, 
dont la suite des exposants est symétrique de À. 


CorozLaire. — La somme d’une série de Dirichlet dont la 
suite des exposants a pour densité maximum D admet au moins 
une singularité sur tout segment de longueur 2rD de sa droite 
@holomorphie [2]. L’ultra-convergence est uniforme dans tout 
angle intérieur au demi-plan d’holomorphie. 


2. À est de densité maximum finie D, et de densité moyenne 
supérieure D‘. D’après le lemme 3 du § 1, les conditions (4) 
et (7) se réduisent à (7). 


Tutoréme 3. — A étant une suite négative de densité maæi- 
mum D, et de densité moyenne supérieure D', Q un ouvert 
connexe contenant le cercle |z| << rD', toute fonction de &g(A) 
est prolongeable analytiquement dans le domaine balayé par les 
segments coupant perpendiculairement la demi-droite Ox sans 
couper aucun des cercles de rayon xD, tangents en 0 a Ox. Dans 
tout angle intérieur à ce domaine, le prolongement est une fonc- 
tion bornée uniformément approchable par les mêmes combi- 
naisons linéaires Ya(d)e(A€A) que dans &a. Si A est régulière, 
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le même prolongement est somme d’une série de Dirichlet conver- 
gente pour x > B (défini au 2). 
Il est évident que tout résultat du même type que le lemme 


3 du § 1 donnerait un théorème de prolongement analogue 
au théorème 3. 


4. Cas des suites À contenues dans un angle saillant. — Le 
second procédé, sous la forme exposée au 3, s applique 
encore si À est une suite complexe contenue dans l’angle 

re 
pa: 
ouvert contenant le diagramme conjugué J de C(w). Pour avoir 
des contours d'intégration convenables, on supposera & => 6,. 
A(#) satisfait encore les conditions a), c), d) quand Z varie 
en satisfaisant (4) et (7). 

Nous nous appuierons sur les inégalités évidentes : 


ES) a; 
|Arg w—7|< 0 On prendra de nouveau pour Q un 


/ ; oo | 

(8) jClw)i< (1 +5 ) 
| 2 2165 

ref te | 
| JA*| | 
| 2 2il 

(10) COPA si + <Argw << r—0, 

| | 2 


(8) et (9) nous permettent de localiser le diagramme conjugué 
de C(w). (10) permet d'interpréter la relation (7). 

On obtient ainsi les extensions suivantes des théorèmes 
2 et 5. 


THÉORÈME 2’. — À étant une suite complexe contenue dans 
> T “os , 
Pangle |Argw—7!<4,< 3° mesurable, de densité D, Q étant 


un ouvert connexe contenant l'intersection du cercle |z|< TD et 
de la bande |x| << 7Disin Ü,, toute fonction de &9(A) est prolon- 
geable analytiquement dans langle |Argz<0,, Dans tout 
angle |Argz|< 8 <9, ce prolongement est une fonction bornée 
uniformément approchable par les mêmes combinaisons linéaires 
Da (A)e* (AEA), que dans bq. 

Tutoreme 3. — A étant une suite complexe contenue dans 


- 
ie 


a9 feats de densité maximum D, et de 


2 


densité moyenne supérieure D, Q étant un ouvert connexe 


me 
{ 


l’angle | Arg w 
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contenant le cercle \z|< £ r D: et le point 2rD, sin 6, toute fonction 
de &a(A) est prolongeable analytiquement dans le domaine balayé 
par les segments coupant perpendiculairement la demi-droite 
Ox sans couper les droites issues de O faisant avec Oy langle 0,, 
les cercles de rayon rD, passant par O et faisant avec Ox 
a 0,. Dans tout angle intérieur à ce domaine, le prolonge- 
ment est une fonction bornée uniformément approchable par les 
mêmes combinaisons linéaires Za(À)e*(xEA) que dans 6a. 


à if . P : iz / 

Remarque. — La première partie des théorèmes 2’ et 3 
vaut encore si À est, à l’exception d’un nombre fini de points, 
contenue dans l’angle |Argw—7|<0,; il suflit dans l’étude 


préalable d’adjoindre aux contours d'intégration des petits 
cercles entourant ces points. En particulier, la première partie 
des théorèmes 2 et 3 vaut si À, au lieu d’être supposée néga- 
tive, est supposée s’accumuler angulairement sur l’axe réel 
négatif. 


5. Cas des suites À symétriques s’accumulant angulairement sur 
l'axe réel. — Nous allons établir le théorème suivant, dont 
un énoncé partiel a été donné au chapitre 1 § 3 


THÉORÈME 4. — Soit À une suite symétrique, à © 
angulairement sur l’axe réel, mesurable et de densité D, Q un 
ouvert connexe contenant le segment [—irD, ixD]. Toute fonction 
de & (A) est prolongeable analytiquement dans une bande ver- 
ticale ouverte % (« bande » qui peut dégénérer en un demi-plan 
ou le plan entier) en une fonction de & (A), telle que sur tout 
segment de longueur 2xD de la frontière de & il y ait au moins 
une singularité de cette fonction. 


Il suffit de montrer que toute fonction de &g(A) est prolon- 
geable analytiquement sur l’axe imaginaire. Le reste du théo- 
reme découle des propositions 8 et 9, cette derniére jointe 
au lemme 2 du § 1. | 

Nous prendrons ici D(w) = C(w) Ch(wc) avec c > 0 assez 
petit et Ch(Ac) + 0 pour A€A, et nous ferons varier Z sur 
l’axe imaginaire (Z — iY). Pour construire A(w), nous aurons 
recours au second procédé, et aux lemmes 2 et 4 du § 1. 

Supposons d’abord À réelle, 


T 


Arg w + = KS pice Ie ter te Mey et |Y|sina’ <ccos a’. 


2 
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/ ? iYw' 


sé e 


2ri J D (æ) te 


Posons Ax(w) = ioe ) 
w— wy 


l'intégration étant faite le long du contour, pris dans le sens 
direct, de la réunion des deux secteurs découpés dans le cercle 
/ —— a « - = ‘val / Le 4 | \ 
lw’|=R par les angles |Arg w'—7|< a’ et |Arg w/|< a. D’après 
le lemme 4, il existe une suite de valeurs R;—-  telle que Ag (w) 
LR - j 
tende vers une limite A(w); d’après le lemme 2, A(w) est 
donnée par la même formule que An(w), le chemin d’intégra- 
tion étant constitué des quatre demi-droites | 


47 (Mad. +). 


Arg y= 


A(w) satisfait bien les conditions a), b) et c), le théorème 4 
est ainsi établi quand A est réelle. 

Si A n’est pas réelle, on déforme de la méme maniére tous 
les contours d’intégration, pour R assez grand, de façon qu'ils 


| 


contiennent les points A€A tels que Arg À + ee —< = —«’, et la 
conclusion demeure. Ë 

Le théorème 4 admet le corollaire suivant : 

Sur tout segment de longueur 2xD de la frontière de la 
bande horizontale d’holomorphie d’une fonction presque-pério- 
dique de variable complexe dont le spectre, symétrique, a 
pour densité maximum D, il y a au moins un point singulier 
de la fonction. 

Tentons maintenant d’utiliser le premier procédé. Nous sup- 
poserons À symétrique réelle, c complexe, et nous écrirons 


iY 


BAPE SAGE Gh) (ma: 


Cette série est normalement convergente en dehors de 

A = log|C’ (A | 

cercles égaux centrés sur A, dès que Re > lim a ), La 
fonction f(z) définie par (2) est alors une fonction moyenne- 
périodique bornée de y pour |z| assez petit. D'où le théorème 
de prolongement suivant, où B a même signification qu’en 2. 
Tuéorème 5. — Soit A une suite réelle symétrique de densité 
moyenne supérieure D', ( un ouvert connexe contenant les cercles 
lzHc|<rD', avec Re>B. Alors toute fonction de 6a(A) est 

. ? 
prolongeable analytiquement dans une bande contenant l’axe 


100 JEAN-PIERRE KAHANE 


imaginaire, où elle admet un développement La(A)e uniformé- 
ment convergent. 


Le théorème 5 admet le corollaire suivant : 

Une fonction presque-périodique dont le spectre est contenu 
dans la suite symétrique A, et dont la bande horizontale d’holo- 
morphie a une largeur supérieure a 2B + 27 D', ne peut 
être prolongée à partir de cette bande dans une chaîne de 
cercles de rayons tD:*-+¢ (ec >0) dont les centres s’en éloi- 
gnent continiment de plus de B. 


6. Cas de certaines suites complexes. — Nous aurons ici en 
vue un problème plus général que le problème posé en 1, à 
savoir: que peut-on dire des singularités d’une fonction de 
6a(A), soumise à des conditions convenables ? 

Nous ferons appel aux lemmes suivants. 

Supposons qu’existe une fonction D(w), s’annulant sur A, 


set 9) 


telle qu’on ait lim > € > 0 pour un ensemble Ey de 


ro 


valeurs de 6 dense sur 0, 2x], et log|D(Rje®)| > eR, pour une 
suite de valeurs R; > © (0<6< 2x). Soit Q un ouvert con- 
tenant le diagramme conjugué de D(w). Alors 


Lemme 1. — Supposons a Arg c€Es, D(w) et Sh(we) 


sans zéros communs, et soit Z un point sur le segment [O, c]; il 
existe une mesure Li, =u. à support compact dans Q, telle qu’en 
posant 2v,,7 = 2v = u«(d,—6_.), la fonction W(w) = ['e*: dy (z) 


prenne sur À les mêmes valeurs que e"*. 


Pour démontrer ce lemme, posons par analogie avec la 


méthode du 1, V(w) = D(w) A (w) Sh(wc), avec, ici, 


nin Z 
c 


C 


in oe) Deseo oes ae 


f étant prise le long du cercle |w|—R,, échancré au besoin 


+ = . ar 1 mn {oom 
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sh eu MET 
7 Lee : à ] 
au voisinage des points ; à étant étendue à tous les AeA 


contenus dans le cercle |w}<R, On voit ainsi que A(w) est 


une fonction méromorphe de piles simples AéA, avec pour 
eZ 


résidu en A ————, bornée sur la suite de cer 
‘DA Sh (Ac A e cercles 

|| = R; ( R;— 2%) et bornée sur un ensemble de demi- droites, 

d’origine O, dense sur le cercle unité. Le lemme en résulte. 


LEMME à — Soit f(z)étaua .… Si, ¢ restant fixe, Z varie, 
f f(z) dv.,2(z) est une fonction analytique de Z. 


En effet, LE est une fonction analytique de Z, donc aussi 
(sw), done aussi la transformée de Laplace, 4(z), de W(#), 


et on a 
7 f(2)dv(2) = 5 sade f(z) 


étant un ensemble de contours contenus dans Q,u Q_ 


Lemme 3. — Soit [(z)€6g,(A) lorsque € parcourt un arc de 
Jordan j joignant les points c et —c. Soit Z=0. Si on change c 
en c assez voisin (satisfaisant les hypothèses du lemme 1), 
JF) dy(z) ne change pas. 

Il suffit de montrer que (le pointage traduisant le chan- 

_ ¥(#) — 9 (#) 
ACRE PTE 
entiére de type exponentiel dont la transformée de Laplace 
admet pour seules singularités les points +c et +c’. Alors 
en effet, d’après la proposition 4 du § 1, on pourra écrire 
y— y =ox«7, le support de o étant contenu dans Q, et celui 
de 7 dans un voisinage V de j, contenant c’ et —c'; 


ij f(z) ds (z—T) =0 quand (eV entraîne 


JF) d (2) = J fe) dv) 


On a Hiw) = K'(w) — eit avec 


gement de c en c’), est une fonction 


__ Sh(we—nin) 


Re 4 
woe = — A(w#) Sh (wc) + Dw =D) o(t) PL 


Le diagramme conjugué de K(w) est porté par le segment 
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[—c, c]. Cherchons une fonction équivalente (dans le sens 
du § 1) à la transformée de Laplace de K(w) : une telle fonc- 
tion sera notée T(K). On peut écrire 


Es) Le 

donc, formellement, 
moe a EE § 
("ys 


La somme infinie converge quand z est dans une bande de 
largeur << € contenant c et —c. Donc T(K) admet dans cette 
bande pour seules singularités c et —c. Il en est de même 
pour la transformée de Laplace de K(w), puisqu'elle n’a pas 
de singularités hors du segment [— c, c]. C’est ce qu’il fallait 
montrer. 


Lemme 4. — Soit encore f(z)e6a, (A) quand Ce}. Si Z est assez 
voisin de O sur le segment [0, c], on a 


Le) dr(2— 2) = f f(z) dv.2(2)- 


Posons ici 
cf. e“° dv (z aed Z) Ease, ne ee dy,,z (z) — D (æ) FR (æ). 


Il suffit encore de montrer que H,(#) est une fonction entière 
de type exponentiel dont la transformée de Laplace a pour 
seules singularités les points +c et c+ Z. Or on a 


H, (») =e" K (») — K*(), 
_K(w) ayant même signification que ci-cessus, et K*(w) étant 
obtenu à partir de e “* D(w) comme K(w) à partir de D(w). 


Le résultat en découle immédiatement. 
Des lemmes 1 et 2 on tire 


_Tutoréime 6. — Soit C(w) une fonction de type exponen- 
tel s’annulant sur la suite À, Q un ouvert contenant le dia- 
gramme conjugué de C(w). Supposons que, pour chaque «> 0 
. l’ensemble des valeurs de § pour lesquelles lim log Girls € 

ee r 


Tr > © 
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est dense sur |, 27]. Alors toute fonction de &o ua_,(A) est prolon- 
geable analytiquement sur le segment [—e, ‘c]. 


Des lemmes 1, 2, 3 et 4 on tire 


Théorème 7. — C(w) et © satisfaisant les hypothéses du 
théorème 6, toute fonction f(z) eo, (A), prolongeable analytique- 
ment dans une chaîne de {}}, © parcourant un arc de Jordan J 
passant par ©, est prolongeable analytiquement dans l'enveloppe 
convexe de }. 


Démonstration. Quitte à poser C(w) Ch (2we) cos (2we) = D(w), 
e étant assez petit, on se trouve en effet dans les conditions 
d'application des lemmes 1, 2, 3, 4. 

Dans les hypothèses du théorème 6, on prolonge f(z) grace 


à Pégalité f(Z) = | f(z) dy..z(z) à partir des valeurs de ZeQ.. 
Dans les hypothèses du théorème 7, on a f(z)ebo, (A). Soit 
? l’ensemble des milieux des cordes s’appuyant sur j. L’égalité 


PEAS hd wade C—O 


(C + ce}, |C"|<e, assez ae définit f(z) au voisinage de chaque 
point de %; ces définitions se raccordent d’après le lemme 3, 
et, quitte à prendre d’abord c assez petit, on voit qu’elles 
donnent le prolongement analytique de f(z) dans ®. L’égalité 

f(C + Z) = J F¢ f(x) dv. :(3 — ©) définit alors, d’après les lemmes 2 
à 4, le prolongement analytique de f(z) sur le segment 
C—c, (+ c]. Les théorèmes 6 et 7 sont done établis. 

Le théorème 7 admet les corollaires suivants. Les corol- 
laires 2 et 3 s'appuient sur la proposition 9 du $ 1. 


CoroLLaiRE 1. — Si C(w), satisfaisant les hypothèses du 
théorème 6, est de type exponentiel < xD, si Q;, contient un cercle 
de rayon > =D etcentre ©, et si S est l’ensemble des singularités 
d'une fonction f(z)éta, (A), alors la composante connexe conte- 
nant ©, de l’ensemble des points distants de S de plus de rD 
admet une enveloppe convexe disjointe de S. 
log [C( eee EX 


CoRoLLAIRE 2. — Si lim = 0 pour un ensemble 


Ton 


de valeurs de § dense sur (0, on], toute fonction f(z)e6a(A), Q 
étant un ouvert quelconque, admet pour domaine d’existence un 


ensemble g convexe, et on a f(z)€b,(A). 


Fe 
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CoRoOLLAIRE 3, — Si lim — rD}siné| pour un 


reo 


ensemble de valeurs de 4 dense sur [0, 2], et si {2 contient le 
segment [—inD, iD], toute fonction f(z)€6g(A), analytique sur 
l'axe imaginaire, est justiciable des Leone du théorème 4. 


log |C(re")| 
x 


Les lemmes 5, 6’ et 7 permettent de définir des conditions 
d'application des corollaires 1, 2 et 3. 

D’après le lemme 5, le corollaire 1 est applicable si A est 
symétrique et mesurable de densité D dans le plan, et si l’une 
des conditions suivantes est satisfaite : 

a) A s’accumule dans un ensemble non dense de directions. 

b) à peut être choisi assez petit pour que les cercles de 
rayons k*4? contenant k points A” soient de rayons bornés. 

Le corollaire 2 est un cas particulier d’un théorème de 
Polya [31], qui requiert seulement l’hypothèse 

fr 08 Cire) 
r 


T — % 


= UY, 


En vertu du lemme 6’, il s'applique dès que A est à distribu- 
tion logarithmique bornée dans le plan (2 is 2) Le théo- 


rème de Polya s’applique dès que A est de densité nulle. 

Le corollaire 3 (où l’on remplace C(w) par D(w)) s’applique 
dans les hypothèses du lemme 7. En revenant aux notations 
du chapitre 1, on a l’énoncé suivant : 


THÉORÈME 8. — Toute fonction moyenne-périodique 
f(x) ~ Ea(h}e**(keA), 


de moyenne période L, analytique sur la droite, est prolongeable 
analytiquement dans une bande horizontale ® (éventuellement 
dégénérée en un demi-plan ou en le plan entier), telle que sur 
tout segment de longueur L de la frontière de 8 il y ait au moins 
une singularité de f(z), et on a f(z)e6æ(A). 


_ LS 


CHAPITRE II] 


SUR QUELQUES PROBLÈMES 
DE LA THÉORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES 
APPLICATION : THÉORÈMES D’APPROXIMATION 
ET D’UNICITÉ DANS LE CHAMP RÉEL 


§ 1. Sur un théorème de Mandelbrojt-Mac-Lane. 


Nous avons rencontré (chap. 1, § 4), et nous rencontrerons 
de nouveau ($ 4) le problème suivant : 

Soit E un ensemble fermé sur la droite, G(c) une fonction 
positive, semi-continue inférieurement et comprise entre deux 
constantes positives / et m sur E, infinie sur CE. Soit A, le 
domaine 5 >5,, |t}<° G(c) du plan de la variable complexe 
$ — 5 —ut (avec — © <s,< o). Soit enfin M(c) une fonction 
croissante. Donner une condition suffisante, portant sur G(o) 
et M(c), pour que la seule fonction H(s) holomorphe dans 
À,, et y satisfaisant log|H(s)|<c —M(¢), soit H(s)=0. Une 
telle condition sera dite du type M. M. L. 

MM. Mandelbrojt et Mac-Lane apportent à ce problème la 
solution suivante [29] : si CE est vide, et si G(c) est à variation 
bornée, la condition 


= LE jan 
[Me HT ES 


est du type cherché, et c’est la meilleure possible. Une simple 
adaptation de leur méthode, fondée sur un théorème 
d’Ahlfors, va nous permettre d’étudier le cas où CE n’est pas 
vide. 
Désignons par u(E; c) la mesure de E sur le segment [o,, a]. 
Soit g(s) la fonction égale à G(c) sur E, à une constante L 
sur CE(L > max G(c)), et soit à, le domaine 5 > 4,, [t| < g(¢). 
SEE 
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Soit z(s) = x(s) + 1y(s) une THE réalisant la transformation 


conforme de 4, sur la bande |y| < de façon que, pour 5 > 55, 


> 
y(s) = 0 et æ (9) > 0; soit s(z) la fonction inverse de z(s). Nous 
utiliserons les lemmes suivants : 


LEMME OL ot len 4, on a 
a, (5) 
tf 8 do 
else) ( p= 2 g(o) 


quels que soient les points s, = 5, + tt, et s, =o, + tt, de ds. 
COROLLAIRE. — 6(x + Wh) —oa(a + iy,) < 8L, quels que soient 
y, et TUE <>» lyal <i 


Ga + 8L \ 

jae es me g(a) da 

LEMME 2. On a re ts) < uen 4e m(a) 
désignant la distance du point « à la frontière de à.. 

COROLLAIRE. — On a 

x(s.) — x(s,) es ee 

; SQ (a) l 

Loue onvalx(s septs Ze “ony (2) + 0(4), 


V(c) désignant la variation totale a s) sur le segment 
[So o]. 
Lemme 2”. — Si CE est une réunion de segments de lon- 


8L’ 
gueurs —— 


lig 


» et st G(c) est à variation totale bornée sur E, on a 


aie na = (CE; c) + O(4). 


LEMME 3. — L’aire A du domaine transformé par s(z) d’un 
cercle de centre z, et de rayon R, est supérieure à tR’||s'(z,)/*. 


Lemme 3°. — Ona2(s) > x quel que soit s > o. 


Les lemmes 1 et 2 sont dus & Ahlfors. Ils se trouvent 
exposés dans [25], pp. 32 et 36. 


3 
3 
3 
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On passe du lemme 2 au lemme 2’ en remarquant que 


Ge —L (a) — m*(a) & 2 20: —L | 
Lee Sf (e(e)—me)) de 
2 Pa | 
Fi } = (W(a-+L) — V(a—L)) da 
nai 
“Ss rk V(5.) 


On passe du lemme 2’ au lemme 2” en remarquant que, si 
[s,, ] est un intervalle de CE dont les extrémités appar- 
tiennent à E,on a 


fot FA) —VeN< Las) 


Pour démontrer le lemme 3, supposons z, = 0, z = re : 


on a |s‘(0)/ «| = ie s' (re’®)| a) < = | ~~ |s’ (re!) |? dû 
oe <P SA etic 
d’où | |s’(0)| rdr =" |s(0)| < 52 A(R). 


Le lemme 3’ découle des lemmes 1 et 3. Quitte en effet a 
choisir 6, — 6, — 10 L,, on a x(s,) —x(s,) >7; un cercle de 


T : = 
centre æet rayon —a donc pour image par s(z) un domaine 


3 80L2 


d’aire inférieure à 20 L’, d’où |o'(a) > < — 


Des lemmes 1, 2” et 3’ on tire le résultat suivant : 


THÉORÈME. — Si CE est une réunion de segments de longueurs 


3 
TR et si G(c) est à variation totale bornée sur E, la condition 
Æ% pos da ud -o 
(7 M(aje BF 60 1 dg = 00 

est du type M.M.L. 

Posons en effet H(c) = #4(z). Comme Ms) est croissante, 
on a, d’après le corollaire du lemme 1, 

log| 4 {z) | << — M(e(x) — 8L) 
On sait alors (théorème de Watson) que la condition 


ee M{(c(x) —8L)e dx = x 
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assure #6(z)==0. Or cette condition est assurée par celle de 
l'énoncé, d’après les lemmes 2” et 3’. 
Remarques. — 1. On pourrait obtenir un énoncé moins 
Cm x f à 
restrictif en utilisant le lemme 2’ au lieu du lemme 2”. 
2. Si, aux hypothèses de l’énoncé, on ajoute 


fe(G—G(6)) de < w, 


la condition 


ue; + u (CE: 9) 


Î M(a)e Le a do = sx 
est du type M.M.L. 

3. Le théorème reste valable si ee us. l'hypothèse : 
M(c) croissante, par l'hypothèse : M(s) = e°6(c), B(s) décrois- 
sante. Dansla se A MCE ve M(o i; )—8L) 
par e™~*"B (a(x) + 8L). 


4. Le théorème reste valable si, dans l’énoncé du problème 
initial, on remplace l’inégalité log |H(s)| <—M(ce) par 


log |H(s)| <— M(c) + Bl¢|, B constante. 


5. Quitte à remplacer E par un ensemble plus grand, et G(c) 


par une fonction plus petite, on peut toujours appliquer notre 


théorème. Si CE est vide, il se réduit au théorème de 


Mandelbrojt-Mac-Lane. 


§ 2. Un lemme sur les fonctions harmoniques 
conjuguées dans une bande. 


Nous rencontrerons au § 3 le problème suivant, ainsi que 
d’autres problemes du méme type. 

Soit K(s) une fonction monotone (— «0 < 5 < #) bornée 
inférieurement par un nombre positif. Construire une fonction 
Gifs) = §,(s) + iy, (s) de s = 5 + it, holomorphe dans la bande 
lt} <=, réelle sur la droite t= 0, et satisfaisant 


2 
=| Ke) dx+O(1), — Im(s)l<+ K(e). 
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Hole problème admet une solution rapide, fondée sur les 
lemmes d’Ahlfors exposés au § 1. 


3 Mo supposer K(s) semi-continue inférieurement. 
onsidérons ine Ay C= j fini 
ons le domaine À; du plan €=£+ in défini par 


c= | K (a) da = L(u) In| < = K (u) (— 0 < se oO), 


Soit w= 1(&) la fonction inverse de £ = L(u). Ay est défini par 
In| < = K(U(E)) = GQ. 


GG) étant à variation bornée, les lemmes d’Ahlfors expriment 
l'existence d’une fonction s(€) — (¢) + it(¢) représentant Ay 


re DOT | À CAE | 
sur la bande {|} < > et de sa fonction inverse Ü(s), avec les 


_ 


propriétés suivantes : 


a) s(&) et C(c) sont réelles 


2 
D'après b), on aa(&) = [(E) + O(1), d’où L(5(£)) = £ + O(4), 
soit L(s) = €(5) + O(1). D’après c) on a donc 


E(s + it) = L(s) + O(1). 
Cette relation s’écrit 
E(s + it) = Lic 6h), |6}<< 41, Ah constante; 


d’où In(o + ut) < > min K(s + 9h). 
+ |6l<! 
Si K(c) est croissante, il suffira de prendre (,(s) = ((s + h); 
si, K(5) est décroissante, ¢,(s) = C(s—h). 


2. Nous allons maintenant résoudre le problème posé par 
une méthode plus puissante, qui va nous fournir d’autres 


résultats. 
Soit X(¢) une fonction à dérivée continue et bornée 


(— 00 << 5 << æ). Cherchons à définir une fonction 


Us) = E(s) + in(s), 
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holomorphe dans la bande |t| < T et continue à la frontière, 


2 | 


telle que | 
Fo tin|j)=to—i=)=X(c) no) =0. | 

2 2 
Posons Es rw == per, Cs) =6'(w). | 
. Tite 
HS Si (*(w) existe, elle a pour parties réelle et imaginaire 
pes * ee a Top in LE 
Roce, 5 (=x {Fl ) 4 Deans Paap 3 4 
2 aa nf. frising Ke 4 x Ge 6 ait (6 as 0’) : 
Re pcr (#) ne |. 7-2 808 (0 a) dpt DER 
_ Transcrivons ces ponte pour obtenir £(s) et n(s), à l’aide À 
, _des relations # 
Me 2p cos0 1+ 6? _—2psin0 _ 1—¢’ 
Berks 46? + He 2esint 2e cost ‘4 


On bent 


wae ‘ee 5 , à, 1 , 
i: 1 Be ) (= peste * sint 
: + 


tyes 


) 2 2e°** cos stda, 


ete te deat sint 


| X()d (avec rat + Arct g° Æ 


e° cost 


A ? + 
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Les formules (1) et (2) définissent deux GRR harmo- 


“niques conjuguées de 5 et ¢ dans la bande fer respective- 


2 


ment fonctions paire et impaire de 4. D’après (1), on a 


eee Key Oty ey Vin t(6) — i( ot i+) a Kian 


t — 
i> 


D’après (2), on a 


q 1 1+ e+ ersint T T 
iJ ve BTLer 22 PE ni rss | 


Pon (nfo + i) —n(s + it)| < sup [XIe —4 


et 
D oy ee ee 
| lim ns) = +85 )= À [ X(@ + og EE ai, 


CS 


Ainsi les formules (1) et (2) définissent une fonction 
D tant les conditions imposées. | 

En particularisant X’(5), on peut grâce à (2) majorer. ou 
minorer 1(s). Remarquons d’abord que, si X/(5) > 0, 4(¢ + it) 
est fonction croissante de ¢. re 


Supposons X/(7) = K(s) + 8K/(c), Rie) = 0 Ke) > 0; cher. 


x 


-chons à minorer n(5 + it) pour 0 4 a = Posons 


= lon sint FRE - Se 
Dr 2e int AG a fra j de es ste à 


tur 


fort of | continl._atnabecsia sbutiel à sna pees 
+ É 


“a ae os 7 Ts < 
Cd ay eee 1 


seh het Shinde dk 
È AVE a £ sr — € 


F ao = et 
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Comme X’(5 + À) > K(s),on a 


[" X/(5 +2) A(A) da > aK (0). 
D’autre part, 


[~ X'(o—2) AD da = | 


J 0 


™ (K(e— à) + 8K/(5—- À)) A(A) da 
> [ (K(e— À) A(a) + K'{o— à) HA)) dA = aK (oe) 


Si X’(5) = K(s)— 8K'(5), K(s) > 0, K’(e) < 0, un calcul 


très voisin établit le même résultat. 
Nous arrivons ainsi à l’énoncé suivant : 


Donc 


n(e+ it) >iK(s), (0<t< 


| A 


Lemme 1. — Soit K(c) une fonction à variation bornée. Il 
existe une fonction C(s) = &(s) + in(s) de s =a + it, holomorphe 
dans la bande |t|< 7 et continue pour |t| <7, réelle sur l’axe 


réel, telle que &(s) = {°K(a) da + O(1) 


n(s) > tK (c) pour 0<t< +. 
St de plus K(c) est positive, 
ns) = K(c) pour État 


2 


Pour se ramener à l’étude précédente, faisons l’homothétie 


Sree ir 
am 2 


si K(c) est positive et possède une dérivée continue, non 
négative et bornée : il suffit de poser 


X’(o) = k(o’) + 8k'(o’). 


et posons K(c) = k(o’). Le résultat est établi 


De même si K (a) est positive et possède une dérivée continue, 
non positive et bornée inférieurement. Si K (cs) est monotone, 
on peut se ramener à l’un de ces deux cas par régularisation. 
La première partie du lemme étant établie pour deux fonctions _ 
K,(s) et K,(¢), elle l’est aussi pour K(s) = K,(5) + K,(5)—B 


(B constante) : la solution, avec des notations évidentes, est 


| 
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C(s) = G(s) + G(s) —Bs. Or, toute fonction K(s) à variation 
bornée est de cette forme, K,{(5) et K,(c) étant monotones 
positives. 
La décomposition ci-dessus peut s’écrire 
X(s) = X,(¢) + X,(c¢) —Bo 

> x T 1 : y f r 7 
d’où X'(5) > K,(s) + K,{5)—B = K(o). 
Le fait que n(5 + it) est une fonction croissante de ¢ si X'(c) > 0 


établit la deuxiéme partie du lemme. 
Quitte à changer K(c) en — K{5), on peut énoncer: 


LEMME 1’. — L’énoncé de la première partie du lemme 1 vaut 
: TEA aoe Ë , ; - 
lorsque l'inégalité portant sur n(s) est remplacée par n{s) <tK(c) 


pour 0<t< 


mia 


§ 3. Sur la croissance et la répartition des zéros et des pôles réels, 
des fonctions méromorphes dans un demi-plan. 


Les notations seront celles du chapitre 1, § 3. La variable 
complexe est #4 = u + 10 — re". 


4. Étude du module maximum sur des cercles de centre 0. — 
Le théorème de Carleman établit une relation entre la crois- 
sance d’une fonction dans un demi-plan et la répartition de 
ses zéros et de ses pôles. Une forme restrictive de ce théo- 
rème, suffisante pour la plupart des applications que nous en 
avons faites, est la suivante. 


Tutoreme 1. — Soit A, et A, deux suites positives dont les 
fonctions de densité sont D,(r) et D,(r); supposons D,(r) bornée. 
Soit k(r) une fonction mesurable bornée. Dès qu’on a 

(1) him "D,(6) ec D,(t) — k(t) 


ro t 


di "60 


les conditions 


| ; T 
F(w) méromorphe et de pôles simples pour 10} < 5 


(2) | F(w) = 0 sur A,, et F(w)Æ£ © hors de À, 
log|F(w)| << ark(r) + O (log/6)) 


entraînent F(w) = 0. 
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En effet, si F(w)=£0, la formule de Carleman s’écrit 


T 


(4-4) ano —an.a) <= [- log|F(re")| dû 


Dem 


LL [ (5) log|Flie)F(—iv)| de + O(4) 


2 2 
y Les 


[{ : —*À )GN,( — AN, (t) —k(t) dt) < O(1) 


[eNO = [OOP at (No +00 


t 
ce qui contredit (1). 


Remarques. — 1. Dans ce paragraphe et dans le suivant, 
les suites À considérées n’interviendront dans les formules 
que par l’intermédiaire de la fonction [ pe dt + O(1), égale 
(a O(1) près) à la distribution logarithmique L(r) dès que D(r) 
est bornée. Chaque fois que Dir) est bornée, on peut donc 
remplacer dans les formules Dir) {fonction de densité) par 


D (r) (fonction de densité moyenne). 


A 


2. Si A, et À,, au lieu d’être supposées positives, sont suppo- 
sées portées par les demi-droites 


/ 


(Pa Mar 0=0(10| <> [Ss <>) 


la formule de Carleman est encore valable à condition de 
multiplier respectivement N,(r), D,(r) et N,(r), D,(r) par 
cos 0, et cos 9,. Il en est de même du théorème 1, à condition de 
remplacer dans les conditions (2) O (log|6|) par O (log|8 — 0,1). 

3. Dans l’énoncé des conditions (2), on peut remplacer le 
second membre de l’inégalité par mrk(r) ou xls k(r) à condition 


den restreindre l’application à l’extérieur de cercles égaux 


arbitrairement petits centrés aux points de A,. 

Nous allons établir un théorème réciproque. Pour cela, 
nous nous appuierons sur le résultat du $ 2 et sur le lemme 
suivant, dû à M. Fuchs et exposé dans [25], p. 126. La pré- 


cision supplémentaire que nous donnons est immédiate. 
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- Ç : : 
Lemme. — Si À est une suite réguliére, la fonction 


pie FY à 2H x … ("Dit 
G(w) = AS Pre satisfait log|G(w)| = 2u | au dt + O(u) 
en dehors de cercles égaux arbitrairement petits centrés en ses 


pôles. Si on suppose seulement D(r) bornée, on a 
‘ SEs 
log |G(#)| < 2u | Oat + O(u) pour u>0 
THEOREME 2. — Soit A, et A, deux suites positives dont les 
fonctions de densité D,(r) et D,(r) sont bornées; supposons de 
plus A, régulière. Soit k(r) une fonction à variation bornée telle 
que 


* D, () — D, (9 —k(+) 


(3) lim dt < w. 
Il existe alors une fonction F(w) 5=0 satisfaisant les conditions (2). 
Posons F(w#) = ok ae Pour avoir (2), il suffit que 


pour u>0, w-£0, Ÿ(w) soit holomorphe et qu’on ait 


2u [ "D () == BA ese cues ah) 
soit, a fortiori, que R (w) secu Se 
BY (w)| < SE (r) 


L'existence d’une telle fonction est assurée par le lemme 1’ 
du § 24 (5) = (log #)). 

La remarque 3 est encore valable. 

En particularisant les données du théorème 2, on obtient 


des énoncés très simples. Exemple: s1 ee est une suite à 


variation bornée (n = 1, 2, ...), il existe une fonction F(w) 
holomorphe pour u > 0, s’annulant sur les À, et satisfaisant 
log|F()|< = N(r). Il suffit de prendre A, = }A,{, À, vide, et de 
prendre pour k(r) la fonction-interpolation linéaire de la suite 
de points Jez t 


ar Le 
Les théorèmes 1 et 2 contiennent le théorème classique de 
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Carlson (A, : suite des entiers naturels, A, vide, k(r) constante). 
et le théorème classique de Watson (A, et A, vides). Ils ont 
été inspirés par un théorème de Fuchs (A, régulière, A, vide, 
k(r) constante). 

Nous aurons à utiliser le théorème 2 sous la forme suivante 
(k(r) étant changé en —k(r)). 


TuéorèMe 2’. — Soit À une suite positive régulière dont la 

fonction de densité est D(r). Soit k(r) une fonction à variation 
ot ME 0 

bornée telle que lim - O2 ar < co. Il existe alors une 


Tr > © 
fonction F(w)==0, méromorphe pour u => 0, dont les pôles sont 
simples et portés par À, et qui vérifie, hors de cercles égaux 
arbitrairement petits centrés en ses pôles, log|F(#)| << — |p|k(r). 


Dans la suite nous aurons besoin d’une proposition du 
même type, mais qui fait intervenir le comportement de 
F(w) dans tout la plan, à l’exception d’une coupure. 


THÉORÈME 3. — L’énoncé du théorème 2 vaut lorsque (3) et (2) 
sont respectivement remplacées par 


rT > 


(3) lim a k(r) > 0 


et 
F (w) méromorphe et de pôles simples pour \§| <= 
F (w) =0 sur A,, et F(w) 4.00 hors de A, 
(2) [log |F (w)| << —|»| k(r) + O(u) en dehors de cercles 
égaux arbitrairement petits centrés sur A, 
et sur le demi-axe réel négatif. 


Posons encore 


PR er ak 


Pour avoir (2’), il suffit maintenant que, pour 101 7, b(w) 
soit holomorphe et qu’on ait 


ay(w)=— [AU a + ot) 
oF (sp) ee |e] k(r) + O(u). 
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La dernière inégalité est assurée si JL(w) est fonction impaire 
de », et si 
T 


JV (w) < — > k(r) pour <Q<t 


bo 


Ib (w) <— 0k(r) pour DST 
En effet, (= — 0 )k(r) <KY si k(r)< K et 0SI<LT. 
v Wee 
L'existence d’une telle fonction () est assurée par le 
lemme 1 du § 2 (Y(w) =—C(log#)). 


Nous aurons à utiliser le théorème 3 sous la forme suivante : 


THÉORÈME 3’. — Soit A une suite positive régulière dont la 
fonction de densité est D(r). Soit k(r) une fonction mesurable 
bornée positive telle que 

lim 


Tr > © 


f =BWalce. 


Posons k.(r) = min k(u). Il existe alors une fonction Fw)=£0, 
uzr 

méromorphe pour |0| < 7, dont les pôles sont simples et portés 

par À, et qui vérifie, hors de cercles égaux arbitrairement petits 


centrés en ses pôles et sur le demi-axe réel négatif, 
log |F(w)|<—|»| k(n) + O(u). 
Cet énoncé est obtenu à partir du théorème 3 par un simple 


changement de notation (k(t) en k.(t), A, en A), et l’utilisation 


du lemme suivant, avec p(x) = = (he —k. (e”)). 


Lemme. — Quelle que soit la fonction p(x) mesurable, non- 
négative et bornée, on peut choisir À, de façon que 


dim | f, (p(e) —D,(e*)) dx < +. 


Il est facile en effet de construire une fonction q(x) positive, 
telle que e“q(x) soit non-décroissante (et, par exemple, cons- 
tante par intervalles) et telle que | see (p(a) —q(a)) dx soit 
borné. On pourra alors définir A, par sa fonction de distribu- 
tion N,(r) =rD,(r) à valeurs entières, comprise entrerg(logr) — 1 
et rq (logr) + 1. 


+ 
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2. Etude du module maximum sur des droites verticales. — 
Nous allons terminer ce paragraphe en examinant la question 
suivante, qui se pose tout naturellement à propos des pro- 
blèmes d’approximation et d’unicité sur la droite réelle que 
nous étudierons plus loin. 


PROBLÈME. — Donner des conditions, portant sur la suite \ 


et la fonction m(u), pour que les hypothèses 


®(w) holomorphe pour u => u,(u, donné > 0) 
(4) log |D(w)| < mu) 
®D(w) — 0 sur À 


entraînent D(w) =0. 


On supposera m(u) croissante convexe, ce qui n’est pas une. 


restriction. 
Soit F(w) la fonction définie au théorème 2’. F(w) d(w) est 
holomorphe pour u > u, et satisfait 


log |F(w) D(w)| < m(u) — || k(r). 
si k(r) est non décroissante, log |F(#) ®(w)| < m(u) — |¢| ku). 
| Posons BGS F(w) D(w) e ru = s=o+ il. 


: i expression sous le signe ds est holomorphe liste “Sig et 


Bent eu wh QU 


A F(+r) 


ote définit donc une fonction H(s) holomorphe indé: 
ndante de u tant que jt}< k(u); Hons ces AT tet 


log H(s)| = m(u) Mess He Uu. = 


pre nd à u= u(s) fonction croissante de 5, les og 
Dermiatiant 2 à Hs) atti 


! 
ae 


> 
og 


a 


‘< 


I I er. 
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Prenons pour w(5)la fonction inverse de 5 = m'{u) soit p (5). 
On peut définir p(c) par 


Rate FAURE Fp(al—cu) =0 (u>0, e0)i 


Dans la suite, les fonctions convexes p(s) et mu) seront tou- 
jours liées par cette relation. On a H(s) —0 dès que 


(6) fptoe LD de = ww 
ou 
—f" da 
(7) #% piges 2H) do on. 
Les relations (6) et (7) sont d’ailleurs équivalentes : l’inté- 


gration par parties dans (7) montre que (6) entraîne (7), et la 
relation p'(s)<p(s+1) que (7) entraîne (6). Comme 
u,(5) > p'(s) pour ¢ assez grand, (7) entraîne (5). 

Les conditions (5) et {7) peuvent prendre une forme plus 
simple. Elles s’écrivent en effet 


“ds (t) 
k(t) 


En intégrant par parties, on voit qu’une telle condition 
(entraînée à fortiori par lim (er yee aay teat ghee te a 


[we Md A(u) = + «be AW = 5 


_ 4 = 
pd 


Me OMe dip à a eae 


; | (5) et (7) peuvent done s'écrire 


7! he 4 qe ay “Y 


RATE Sh ROUE 
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Nous désignerons par H(A, m{u)) (resp. K(A, p( (c))) l’ensemble | 
des hypothèses du théorème 4 portant sur A et m(u) (resp. sur | 


A et p(s)). 

Nous dirons qu’une fonction A(r) satisfaisant (8) est hée à 
À par H. 

REMARQUE. — On peut prendre pour A(r) la plus grande 


minorante croissante de D(yr) ou de D(yr), y constante, soit 
D.(yr) ou D.(yr). Cependant, L(r) étant la distribution loga- 
rithmique de À, il est préférable de prendre pour fe: k(e*) dx la 


r plus grande minorante convexe de L(ye*). Dans ce cas, il se 
peut que, pour X assez grand, ces deux fonctions ne soient 


a jamais égales : k(r) est alors nécessairement une constante, à 

ES savoir D.. Si k(r) est constante, on peut compléter le théo- 
__ rème par un résultat essentiellement dû à Fuchs [8]. 
#4 Tutorime 4. — Soit À une suite régulière, k une constante 
+ et u(r) une fonction croissante telles que | i 
 Ln>klogr+u(r)  (r>r). } 

Posons ¢,(u) = borne (s;(t} —2uit)). Moyennant la relation 


th RTL 
i ve * du= x, ts conditions (4) entraînent 0 (w) = 0. 


_ La démonstration repose sur le lemme de Fuchs. Désignons 
i ; ; soit G(w) et G, (sw) les fonctions de Fuchs 4 
de. A et A,, et ®, (w) = a Comme on a © 

_logl®, (w)| << m(u) — 2uu(r) < us,(u), 


héorème 4 résulte de l'application du théorème 4 où A et ? 
remplacées par A, et ®,. 
eut, dans l'énoncé du théorème 4’ remplacer klogr par à 


oa A, la suite = 


D, 


dt et ae par a a a (r) étant une fonetion crois. ‘À 
eus t, dans la See akan ci-dessus, de dé finir 
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Ÿ 4. Sur quelques problèmes d’approximation et d’unicité. 


4. Les théorèmes 4 et 4 du précédent paragraphe per- 
mettent de résoudre immédiatement des problèmes difficiles 
du champ réel. Le théorème 4’ a été implicitement appliqué 
par M. Fuchs à un problème des moments de Stieltjes généra- 
lisé [8]. Nous nous proposons d’appliquer le théorème 4 à 
quelques-uns des problèmes étudiés par M. Mandelbrojt à 
l’aide du principe des séries adhérentes ([{25], chap. v) 


ni 
une suite positive. Supposons qu il existe une mesure positive 
u. telle que 


(4) (f° adu(z)=M, (n=4, 2,...): 


CA 


PROBLÈME 1. — Soit | À,! une suite positive croissante. \M,! 
(‘ns ( 


Indiquer des conditions pour que cette solution soit unique. 


Remargue. — log M, est fonction convexe de A,. En effet, 


M, = max |F(w)|, avec Him [. er died 2). 
U—}n * 
Ce problème se réduit au problème classique de Stieltjes 
si A, =n. Il a été posé sous cette forme générale par.M. Boas 


dans [5]. 


PROBLÈME 2. — Méme énoncé, }h,{ étant ict une suite crots- 
sante d’entiers positifs, et les égalités (1) étant remplacées par 
(2) ¢ fa dy. (x) = M4. 


Ce probléme se réduit au probléme classique de Hamburger 
Sih en: 


Prosiime 3. — Soit }A,{ une suite positive croissante, P (a) 
une fonction continue positive, &(0, + 2) l’espace de Banach 
des fonctions f(x) continues sur [0, + %) avec lim f(x) = 0, la 

To 


norme étant ||f|| = max|f(x).. Indiquer des conditions pour que la 
\_æ" 
(P(x) 


æZ0 
suite soit complète sur &(0, + 2). 
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ProBLÈèME 4. — Même énoncé, {A étant ict une suite 
croissante d’entiers positifs, et &(0, - ©) étant remplacé par 
&(— w, + 2%), espace des fonctions f(x) continues sur la droite, 
avec lim f(x) =0 et ||f|| = max |f(2)|. 

| >< 

Ce problème se réduit au problème classique de S. Bernstein 

SAS TL 
. 

PROBLÈME 5. — Soit {À,| une suite croissante d’entiers post- 
tifs, }M,{ une suite positive. Indiquer des conditions pour que 
la seule fonction f(x) indéfiniment dérivable satisfaisant les 


relations 


(3) LF (@)P de < M3. 
(4) f%»(0) = 0 


sou la fonction f(x) =0. 


PROBLÈME 5’. — Méme énoncé, les relations (3) étant rem- 
placées par 
(3) x) < Ma. 


Ce problème se réduit au problème classique d’ Hadamard 
SA ET: 
Pour résoudre le problème 1, il suffit de poser 


Aa 


Pim) = | 2” (du(x) — du.(x)) 


où 2, est une mesure positive satisfaisant comme u les relations 
(1). D(w) satisfait les hypothèses du théorème 4 du $ III, si 
À = fX,{ est régulière et si m(u) est la plus grande fonction 
convexe telle que jm(A,) — log M,. Comme d(w) —0 entraîne 
¥.==,, on a l’énoncé suivant: 


THÉORÈME 1. — Soit m(u) la plus grande fonction convexe 
telle que §m(A,) = log M,. La condition H({à,}, m(w)) résout le 
problème 1. 


Pour résoudre le problème 2, décomposons {À,! en deux 
suites À, formée d’entiers pairs, et À; formée d’entiers impairs. 
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Si uw, est une mesure positive satisfaisant, comme u, les rela- 
tions (2), nous poserons 


D* (w) = = [ 2" (du. (x) + du (— x) — du, (x) — du, (—2)) 
e/ 0 


220 


{2 (dy. (x) — du (— x) — du, (2) + du, (—2)) 


© 0 


D (w) = 


| = DO] 


D (w) et D (w) satisfont les hypothèses du théorème 4 du § 3, 
en prenant pour À respectivement A, et Aj, et pour m{u) la 
plus grande fonction convexe telle que m(A,) = log M, quand 
A€A,. Si D'(w)=Ÿ (w) =0, on a encore u =. 


THÉORÈME 2. — Sout respectivement A, et A; les suites d’entiers 
pairs et impairs dont la réunion constitue ŸX,{. Soit m(u) la plus 
grande fonction convexe telle que m(i,) = log M, quand À, est 
paire. La réunion des conditions 


| H (A) m(u) 
| H(A;, m(u)) 


résout le probléme 2. 


Pour résoudre le problème 3, posons 


ee] x“ 
NE i. P(x) du. (x) 


u étant une mesure bornée ( f'Idul <0 ) telle que 

DURS ees USN et as i 
le problème revient à donner des conditions entraînant D(w) —0. 
Or 
log |®(w)| < cage (ulogx— log P(x)) + Cte= m(u) + Cie (u>0) 
p(c) est alors la plus grande fonction convexe inférieure ou 
égale a log P(e’). 


Tutorime 3. — Soit p(c) la plus grande minorante convexe 


de log P(e?). La condition K(}A,}, p(s)) résout le problème 3. 


Pour résoudre le probleme 4, on pose 


dt [7 a (dele eels) 
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u étant une mesure bornée telle que 


AT AIT 
| Le du(x) —0 n=41pla, 
: - P(x) ne 
Tutorime 4. — A, et A; étant définies comme au théorème 2, 
soit p(c) la plus grande fonction minorante convexe de log P(e°) 
et log P(—e°). La réunion des conditions 


K(A,, p(s)) 
K(A, p(s)) 
résout le problème 4. 


Pour résoudre le problème 5, considérons la transformée de 
Fourier g(y) de f(x), et posons 


b* (w) = fP y"(g(y) = 8(—y))dy 


D*(w) et ® (w) s’annulent respectivement sur A, et Aj, et 
satisfont d’après l’inégalité de Schwartz, 


D (w) <[ [y 8 (y) dy] + O (1) (0 > 4). 


Si mu) est la plus grande fonction convexe telle que 
Sm(n) < log M,, on a done log!®*(#)|< m(u+1)+ O(4). Il 
suffit alors d'appliquer le théorème 4 du § 3 à D*(#— 1). 


THÉORÈME 5. — Même énoncé que le théorème 2, m(u) étant 
ict la plus grande fonction convexe telle que 
‘m(n) < log M,. 


On ramène le problème 5’ au probleme 5 grâce à un artifice, 


. dù a MM. Mandelbrojt et Wiener et exposé dans [25] p. 146. 


Les conditions du théorème 5 résolvent ainsi, on s’en assure 
très facilement, le problème 5’. 


REMARQUES SUR LES CONDITIONS H(A, m(u)) ev K(A, p(s)). 

1. Dans les théorèmes 1, 2, 5, on introduit m(u) pour pou- 
voir appliquer une des conditions (5), (6), (7), (5’), (7) du § 3. 
On peut facilement éliminer m(u) des énoncés. Ainsi, les condi- 
tions (5’) et (7) permettent respectivement d’obtenir les 
variantes suivantes des théorèmes 1 et 5: 
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mate D ite ré a ; 
S1 ar. est une suite régulière à laquelle k(r) est liée par H, 
a condition 


z 4 Was \ 
> (An; a An) exp. E à ù 1 (Et ee log N ste) == dre 
N= 1 = 1 (An) \ A += À An 
résout le probléme 1. 

À, et A; étant les parties paire et impaire de À, auxquelles 
k,(r) et ki(r) sont liées par H, }log Mf! étant la suite régularisée 
convexe de jlog M,{ (cf. [24], p. 16), la réunion des conditions 

S an __ 1 log Mi_, + log Mj.,—2log MT __ 
Non’ 2 k(n) LS 
N= 1 42) 
(pour k =k; et k — k,) résout le problème 1. 

2. Chaque condition H ou K équivaut aux conditions 
classiques de Carleman, S. Bernstein et Denjoy-Carleman 


(respectivement relatives aux problèmes 1 et 2, 4, 5) quand 
Basan. 


3. Ces conditions sont voisines de celles de Mandelbrojt 
(obtenues par M. Mandelbrojt pour des A, entiers [24], et 
étendues par M. Agmon, en ce qui concerne les problèmes 1 
et 3, aux suites }A,{ régulières [1]). On obtient ces dernières, 
au lieu des nôtres, quand on remplace dans (7) k(r) par D.(yr) 
ou D.(yr) (ce qui est une restriction) et p'(s) par p(s) (ce qui 
est une amélioration). Elles entraînent les nôtres dès que 
p'(¢) > ep(c), e constante, ou um’(u) — m(u) < Au, À constante. 
Nos conditions ont pour avantage principal de ne faire inter- 
venir les suites À que par leurs distributions logarithmiques. 
La méthode de M. Mandelbrojt, basée sur son « inégalité 
fondamentale », a pour avantage essentiel de permettre la 
résolution d’un problème que nous n’avons pas abordé : celui 
de la quasi analyticité généralisée sur une demi-droite. 

Les théorèmes de Fuchs, obtenus en appliquant le théo- 
reme 4 du § 3 au lieu du théorème 4, peuvent être utilisés 
quand dans nos énoncés la meilleure fonction k(r) est une 
constante. 


2. Nous allons maintenant, au lieu du théorème 4, appli- 
quer le théorème 3’ du § 3 et le théorème du $ 1 à l’étude 
des problèmes suivants : 


ProBLèmME 6. — Méme énoncé que pour le problème 1, le | 
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support de vu. étant de plus supposé porté par un ensemble fermé 
donné S de la demi-droite x >0. 


Prostime 7. — Méme énoncé que pour le problème 3, 
6(0, +) étant remplacé par l’espace &(S) des fonctions f(x) 
continues sur (0, + 2), avec lim f(x) = 0, la norme étant 


LT © 


[fl] = maxlf(x)l 
| ES l 


PROBLÈME 8. Soit }A,{ une suite croissante d’entiers 
impairs; }M,\ une suite positive. Indiquer des conditions pour 
que la seule fonction f(x) paire, indéfiniment dérivable, satisfat- 
sant les conditions (3) et (4), et telle que son spectre (support de 
sa transformée de Fourier) soit contenu dans un ensemble symé- 
trique S, soit la fonction f(x) =0. 


PROBLÈME 8. — Même énoncé, les conditions (3) étant rem- 
placées par (3'), le spectre étant défini comme l’ensemble des 
singularités de la transformée de Fourier-Carleman. 


Pour étudier le problème 6, supposons A= }A,{ régulière 
et considérons les fonctions k(r) et F(w) définies au théorème 3’ 
du § 3. Désignons par v, une mesure satisfaisant les mêmes 
conditions que uw, posons 7 — e;, 


4 
17 (dix) — dy.(x = dB(§) 


H(s) — rae Keita eS 


s—5—+1, K constante telle que 
log|®(w)|<—|»|k.(r) + (K—1) |u| 


hors des cercles exceptionnels. Si p(s) = max (A,5 — log M,), 


il suffit de se référer à la démonstration du “théorème 4, 83, 


pour voir que H(s) est holomorphe pour |t|<k.(p’ (<)) et 
satisfait dans cette bande log|H(s)|< — p(c). 
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Formellement, on a 
(7) H(s) = J__ h(s —#) BQ), 
avec 
a a é ou 
h (s) = — | F (c + we C+ K)(c+iv) ide 
LI UM (1 totes ip)? 
c > 0. L'égalité (7) vaut manifestement pour él <[k. << mink(r). 
Posons : 
4 17 (Argw— +a) 7 3 
hia(s) = — | Ries EU ER M 2 ds 
Tals (4+cti+w) 
0< «<< 7. Le logarithme de l’expression à intégrer est infé- 
rieur à 
rk. sina + 2K\cos a|—5cosa+tsinæ] —(¢ + K)e+|t|4-O(4) 
h . .(s)est done définie et holomorphe si 
+k. sin « + 2K icos «| — 5 cos a Ttsina <—:e<0 
et alors loglh.a(s)| <'—5c+jti + O(1). 


Dans l’angle où les deux membres sont définis, on a 


Rs LS NEA z (s) 


hx z \s) est donc prolongeable en une fonction bornée à l’exté- 


rieur de la demi-bande +t >k.—e, |o|< 2K +e. Comme 


SR nr —(s + K)(e + iv) idy 
h(s)=hz(s)—h += fF (¢ + Whe nears 
h(s) est preci 9 dans le plan privé de ces deux demi-bandes, 
et log|h\(s) NE + |t|+ O(4), O(1) étant uniformément 
borné par rapport ac si c est à une distance > € > 0 de A. 

Soit E la réunion des segments de longueur 4K + 2e cen- 
trés sur le support de B. D’après (7), H(s) peut-être définie 
dans les bandes c€CE et y satisfait 


log|H(s)|<log J e*ld(E)|— se + it + O(1) 
soit, par un choix convenable de c, 


log|H(s)|< —p(s) +|¢| + 0(1). 
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H(s) satisfait donc les hypothèses du § 1. Comme H(s)==0 
entraîne ?(w)==0 et B=0, on a le résultat suivant: 


TutorEmMe 6. — jÀ,{ étant régulière, soit k(r) une fonction 
mesurable bornée positive telle que 


(OO = ON) (r=) 


posons k.(r)=mink(u). Soit Q une réunion de segments de 


u>zr x 
longueurs indéfiniment croissantes ne contenant aucun point 
logs, seS. Posons p(c) = max (À,5 —log M,). La condition 

n 


Eo SD de 
aS —_“"___ey(Q: 5) ds = ©, ¢>0 
| p(s) exp. | 2 J «eco. (p'(æ)) pat ? oy: 20 


résout le problème 6. 


Quitte à changer seulement la définition de 6, on a 


THÉORÈME 7. — Méme énoncé relativement au problème 7, p(s) 
ayant ict la même signification qu’au théorème 3. 

Quitte à remplacer dB(£) par (g(e*) + gle *))ef dé, on résout 
de même le problème 8. 


THÉORÈME 8. — Méme énoncé relativement au problème 8, 
p(s) ayant ict même signification qu'au théorème 5. 

Il suffit encore d'utiliser la transformation de Mandelbrojt 
et Wiener, en remarquant qu’elle conserve le spectre (à l’excep- 
tion peut-être de l’origine), pour ramener le problème 8 au 
problème 8. 

La solution du problème 8' généralise le théorème 12 du 
$ 4 du chapitre 1. Il permet de définir de nouvelles classes 
quasi analytiques &(A)nC{M,{, dont les fonctions soient 
caractérisées par la donnée de leurs dérivées d’ordre À, en un 


point. 


Des problèmes analogues ont été récemment étudiés par 
M. Mandelbrojt à l’aide de son inégalité fondamentale [28]. 
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THEORY OF CAPACITIES (') 
by Gustave CHOQUET (’)(°). 


INTRODUCTION 


This work originated from the following problem, whose 
significance had been emphasized by M. Brelot and H. Cartan: 

Is the interior Newtonian capacity of an arbitrary borelian 
subset X of the space R° equal to the exterior Newtonian 
capacity of X? 

For the solution of this problem, I first systematically 
studied the non-additive set-functions, and tried to extract 
from their totality certain particularly interesting classes, 
with a view to establishing for these a theory analogous to 
the classical theory of measurability. : 

I succeeded later in showing that the classical Newtonian 
capacity f belongs to one of these classes, more precisely: if A 
and B are arbitrary compact subsets of R’, then 


f(A UB) + f(ANB)Sf(A) + f(B). 
It followed from this that every borelian, and even every 


analytic set is capacitable with respect to the Newtonian capa- 
city, a result which can, moreover, be extended to the capa- 


(!) This research was supported by the United States Air Force, throught the 
Office of Scientific Research of the Air Research and Development Command. 
Ce travail a été mis au point en anglais a la suite de conférences en anglais; une 
version française n’aurait pu être prête à temps pour l'insertion dans ce volume. 
Le petit article qui suit, complétant celui-ci, est naturellement publié dans la 


même langue. (Note de la Rédaction). 
(2) Visiting Research Professor of Mathematics, University of Kansas, Lawrence, 


Kansas, 1953-1954. 

3) I wish to express my thanks to Professor G. B. Price for the very valuable 
help which he extended to me in connection with establishing the final version of 
the English text; thanks are due also to G. Ladner, K. Lucas, and E. McLachlan 


for their untiring collaboration. 
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cities associated with the Green’s function and to other clas- 
sical capacities. 

The above inequality, which may be called the inequality of 
strong sub-additivity, is equivalent to the following : 


V(X; A, B) =f(X)—f(XU A) —f(X UB) +f(X UAUB) SO. 
Now, this relation is the first of an infinite sequence of inde- 


pendent inequalities, each of the form V,(X: À i Ag nt Aged: 
which expresses the fact that the successive differences — in 
an obvious sense — of the function f are alternately positive 
or negative. 

Thus, the Newtonian capacity is seen to be an analogue of 
the functions of a real variable whose successive derivatives 
are alternately positive and negative. 

It is known from a theorem of S. Bernstein that these 
functions, termed completely monotone, have an integral 
representation in terms of functions ee“. Likewise, the set 
functions which are « alternating of order infinity » possess 
an integral representation in terms of exponentials, that is, 
of set functions }(X) which satisfy 


O<V<1. and (XU Y)=U(X).4(Y). 


These exponentials take values in [0, 1] only, and this makes it 
possible to give a remarkable probabilistic interpretation of 
the functions which are alternating of order infinity. 

More generally, a detailed study of several other classes of 
functions justifies the interest in the determination of the 
extremal elements of convex cones of functions, and in the 
utilization of the corresponding integral representations. 


Cuaprer I. — Borelian and analytic sets in topological 
spaces. — In this chapter, borelian and analytic subsets of 
arbitrary Hausdorff spaces are redefined and studied. In 
fact, a mere adaptation of the classical definitions would 
lead to sets of an irregular topological character for which 
an interesting theory of capacitability could not be construc- 
ted. Therefore, we designate as borelian and analytic sets — 
the sets which are generated by beginning with the compact 
sets and using the operations of countable intersection and 
union, and continuous mapping (or projection) only. Thus 


| 
~~ 
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the operations of « difference » or « complementation » are 
not used. 


The role which the G; sets play in the classical theory is here 
played by the K,; sets. 


Cuapter II. — Newtonian and greenian capacities. — In 
this chapter, the Newtonian and Greenian capacities of 
compact sets and, thereafter, the interior and exterior capa- 
cities of arbitrary sets, are defined. An equilibrium poten- 
tial h(X), and a capacity, f(X), are associated with each 
compact subset X of a domain. The successive differences 


(— 1)"V(X; A,, ..., A,) are defined for each of these func- 
tions; it is shown that each V, is non-positive, and the condi- 


tions for the vanishing of the V, are determined. 

It is shown that the sequence of these inequalities for the 
capacity f is complete in the sense that every inequality 
between the capacities of a family of compact sets obtained 
from p arbitrary compact sets by the operation of union is a 


consequence of the inequalities V,<0. A more penetra- 
ting analysis shows that this result remains valid for the capa- 
cities of the sets which are obtained from p arbitrary compact 
sets by means of the operations of union, intersection, and 
difference. 

From the relation V, <0, the following important inequality 
is obtained : 


FU A) (Ua) YA) fla, 
for every finite or countable family of couples of compact sets 


a; and A; satisfying the relation a, € A, for each 1. 


Furthermore, from the relation V,<0, we deduce a result 
concerning the capacity of certain compact sets, relative to 


domains which are invariant under a one-parameter group of 


euclidian motions. 

The chapter ends with the study of the differential of f(K) 
with respect to suitable increments AK of K, and with the 
derivation of a formula which shows that the Green’s function 
G(P,, P,) of a domain is a limit of the function 


_ f(Ki) + FR) — f(KiU Ki), 
G(K,, K,) = oe f(K,) 
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Cuapter III. — Alternating and monotone functions. Capa- 
cities. — This chapter introduces several classes of func- 
tions and certain basic concepts as follows: alternating 
(monotone) functions of order n or which are mappings 
from a commutative semi-group into an ordered commu- 
tative group and which satisfy inequalities of the form 
Vp 0 (V7, = 0); the concept of conjugate set functions, 
connected by the relation 


o'(X’) + ¢(X)=0, where X'= [ X is the complement of X 


the concepts of capacity on a class of subsets of a topological 
space, of interior capacity (f,) and exterior capacity (f*), of 
alternating and monotone capacities, of a capacity which is 
the conjugate of another capacity. 


Cuapter [V. — Extension and restriction of a capacity. — 
The extension f, of a capacity f,, defined on a class 6, of 
subsets of a space E, to a class 6, properly containing 6,, 
by means of the equality f,(X) = f{(X), can often be used 
as a means for regularizing the class 6, and also as a means of 
simplifying proofs of capacitability. 

On the other hand, the operation of restriction will some- 
times make it possible to replace the space E by a simpler 
space. 

Furthermore, the preservation of various classes of capa- 
cities (alternating or monotone) under these operations of 
extension and restriction is studied; for instance, let &, be the 
class of all compact subsets of a Hausdorff space E; then, if 
f, is alternating of order n, the same is true for every exten- 


sion f, of f,. 


Cuarprer V. — Operations on capacities and examples of 
capacities. — First, several operations which leave certain 
classes of capacities invariant are studied: for instance, if 
a capacity g(Y), alternating of order n, is defined on the class 
A(F) of all compact subsets of a space F, and if Y = ¢(X) 
denotes a mapping from (E) into X(F) such that 
o(X, u X,) = = ¢(X,) v ¢(X,) and which satisfies, in addition, 
a certain requirement of continuity on the right, then the 
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: : Megs re 
function f(X) = g(Y) is also a capacity which is alterna- 
ting of order n. The projection operation is such an operation 
and will play an essential role in the study of capacitability. 

The remainder of the chapter is devoted to the study of the 
following important examples of functions and capacities 
which are alternating of order co: the operation sup on a 
group lattice ; increasing valuation on a lattice (for example, 
a non-negative Radon measure); functions derived from a 
probabilistic scheme; exponentials; energy of the restriction 
of a measure to a compact set; and others. 


Cuapter VI. — Capacitability. Fundamental theorems. — 
First, the alternating capacities are studied: we establish 
conditions, to be imposed on E, &, and f, which will suffice 
to imsure the preservation of capacitability under finite or 
denumerable union, and which will imply the validity of the 
relation 


f*(U A.) =limf*(A,) (where A,< A,,.,). 


It then follows from a general theorem that every K;; 
contained in a Hausdorff space E is capacitable with respect to 
every alternating capacity f defined on {{E). In order to 
pass from these K,; sets to arbitrary borelian and analytic 
sets, we use the fact that every analytic subset of E is the 
projection on E of a K,s contained in the product space 
(E x F), where F is an auxiliary compact space; and we asso- 
ciate with f the capacity g on À(E X F), where g is defined by 


g(X) =f (preX). SRE 
It is then easily proved that every g-capacitable subset of 
(E x F) has a projection on E which is f-capacitable. Now, g 
is alternating as well as f; hence, every K,3 of (E X F) is 
g-capacitable. From this follows the f-capacitability of all 
analytic subsets of E. 

A number of counter-examples show that it is impossible to 
improve on the results obtained: in particular, by using a 
result of Goedel we prove that it is not possible to esta- 
blish the capacitability of all complements of analytic sets. 

After giving several applications of these results to measure 
theory, we investigate monotone capacities. Their study is 


136 GUSTAVE CHOQUET 


reduced to that of alternating capacities by means of the 
concept of conjugate capacity. From the general theorems 
obtained in this way, special cases such as the following are 
derived : 

If E is a complete metric space, and if f 1s a monotone 
capacity of order 2 on K(E), (f(A u B) + f(A n B)=f(A) + f(B)), 
then all borelian subsets of E and all complements of analytic 
sets are capacitable. 


Cuapter VII. — Extremal elements of convex cones and inte- 
gral representations. Applications. — In this chapter, we study 
several convex cones whose elements are functions; we deter- 
mine their extremal elements and employ them to obtain inte- 
oral representations of these functions. The basic tool for 
these representations is the theorem of Krein and Milman 
concerning convex and compact subsets of locally convex 
spaces, and its immediate consequences. This theorem enables 
us to state the existence of such a representation in the case 
of a cone such that its base and also the set of extremal point 
of the base are both compact. Uniqueness of this represen- 
tation implies that the cone under consideration is a lattice; 
but it has not been proved that this condition is sufficient to 
insure uniqueness. 

We study in this manner the positive increasing functions 
defined on an ordered set, the increasing valuations on a 
distributive lattice, and, in particular, the simply additive 
measures defined on an algebra of sets; for these we use the 
compact spaces which Stone associates with these algebras. 

The study of the cone of all positive functions which are 
alternating of order infinity on an ordered semi-group S illus- 
trates the significance of the exponentials ) defined on a 
semi-group (OL b<14, and ¢(atb) = (a). ¥(b)). When 
S=R, orS = R", theorems analogous to those of S. Bernstein 
are obtained; when S is an additive class of subsets of E, then 
we find extremal elements each of which is characterized by 
a filter on E. | 

In seeking a way to study the cones whose elements are 
capacities on À(E) we are led to the introduction of a « vague 
topology » on the set of all positive increasing functions f 
defined on K(E): this is achieved by the use of the extension 
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of f to the set Q. of all numerical functions defined on E 
which are non-négative, continuous, and zero outside of a 
compact set. 

It is then proved, for instance, that if E is compact, the set 
of all capacities f which are positive and alternating of order 
oo on À(E), and which satisfy the relation f(E) = 1, is compact 
in the vague topology, as is also the set of its extremal points. 
This leads to a remarkable probabilistic interpretation of 
these capacities, and makes it possible to prove that the class 
of these capacities is the least functional class containing all 
positive Radon measures, which is stable in a certain sense, 
with respect to continuous mappings. 

Thereafter, we take up the study of those classes of func- 
tionals on Q, which may be obtained from the primitive 
functions f, defined by the relation f,(¢) = ¢(a) by means 
of the following operations: superior envelope, inferior enve- 
lope, and integration (g= lf. du (A)). 

The chapter ends with the study of the relations between 
the pseudo-norms defined on a vector lattice V and the func- 
tions f which are strongly sub-additive on V, 


CHAPTER I 


BORELIAN AND ANALYTIC SETS IN TOPOLOGICAL SPACES 


4. Introduction. — There are difficulties in extending to 
an arbitrary topological space E the classical results concer- 
ning the parametric representation of borelian sets. For 
example, in a general setting each subset of E is the continuous 
and 1-1 image of an open set of a suitable compact space; for 
one can easily construct a compact space which contains an 
open set of a given cardinal and each of whose points is iso- 
lated. 

In order to obtain theorems of interest, one is, therefore, 
led to modify the classical definitions. In particular, we shall 
have to eliminate the open sets and begin with the compact 
sets, which possess topological characteristics invariant under 
continuous mappings. Therefore, we shall be led to replace 
the sets Gs, whose role is fundamental in the study of classical 
borelian and analytic sets, by the sets K,;; which we shall 
define in terms of compact sets. 

1. 1. Derinttion. — A class & of subsets of a set E which 
contains the intersection and the union of any denumerable 
family of elements of 8 will be called a borelian field on E. 

1. 2. Derinition. — If E is a Hausdorff topological space, 
the smallest borelian field on E which contains each compact set of 
E will be called the K-borelian field of E and denoted by ®(K). 
The members of &(K) will be called K-borelian sets. 


2. Classification of K-borelian sets. — One can show, as in 
the classical theory, that the K-borelian field of E is the 
increasing union of a transfinite sequence of type Q of classes 


Dig RON, so aN; ug tessla 0) 
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where 

(1) À, designates the class of compact sets of E; 

(1) À, designates the set of denumerable intersections 
(unions) of elements belonging to Jig where 6 < ao if & is even 
(odd), the limit numbers « being considered as even. 

We shall designate in general the classes with finite indices 
by Ki, Ke, fs, ..., and we shall say, for example, that a set is 
a K,» if it belongs to the class K,». 


2. 1. Immediate consequences. 

(i) Each finite union or intersection of sets of one class i, 
belongs to that class. Each denumerable intersection (union) 
of sets of À, belongs to À, if « is even (odd), 

(u) A simple argument by transfinite induction shows that 
each K-borelian set of E is contained in a K, of E. It follows 
that if E is a separable and complete metric space which is 
nowhere locally compact, not all borelian subsets of E, in the 
classical sense, are K-borelian; on the other hand, we shall see 
later that all classical borelian subsets of a separable and 
complete metric space are K-analytic. 

If E is such that each open set G of E is a K,, each closed 
set F of E is, of course, also a K.; then the field of borelian sets in 
the classical sense is identical with the K-borelian field (°). 
This is the case when, for example, E is a separable and locally 
compact metric space or, more generally, when E is a metric 


space which is a K,. 


3. K-analytic sets. — We shall now define a class of sets ana- 
logous to the classical analytic sets. 


3. 1. Derinirion. — In a Hausdorff topological space, 
each subset which is the continuous image of a Kgs contained 
in a compact space sill be called a K-analytic set. 


3. 2. Tuzorem. — Each subset of a Hausdorff space which 
is the continuous image of a K-analytic set is also K-analytic. 
The class of K-analytic subsets of a Hausdorff space is a bore- 


lian field. 


(5) It would be interesting to see, if, conversely, this identity entails that each 
open set of E is a K,, 
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Proof. The first part of the theorem follows immediately 
from the transitivity of continuity. 

In order to establish the second part of the theorem, let 
A,, Ax, ..., An ..., be a sequence of K-analytic sets of E, 
where A, is the image, under the continuous mapping f;, 
of the set B, CF,, where B, is a K,s and F, is a compact space. 


Let us show first that A,=(JA, is K-analytic. Let F 


be the compact space obtained by the compactification of 
the topological sum-space dE by the addition of the point 


at infinity; let B= CIE the set B is by definition a subset 
of F. 

We shall designate by f the mapping of B into E whose 
restriction to B, is identical to f,; this mapping is clearly 
continuous and we have A, = f(B). 

It remains only to show that B is a K,3. Now by definition 


we can set B, = ()B.; (i = 1,2, ...,) where each B,,;ris 
a K, of F,. Since the F, of F are mutually disjoint we have 
B=UB,=N(U Bs); Since eae is a K,, B is indeed 
a Kap. igh | 

Finally, let us show that A; = (A. is K-analytic. Let 
F = |[F,, the product space of the F,, and designate by C 
the subset of F defined by C= [[B,. The set C is the inter- 


section of the cylinders b, of F where b,—B, X IT ¥ >: 
each b, is a Kgs, and therefore the same is true of C. "7" 

Furthermore, we shall designate by f, the canonical exten- 
sion to b, of the given mapping of B, into E; f, is therefore 
defined at each point of C. The set of points of C at which 
f, =f, is closed relative to C, for each n, since f, and f, are 
continuous; therefore the set of points of C at which f, = f 
for all z and 7 is the intersection of C and a closed subset of F. 
LS intersection is therefore a K,;; which we shall designate 

y B. 

We shall designate by f the restriction of the f, to B. This 
restriction is continuous on B and since f,(B) € A, for every n, 
we have f(B)C A;. On the other hand A;Cf(B). For let 
y € À5; for every n there exists an x,e B, such that RE ET 
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The point x = (x,) of F belongs to B and we have therefore 
f(x) = y. Thus A; = f(B) and A; is the continuous image 
area / KS. 


3. 3. Soulin’s operation A. — Suppose that A, is a class 
of subsets of a set E where A denotes a finite sequence 
(7, Rs, ..., R;) Of positive integers. For every infinite sequence 
S—(n;, Ny, ..., Ni, ...) of positive integers, set 


Ac a (An, ss Ny 
i 


The set A= LUA. is called the nucleus associated with the 


class $A,{; it is also referred to as the set obtained from this 
class by Souslin’s operation. 

Let S denote the topological space of all sequences s, lexi- 
cographically ordered with the topology induced by that 
order; then it can be easily shown that A is the canonical pro- 


jection on E of a set 4C(E XS), with = (labs where 


each -b;(i = 1, 2,...) is a countable union of elementary sets of 
the form (A, X à), with à, denoting an interval of S. An 
immediate consequence of this is the following theorem : 


Tasorem. — /f a subset of a Hausdorff space E is obtained 
by Souslin’s operation from a class of K-analytic sets, then that 
subset itself is K-analytic. 


Derinitrion. — Every subset of a Hausdorff space E, obtained 
by Soulin’s operation from a class of compact subsets of E is 
called a K-Souslin set. 

It is easily shown that, if fis a continuous mapping from a 
compact space E into a Hausdorff space F and if Bc F, then 
the set A = f ‘(B) is a K-borelian set of class K, (respectively, 
K-Souslin, K-analytic), if B is of class K, (respectively K-Sous- 
lin, K-analytic). 

3. 4. DerinitTion. — A subset À of a Hausdorff space is 
called a set of uniqueness if À is the continuous and 1-1 image 
of a Ks of a compact space. 

3. 5. Turorem. Every denumerable intersection of sets of 
uniqueness is & set of uniqueness. Every denumerable union 
of disjoint sets of uniqueness is a sel of uniqueness. 
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Proof. For the first part we may refer to the end of the 
proof of Theorem 3. 2 and remark that if the f, are 1-1, then 
there exists in B a single point æ —(x,) such that f(x) = y. 
The same remark applies to the second part. 


4. The K-borelian sets. — Later in this work we shall use 
the fact that the K-borelian sets are K-analytic. More pre- 
cisely, the following theorem holds. 


4. 1. Turorem. — Every K-borelian set is K-analytic. 
Furthermore, if the Hausdorff space E has the property that 
each subset of the form KG ts a K,, (where G is open), then 
each K-borelian subset of E is a set of uniqueness. 

Proof. The first part is an immediate consequence of the 


- fact that each compact set is K-analytic. The field of K-bore- 


lian sets is therefore a subfield of the field of the K-analytic 
sets. 

We shall prove now the second part of the theorem. Assume 
at first that E is compact. Then each open set G of K is a 
K, by hypothesis. The borelian field generated by the open 
sets of E is identical with the increasing union of a transfinite 
sequence of type {2 of classes 


ea Wate aera bo ithe AP aes cick Lies 
where 

(i) @, denotes the set of open sets of E; 

(i1) ©, denotes the set of denumerable unions (intersec- 
tions) of elements belonging to the Gs where B <a if a is 
even (odd) with the same convention as above for the limit 
ordinals &. 

We shall designate the classes with finite indices by 
GO, Gs, Gs, ... Since each G is a K, we have G,CA,. 
Likewise, by taking complements, we have À, CG,. By trans- 
finite induction it follows that for each a <Q we have ©, ci, 
and À, CG... Moreover, ©, is identical with the set of 
complements of elements of h,. 

Let us suppose then that for an even « we have shown that 
each element of 6, and of k, is a set of uniqueness; the 
same is true of the elements of (ÿ,., because the class of sets of 


uniqueness is closed under the operation of denumerable 
_ intersection. Then let K,,, be an element of # 


Arie By defi- 
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ition we have K = K" wher x" \ 
nl V dere A, where Ke, and we can 
n 


always suppose that the K° form an increasing sequence. 
We have therefore K,.,, = K'U hikes ee Ko) }- Now 
Ki Ki= Ki NT ks = Ky-'nes, 


This set is the inter- 
section of two elements of G,.,: hence it is a set of uniqueness. 
Therefore K,.,, which is a denumerable union of disjoint sets 
of uniqueness, is a set of uniqueness. 

It can be shown similarly, by interchanging the roles of ©, 
and Ji, that if, for «a odd, the elements of G, and #, are 
sets of uniqueness, the same is true of the elements of ©,,, 
and À. ¢- 

Now if « is a limit number (and therefore even), and if for 
each 8 < « the elements of Gg and of ‘ig are sets of uniqueness, 
the same is true of the elements of &, and of di. 

This is obvious with regard to À, since it is true of denume- 
rable intersections; for ©, this follows from the fact that 
each ®&, can be written in the form of a denumerable union of 
disjoint elements of classes Gg with 6<«. By transfinite 
induction each element of a ©, (or A,) is therefore a set of 
uniqueness. 

Consider now the case where E is not necessarily compact. 
If A is a K-borelian set of E, it is contained in a K;= | JK, 


where the K, are compact and increasing with n. Therefore A 
is the union of thesets ANK, and AN(K,,,,—K,) forn=1, 2,... 
Each of these sets is a K-borelian set and is contained in a 
compact set. They are therefore sets of uniqueness. Since 
they are disjoint their union is again a set of uniqueness. 


4.2. Remark. — If E is a separable complete metric space, 
we have already observed that a subset of E which is borelian — 
in the classical sense is not necessarily K-borelian. On the 
other hand, since such a space is homeomorphic to a Gg of a 
compact metric space, we can assert that a subset of E which 
is borelian in the classical sense is homeomorphic to a K-bore- 
lian set. Such a set is therefore always K-analytic. This 
remark will allow us to apply our theory of capacities to the 
subsets of separable complete metric spaces which are borelian 
or analytic in the classical sense. 
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4. 3. Remark. — We have not obtained in the prece- 
ding all the results parallel to those concerning the borelian 
sets in the classical sense. We shall state here a few of 
these in the form of problems. 


4.4.  ProBcem. — If a subset A of a compact space E is 
homeomorphic to a K-borelian set of class À, (respectively 
K-Souslin), is A a K-borelian set, and if it is, is A of the class 


À, (respectively K-Souslin)? 


The results of Sneider [1 and 2] (*) show that the answer to this 
question is affirmative whenever E is such that the union of 
every class of open subsets of E is union of a countable subclass 
of that class of open subsets. 


4.5. ProBcem — If Eis compact, is each subset of uni- 
queness (or more generally, each continuous image (N; —1)(°) 
of a K,;5 of a compact space F) a K-borelian set? 


4. 6. Prostem. — If E is compact, is every K-analytic 
subset of E also a K-Souslin set? 


5. The operation of projection. — In the classical theory of 
analytic sets one shows that each analytic subset of a Eucli- 
dian space R” is the orthogonal projection of some G; of a 
space R"*' containing R". We shall need later the following 
analogous theorem. 


>. 1. THrorem. — Jf E is a Hausdorff space, then each 
K-borelian subset of E (and more generally each K-analytic set 
which is a subset of a K,) is the canonical projection on E of 
a K;5 of the product space of E and a compact auxiliary space. 


Proof. The proof will be given first under the assumption 
that E is compact. If the set ACE is the continuous image 
under the mapping f of a set B, which is a K,5 in the compact 
space F, the set A is the projection on E of the graph [ C(E x F) 
of the function y = f(x) defined on B. 

Now the continuity of f implies that [is identical with the 


intersection of I’ and the product E x B, that is to say, |’ is the 


(‘) Numbers in square brackets refer to the bibliography given at the end of this — 


report, 


_ (5) An application is (N,— 1) if the inverse image of every point is at most enu- 
merable. — 


§ 
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intersection of a compact set with a Kj. Therefore [' is a 


Ks, which proves the theorem. 


74 


More generally, if E is a Hausdorff space and if A is K-ana- 
lytic and contained in the union |_)K, of compact sets K, of E, 


then A is the continuous image, by means of the function f, of 
some B, which is a K,; contained in the sum Sy of compact 


spaces F,, such that f(BNF,)CK, If we take for F the 
compact space obtained by the Alexandroff compactification 


of °F, then the graph of fin E x F is still a K; and its 


— 


projection on E is identical with A. 
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CHAPTER IL. 


NEWTONIAN AND GREENIAN CAPACITIES 


6. Newtonian and Greenian capacities. — Let D be a 
domain in R’ which possesses a Green’s function. (For v= 3 
any domain D possesses a Green’s function, but for y = 2 there 
are domains D which are not « Greenian »). 

Let G(P, Q) be this Green’s function, and let u be a Radon 
measure on a compact subset K CD. The potential of uv. for 
this kernel G(P, Q) is by definition 


Ur(Q) =f G(P, Q)du(P). 


If u is positive, this potential is positive and superharmonic 
on D; itis harmonic on (D — K) and tends to 0 whenever Q tends 
toward a point on the boundary of D, with the exception of 
the so-called irregular frontier points, which form a rare set 
in a sense defined in modern potential theory (see, for example, 
M. Brelot [1]). 

Let us say that a positive measure v. on K is admissible if 
U#(Q) <1 everywhere on D. The total mass of u is the 


integral fau. The supremum of the total masses of admis- 


sible measures on K is called the capacity of K (relative to D). 
For example, the capacity of K is zero if the potential of each 
non-zero positive measure on K is unbounded on D. 

For a fixed domain D, this capacity is denoted by f(K). 
The following properties of f(K) are well known. 


6. 1. f(K) 0 and is an increasing function of K, that is, 
f(K) SAK) #K,CK, 
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6.2. f(K) is subadditive, that is, 
f(K, UK.) < f(K,) + f(K,). 


For let u be an admissible measure on (K, U K,) whose total 
mass m differs from f(K, U K,) by less than<. If u, and 4, are 
the restrictions of u. to K, and K, respectively, Bnd if m, and 
m, are their total masses, then m << m, ae m, and u, and uw, are 
admissible. Then m = m, +m, < Sf(K,) + f(K,), and the 
inequality stated above follows. 

We shall soon see, in fact, that f(K) satisfies much sharper 
inequalities which, in a certain aaah cannot be improved. 


6.3. f(K) is continuous on the right. 

This ae that for any compact set K and any number 
€ > 0, there exists a neighborhood V of K such that for every 
compact set K’ teas the relation KCK’CV, we have 
O<f(K’) —f(K) <<. The proof of this property will be 
omitted. 


6. 4. Interior and exterior capacities. Capacitability. — We 
shall associate with every subset A of D an interior capacity 
and an exterior capacity. 

We define the interior capacity of A to be sup f(K) for KC A 
and denote it by f(A). In particular, the interior capacity 
of every open set G C D is defined. This fact enables us, then, to 
define the exterior capacity of A to be inf f(G) for ACG; the 
exterior capacity of A is denoted by f*(A). Thus, for every 
open set G we have f,(G) = f"(G). More generally we shall 
say that the set A is capacitable if f(A) = f(A), and we shall 
- designate the common value of the two capacities by f(A); the 
notation f(A) will not lead to confusion since, as will be shown 
later in the general theory of capacities, f, (A) = f(A) = f(A) 
whenever A is a compact set. (This result follows easily from 
the continuity on the right of f.) 

We say that a property holds quasi everywhere (nearly 
everywhere) if it holds at each point of D except at the points 
of a set of exterior capacity (interior capacity) zero. 

When the set of exceptional points is capacitable, the two 
notions coincide; we shall see in the following chapters that 
this situation occurs when the set of vie points is 
borelian or analytic. 
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We now prove the following property, which will soon be nee- 
ded : The union of a finite number of sets of exterior capacity 
zero is a set of exterior capacity zero. 

For if f*(A,) = f*(A,) = 0, there exists, for every € > 0, 
open sets G, abd G, containing A, and A, respectively whose 
capacities are less than €. But AGS UG. )< f(G,) + f(G,) < 2e; 
indeed, each compact set K contained in G, U G, is the union 
of two compact sets K, and K, such that K,CG, and 
K,CG,(’). Then f(K)<f(K,) + f(K,)<(G,) + f(G,); since 
f(G, UG,) —f(K) can be made arbitrarily small, the subad- 
ditivity for open sets follows. Since f(G, U G,) can be made 
arbitrarily small, we have f(A,UA.,) —0. The proof is 


complete. 


6. 5. Equilibrium potential — It is shown in potential 
theory that for every compact set K€ D there exists one and 
only one admissible measure u defined on K such that its 
potential UF is quasi everywhere in K equal to 1. Its total 
mass is equal to the capacity f(K) of K. This measure 1s the 
equilibrium distribution of K and its potential is the equilibrium 
potential of K. The equilibrium distribution is the only 
admissible measure on K whose total mass is equal to f(K). 


6. 6. Fundamental principles. — We recall the following 
two assertions which we shall need presently. 

Let Ut be the potential of a Radon measure pu defined on a 
compact set KC D and such that UF is bounded on D. 


6.7. If Ut =0 quasi everywhere on K, then the same inequa- 
lity holds everywhere on D. 

The property stated in 6. 7 is an immediate consequence of 
the general maximum principle. We shall not state this 
principle however, because it involves the notion of energy 
which we shall not use. 


6.8. If U? = 0 everywhere on D, then the total mass of u is 
positive; it is zero only when Ur=0. 

It follows readily from these two properties that, if Ut0 
quasi everywhere on K, then the total mass of L IS positive; 
it is zero only when Ur=0. 


(7) For a proof of this fact see 17.4, Chapter ry. 
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1. Successive differences. — If o(x) is a real function of 
the real variable x=>0 the fact that ? if increasing may be 
expressed by stating that Aj(a, a) = o(a + a) —o(x) >0 for 
alla >0. Similarly, the fact that it is convex may be expres- 
sed by stating that | 


A.(z; a, b)—AÀ,(x + b, a) —A(x, a) 

= 9(@ +a + 6) —9(x + a) —o(x + b) + o(a) 0 
for alla, b=0. More generally, if & has a derivative of order n 
and if this derivative has constant sign, then this fact may be 
stated by saying that the difference A, of order n always has 
this same sign. 

The successive differences of + then furnish a means of 
studying the nature of the increase of ©. This method is of 
interest because it can be extended to the study of functions 
not necessarily of a number +, but of a set, or more generally 
of elements of a commutative semi-group, addition being 
replaced by the semi-group operation. 

It will be shown presently that the successive differences 
relative to the capacities f(K) are alternately positive and 
negative; therefore, it will be convenient to so alter the sign 
that the final expressions all have the same sign. 


7. 4. Successive differences relative to equilibrium potentials 
and to capacities. — For every compact set KCD we desi- 
gnate by A(K) the equilibrium potential of K, and by f(K) the 
capacity of K. If X, A,, A., ..., are compact subsets of D, 
we define 


V(X; Aj), =h(X)—A(XUA,) 


and, in general, 


Ag a Ve Ne Aas Ale 

met ICN ee ce ee 
The differences V,(X; A,, ..., An); are defined in the same 

way. | RS 
The index f or h will be omitted when no ambiguity 1s 

possible. 
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Functional properties of the differences Ve 


7. 2. V(X;A,,...,A,) is a symmetric function of the 
variables A;. This property is a consequence of the following 


development of Vi: 
VE h(X) SX UA) + SAX UA UA) 
fh EX U i U---UA,). 
This symmetry permits V, to be written in the form 


V(X; {A;}). The index n may as well be omitted since it is 
determined when the family {A;{ is determined. 


7,3. V(X (AR) = NX AR) af X WA = XUA: 
for all t. This follows from the fact that the A; always occur 
in the development of V, in a union with X. In particular, 


V=oif Ac X for alli. 
7.4. V(X; {Aid)=V.(9; {Ad)—Vai(s fA, X}) 


where the expression {A;, X} denotes the family of sets consis- 
ting of X and the A; This formula is easily derived from 


the expression that defines Vina (83 { Ai, X})i in terms of the V.. 


It shows that V, is the sum of two functions, each of which 
is a function symmetric in all its variables. 


HS Niet At A lia yo VAX AS se AD 
= ViA(XU AG Agel oie 
In order to verify this relation it is sufficient to express each 


of the V. in terms of Fe The six terms thus obtained 
cancel pairwise. 


Fundamental properties of h{X) and f(X). 


7. 6. THurorem. 


(i) For every X and }A;} it is true that 0<—V,(X; {AS 1. 
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The potential (Val, is equal to () quasi everywhere on X, 
and it is an increasing function of each of the À. 

(1) This potential is a decreasing function of X, and more- 
over it is a decreasing function of n in the sense that 


—V(X: {Aj} ict) <— V(X; { A; ies) whenever ITD J. 


Proof. This theorem is proved by induction on n and by 
using the functional properties of the V,. To simplify the 
notation, let V = —V,,. 


Consider first (i) in the case n= 1. The function V (XE Ay) 
is the potential of a measure defined on XUA, since 


V(X, A,) =A(XUA,)— A(X). Now OXA(XUA,)X1 and 
O<h(X)<141, with A(X) = 1 quasi everywhere on X and 
h(X UA,) = 1 quasi everywhere on (XUA,). 


Thus V <1; V =O quasi everywhere on X and V>0 


quasi everywhere on A,. 
Hence V. = 0 quasi everywhere on XUA,; and, by virtue 
of the fundamental principle 6. 7, V > 0 everywhere. Moreover, 


V(X; A,) is an increasing function of A,. This fact is an 
immediate consequence of the functional property 7. 5: 
V(X; A,U a)— V(X; A,) =V (XU A,; a) 20. 
Consider next (i) in the general case. We suppose the first 
part of the theorem to be true for all p <n and show that it is 
true for p=n-+ 1. Since 


Me XR ACK, 
= Voechapett bee A, 4 


V'isthe (bounded) potential of a measure defined on 


n+i 


XU (U Ai) 


For each V. of the second member, 0< V,<1 everywhere, 
so that Vv. .<1 everywhere. Each of the Vv. is zero quasi 
everywhere on X, and therefore similarly for Noix On A,.,; 


Le 
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the first Vv is positive and the second is quasi everywhere 
zero; thus Vas is quasi everywhere positive there. Because 
of the symmetry of Va with respect to the variables A,;, the 


preceding result holds for all A; Then, since the potential 
V _is quasi everywhere positive on the union of X and the A, 


n + 


! r 
Vi 2x0 everywhere. Also, we have on X: 


Wet on Ane 
meV UX suki. 5. À) Vel Xd ARE HA ER 
= ( — 0 = 0 quasi everywhere on X. 
This completes the proof of our assertion that (AVR: is 
equal to 0 quasi everywhere on X for every n. 


That V. , is an increasing function of each of the A; is an 


r+ 


immediate consequence of property 7. 5, just as in the case 


OV. 


Consider next the proof of (11). Clearly 
VC Us; {AVC [Ad)=—V._ (KF fa, A) SO, 


which shows that V, is a decreasing function of X. 
From this same relation we see that 


Vi (Xs fa, AN) VX, fAi), 


/ 
that is, V decreases whenever an element is adjoined to the 


family of the A,; therefore whenever any number of elements — 
is adjoined. 


n+ 


Complement of theorem 7. 6. 


7.7. Derinrrion. — The essential envelope K of a compact 
set KK CD is the closure of the set of points of D on which h(K) = 14. 

The set K is compact and (K—RK) is a set of exterior - 
capacity zero; the relationship of K to K is expressed by — 
saying that Ki is quasi contained in K. Since A(K) = h(K), 


we have K= K. press (KE K,) implies K, C K,; and, : 
moreover, K,ÜK, ont (K,UK,) for any choice of K, and K.. 
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7. 8. Restrictive hypothesis on D. — We suppose that for 
all KC D the open set (D- — K) is connected; this will be the 
case if the frontier of D is connected (this AR. contains 


the point at infinity if the dimension of D is oreater than 2 
and if D is unbounded). 


When the condition «(D —K) connected for every KC D » 
is satisfied, we will say that D is simple. 


7. 9. Statement of the complement of theorem 7. 6. — 
When D is simple, a necessary and sufficient condition that 
V(X: jA;ih=0 on D is that there exists an i, such that 
A,c X. When V(X; {Ai{) S50, the set of points of D where 


V =0 is contained in X and differs from X by a set of exterior 
capacity zero. 


Proof. We shall use the following fact: if ACB and if 
A+B, then at every point of [A we have h(A)< h(B). 


For let me AS There exists a point m, e (B — A) such 
that all spheres S with center m, intersect (B — À) in a 
compact set b of non-zero capacity. If S is taken sufficiently 


small so that D—(BU6) is connected and méb, then 
AA U 6] —h{A] is harmonic and strictly positive on [ (A UB) 
We have, a fortiori, A(B) >h(A) since B 2 À U Db. 

Consider first the casen=1. V,(X;A)=h(X)—A(XUA) 
is identically zero if A UX = X, which is equivalent to 
Ac X; otherwise V, 0 at each point of [ X. Moreover, we 


know that V, = 0 quasi everywhere on X. 
Consider next the general case. We now assume the asser- 
tion true for p<<n and prove that it holds also for p = n + 1. 


if one of the A, is such that A,,C X, then V i120. Other- 
wise, consider 

V0 VER | | 

= V(X; A, An) V (RU A5 As À). 

The first term of the difference is greater than 0 on ( A ait), 
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and the second term of the difference is zero quasi everywhere; 
then the difference is greater than 0 quasi everywhere on that 


aa dip d ! 
set. At every point of [ ((LJA;)UX) |, the difference VX) 


is positive and harmonic; it is therefore greater than 0. Thus 


Veto quasi everywhere greater than 0 on [ X. In fact, 


n+1 
this strict inequality holds everywhere on [ x. The proof 
is entirely analogous to the above. We replace each A; with 
X U b,, where each b;is compact and small enough so that we 
may conclude that a certain harmonic function is greater 
than 0. Finally, the theorem follows from the fact that, as 


we have already seen, We — 0 quasi everywhere on X. 


7. 10. CoRoLLARY OF THEOREM 7. 6. — If (V,,) designates the 
differences associated with the capacity f, we have (V, ), <0 and 


(V,) ; possesses the same monotonic properties as (V,) Le 
Proof. The potential (V ) 


,),18 a linear combination of poten- 
tials h(k), and the total mass of the measure which generates 
it is the sum of the total masses of the equilibrium distribu- 
tions of the compact sets K, with the same coefficients, + 1 
or— 1, as the corresponding potentials h(K). Moreover, 


according to the second fundamental property 6. 8 of poten- 


tials, since AR ee 0 everywhere, the total mass of the measure 
which generates it is negative. Thus (V,).< 0. 
_ The monotony properties of (V,) , follow, as in the case of 


the (V,) x from the functional properties of the V. and from 
the fact that all the (V,) y are negative. 


7. 11. CompLemenrt oF coroLLARYy 7. 10. — We deduce imme- 
diately from the complement 7. 9 of Theorem 7. 6 that, under 
the hypothesis that D is simple, a necessary and sufficient condition 
that V(X; {A;}) =0 is that for some i = i,, we have AC XANS 

7, 12. Remark — Whenever a function 9(x) of a real 
variable x satisfies inequalities analogous to those shown for 


! 
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the capacity f, it is increasing, concave,... and possesses 
derivatives of all orders, alternately positive and negative. 
The opposite — ¢ of such a function is said to be completely 
monotonous although the term is not especially descriptive. 
It is known that such a function is analytic. The capacity 
thus appears as an analytic set function, with derivatives 
alternately positive and negative. We shall say that a capa- 
city is a set function which is alternating of infinite order. 


8. The inequality (V,),< 0. — This inequality can be 
written as follows : 


8. 1. f(X)—f(XUA,)—f(XUA,) +f(X UA, UA,) <0. 


If A and B are any two compact sets, let X = ANB, A, =A 
and A,=B. Then the inequality 8. 1 implies 


8. 2. f(A UB) + f(ANB) Sf(A) + f(B). 


Since f= 0, the capacity satisfies an inequality stronger than 
subadditivity. This inequality plays an important role in 
the following. 

We remark here that ordinary subadditivity is sometimes 
wrongly called convexity. In fact, the preceding inequality, 
which is stronger than subadditivity, is, as we have seen above, 
analogous to a condition of concavity. 

We shall proceed to give another form to the condition 


V, <0. Let a, k, A, be three compact sets with aC A. 
Setting X = a, A, =k, A, = A, it follows that 


8. 3. f(AU A) —f(A) f(a Uk) —f(a). 


In other words, when a fixed compact set, k, is adjoined to a 
compact set X, the smaller the X, the greater the increase in 
the capacity of X. 


APPLICATION. — Let (A;) and (a), i— 1, 2,..., n, be two 
families of compact sets such that & CA, for all i. Then 


8.4  f(UA;)-/(Uax)£E (A) —fla)- 
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Proof. According to the inequality 8. 3. above, we may 
write 
f(A, U Ay) — f(a, U As) < f(A.) —f(a), 
f(A, Ua.) —fia Ua) <f(As) Fla), 


from which, adding termwise; 


8.5. f(A,UA)—f(a,Ua)< >) (f(A) —f la). 


If the inequality 8. 4. is satisfied for order n, it is sufficient 
to apply inequality 8. 5. to obtain 8. 4. also for order n + 1. 


8. 6. Geometric application of the inequality V,<0. 

We shall suppose D to be invariant under a one parameter 
continuous group of motions T,, where the parameter A is 
chosen so that T,,.T,, = T;,,1,. For every compact set K, 
in D and all pairs of values «, 6, of À let Kg = U T,(K,) 
and Kg = Kg. aSasb 
In other words, K,g is generated by the motions of K, for A 
varying between « and §. 

Because of the invariance of D with respect to the T;, 


clearly (Kg) = f(Kg_a). Let (Kg) — 9(6) and 

Kia els Kye yas a) eo, na SA Where este 

are positive numbers. Then the inequality V,< 0 becomes 
Pr) — O(a + %) —9(@ + a) + 9(@ + a, + a) SO. 


Hence, the second differences relative to (x) are negative, 
that is, o(x) is a concave function. 
Thus the capacity of Kg is an increasing concave function of 6. 
This property can be easily verified for the solids of R° 
whose capacity can be explicitly calculated. 


ExamPze. — If the T) represent translations in D = Ths 
the Kg are unions of parallel segments of length 8. 


9. Complete system of inequalities. — We have obtained a 


system of inequalities V,<0 which are satisfied by the” 


N 


function f(K). We shall show that in a certain natural sense _ 
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there are no others, that is, that every inequality identically 
satisfied by f is a consequence of V, <0. 
F ? oe € \ Er . 

bet FAL ere 41, 2, , ns) be a family of n compact 

subsets of D. For each Jc I, let ; 
Br U A; and 2;=/(B;) for J 9, 
ET 

There are N = 2" — 1 subsets J of I. We may then associate 
with each family {A;l;er the point of the Euclidean space RQ, 
whose coordinates are (211. Our object is to characte- 
rize the locus of this point in R\ when D and I remain fixed 
but the family § A; er is allowed to vary. 

9. 1. Derrnitrion. — We denote by C, the set consisting of 
the points (2;)1c1 of RX when the family ŸA;fa varies, I and D 
remaining fixed. We denote by L, the set consisting of the points 


of R* defined by the following N inequalities : 
aah) 218) Wi ARR (Aile) SO where HCI and Hg. 


We have omitted, in this definition, the index of V which is 
obviously equal to H. 
The second part of this definition requires an explanation. 


Each V is a linear combination (with coefficients + 1 or —1) 
of terms of the form f(B;); if we then replace each f(B;) by 
x; we have a form which is linear with respect to the x. The 


set of points of R* for which V <0 is then a closed half-space 
in RX. More explicitly, 
— Ang = > (—1)2; where p;=J—(I—H). 
J54—H) 


9. 2. Turorem. — (i) The set L, is a convex cone of 
dimension N; it can be represented parametrically in the form 


OM= d'au Vu (An) 
Hcl 
where the vector Vu of R® has the components x} defined as follows : 
a8 100 off 0H Ji = and: of =i af HAIEE#: 
(ui) Ba on) MET, ewe Od Palas ek, 


(8) The notation A means the interior of A. 
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9.3. Proof of (i). We shall use the expression of — Ag as 
a function of the x, obtained above and calculate 


eo 
Fe a) Au for a nH 
HNSo+o 


The coefficient of x;, 1s 


M(t)" where (I—H)CJ, and HNJ,#¢. 


H 


It follows that this coefficient is 
(—14 14" |S —4, 


Similarly the ccefficient of x; for J+J, is 


SS (=1)'-¢-© where’ (I—H) CJ and HNJ, 29: 


H 


By examining first the case where J,cJ and then the case 
where J, ¢ J, we find that the coefficient of x;is always 0. Thus, 


vy, = oy An: 
HNJo~o 
This gives the solution of the system of equations 


— = D (—1)Pay. 


J51-H 


The second members of these equations are thus linearly 


independent forms, and the vectors Vy are also linearly inde- 
pendent. 


The formula OM = An Vn follows immediately from the 
expression of the x, as functions of the Au. 


9.4. Proof of (ii). The relation C,CL, is an immediate 
consequence of the fact that, for every point of C, the V 
associated with this point are all negative, according to 


corollary 7. 10. The relation C, = L,, which expresses the 


identity of the interiorof C, and the interior of the cone L,, is 
much less obvious. 


We present here a general outline of the proof. Let us suppose 
for a while that for every system of numbers An >0 (with 
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Hcl and H+ 9) there exists a family of compact sets Ky 
with (Ky) = Au, which are additive in the sense that for 
every subfamily }Ky,{ of this family, we have 


j ait Eran Ne 
f U Kup) ==> if Ks.) =r 
For this family of compact sets and for each ie I, let 


A;= [J Ka. In the space R\, the point M representative 
H3i 


of the system of sets A, is then defined by OM = ia Va. 
For we have here, with the notation already introduced, 


f(B:) = (U Ai). Now 
f(U Ai) = f( U Ki) la ae 


iEJ HN] <o HnJ-~e 
We have then, +, = + An. Thus, under the initial 
HNI£o 


hypothesis of additivity we see that every point of the cone L, 
is a point of C,. 

As a matter of fact, this hypothesis is realized only approxi- 
mately, in a sense which we shall make precise, for the capa- 
cities considered here. 

We shall use’a hypothesis a little different, and, in fact, weaker 
than that of additivity, and attempt to show that it is realized 
for our capacities. 

We shall suppose that for any given number € >0, there 
exists a family/{of#compact sets Ky CD (HCI and HZ») 
such that 


9.5. for each of these we have f(Ku) = 1; 


9.6.  f(UK,) = Sf(Ku)—y = N—x where OSy Se; 


9.7. for every À such that O<AX1 and for every H, 
there exists/afcompact Ky(A) such that 


(a) f(Ku(A)) =, 


(b) RARE Ho 
(c) Ku(4) = Ke. 
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= Sa ai. 
For every system of numbers Ay=0 such that LAyS1 and 
for every 1e I, let 


= LU Ka (An). 


H3i 


We designate by m the point of L, defined by 
Om — > Au pe 


The set of these points, under the condition DRE" 
is a simplex S of dimension N. The definitions above of A; 
associate with each m the point M = Ÿ(m) representing in R* 
the family of the A, If the Ky(A) formed an additive 
family, the mapping ® would be an identity. We shall see 
that with our hypothesis, ® is a continuous mapping which 
differs arbitrarily little from an identity if € is taken suffi- 
ciently small. 


9. 8. ® is continuous. — It is sufficient to show that 
each f(B5) is a uniformly continuous function of m; since f(B;) 


is an increasing function of Ag, it is enough to give to the Ag 
positive increments AAy. From the inequality 


f(UK,) —f(U ke.) S$ SK) —F(,), 


it follows, since the Ky(A) increase with A, that 
f(B)) —f(B) £ D Ans 


where the B; and B; are associated respectively with the 
points m = (Aq) and m+ Am = (An+ Aa). This inequality 


proves the required continuity. 


9. 9. differs arbitrarily little from an identity. — It is 
sufficient” to! show that each f(B;) differs arbitrarily little from 


a À g | 
D: Au. More generally, given any family (K,),<p of compact 


HnJjJ+o 


sets such that MK) aad f (UK) < e, the same inequality 
pEP| 


holds when we replace each K, by a compact subset of K, 
This follows from the inequality used above by writing it in 
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the form (> f(k (ks) )— f(Uk, es eS. f(K,)) —f(U K,) where 
od ed 

Now it is a well known fact that, if M — 0, ‘m) is a continuous 
mapping of the N dimensional simplex S of R® into R® such 
that Mm <7 for all m, the image ®(S) of S contains all 
points of S at a distance > 7,from tHe boundary of S. Since n 
tends to 0 with «, it follows that each interior point of S is a 
point M which represents a family (A,) of compact subsets of D. 

Finally, if we notice that in our second hypothesis the 
constant which occurs in the definition of S, that is, in the 


condition > Anyi, can be replaced by an arbitrary positive 


constant a, we get immediately pre LJ 


9. 10. Proof of the second hypothesis. — We shall prove this 
hypothesis for the case in which the constant a has the 
value 1. 

It is sufficient to show that for every integer N and for 
every € >0 there exists a family of compact regular sets 
K;, (u = 1, 2, ..., N), such that f(K;) = 1 for every 1 and 

f(U K; i) = N — 1, with OX 4X<¢, where a compact subset of 
D is called regular when it is the union of a finite number 
of cubes. For if C is a cube and if C,, denotes the cube 
concentric with C and obtained from € by a homothety of 
ratio pZ0, then f(C,,) is a continuous increasing function 
of ¢. More generally, let K = U C,, where each C, is a cube 
and let K,, = U Cas Then, recalling the inequality (8. 4), it 
follows that f(K,,) is an increasing and continuous function 
of oe with f(K,,) = 0 and f(K,,) = 1. The third part of the 
second hypothesis is thus satisfied whenever the compact 
sets K; are regular. 


Let G(P,, Q) be the Green’s function for D with pole P,. 
If S(P,, 9) denotes the open Green’s sphere defined by 


G(P,, Q)=¢, it is well known that its capacity 1s : 


The procedure will now be as follows; we shall suppose the 
N points P,u= 12,42, Ny se choses that the restriction 
of G(P;, Q) 46 S(P; , 1/2) is <8 à for all couples i i, j withi ~] 


(à will be daenioct later as a function of €). Since for each 
11 
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i we have f(S(P;, 1/2)) = 2, we can find a regular compact set 
of capacity > 3/2 in the open set S(P;, 1/2). Starting with 
this compact set, we can construct a compact regular subset 
K, of S(P,, 1/2) with capacity = 1 by a procedure already 
used. oe 
Now, the equilibrium potential h(K;) satisfies the relation 
h(K;) <inf[1, 2G(P;, Q)| everywhere on D since 
inf, 2G(P, Q) 
is the equilibrium potential of S(P;, 1/2) and K;C S (Pi 1/2). 
Forevery pairt, j with iJ, the restriction of A(K;) to Kjis < 25; 
oF h(K;) 
then Ma(K)) is, on each K,, less than (1+ 2¢N). Then TL oSN 


is on D the potential of a positive admissible measure (see 


Thus 


the beginning of this chapter) of total mass 


N f | 25N° 
120 Sf (UK) S! ; hence, N—f(UK)< sy For 
given € and N, ô can always be chosen small enough so that 
this quantity does not exceed «. 

It remains to choose, for every ¢ >0, the N points P,; so 
that the restrictions described above are satisfied. When D 
has a boundary D which is sufficiently regular, we designate 
by fi a family of N distinct points of D* and by {V;} 
mutually disjoint neighborhoods of these points. For every 
i there exists a neighborhood W, of =; such that for every 
Pie W; and every Qe V,, G(P,, Q) <6. If moreover à < 1/2, 
then S(P;, 41/2) CV; Thus G(P,Q)<3 on S(P,, 1/2) for 
ese y: 

In the general case, a proof has been kindly given by 
M. Brelot (*) at my request. 


toh 
1 + 26N 


9. 11. Study of the frontier of C,. — We have proved the 
relations C,CL, and G. ass Lact but it remains to determine 
which frontier points of the cone L, belong to C,. This depends — 
essentially on the topological nature of D and probably on its 
homology group. We shall give a complete determination of 


(*) M. Brelot. Existence theorem of n capacities, in these Annals, tome 5. 
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C, only when D is simple (see 7. 8). We shall not give a proof 
here; it would be analogous to the proof of the second part of 
Theorem 9. 2. and would follow essentially of the result stated 
Ae 11. 

We Shall call the set of points of L, defined by a set of 
equalities of the form (Aun, = 0) a face of L,. if this set 
contains r equalities, the dimension of the face is N —r. 

The first essential fact is that if a point interior to a face of 
L, belongs to C,, then each point interior to this face also 
belongs toC,. Such an open face willbe called an open face of C,. 


9. 12. Determination of the open faces of C,,. 


Rue. — Let }Ag, =0{ be the set of equalities which determine 
a face of L,. [ts interior is an open face of C, if and only 
BE) Ag, 0} is hereditary in the following sense: if it contains 
an equality Ay = 0, it must also contain all its descendents 
relative to at least one index i, e H. 

For a better understanding of this rule, recall that we had 
set Au = V (Bin; jA;lien) for any system of sets (Aj). 

With the hypotheses made on D, if Aq = 0, there exists an 
i,¢ H such that À, ¢B,;_y. It follows that the equality Au = 0 
implies that Aw = 0 for every H’ such that 1,¢ H’ and H’cH. 
It is this fact that leads to the definition and the preceding 
result. More precisely, a set & of equalities Ay, = 0 defines 
an open face of L, if for every p there exists an 1, e H, such that 
for every H' which satisfies 1,¢ H’cH,,, the equality Ay =0 
belongs to &; these h’ are the descendents of H, relative to 1,. 

9.13. Examprte. Let I = 1, 2,3 so that N=2?—1=7. 
The open face A,,,=0, A, =9 belongs to C,. | 
The open face A,,.=0, A.,, =0, A, =0 belongs to C,. Ah 
The open face ,,.=0, À,,—=0, A, —0 does not belong to C,. 


9. 14. Canonical parametrization of the set of open faces. — 
Every open face is characterized by a set of independent relations 
of the form À,cB;_n where ie H. Conversely, to each set 
of such relations corresponds a face whose equations are all the 
Au — 0 where i e H’c H and i and H are indices relative to one 
of the given relations. | 

As an example, we shall now give theset ofallthe systems of 
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relations which define the faces of C,. For brevity of notation 
we indicate the relation A,cB;_n by writing (1/(1— H)) 
It is necessary to add to the systems listed those which follow 
from them by permutations of the indices. 


Systems including a single relation. 
(A2 {C2 38), 
Systems including two relations. 
1(1/2), (113)$ (1/2), (211)$ (412), (213) 
}(4]2), (3/2)§ f(A. 2), (218, 1); rics 3), (2/3, 1); 
Systems including three relations. 


1(112), (113), (211): }(4)2), (213), (311); 
(2), (812, (8,12 (1/2, 8), (218, ni (311,2). 


There ts no system of four relations. 
Observe, for example, that the system 
}(4)2,3), (213,1), (311,2), 


_ determines the face À, = À, =A, = 0. 


9. 15. Conséquences of theorem 9. 2. 


Corottary. — If an equality of the form Ÿ auf (Bu) =0 
Act 


holds for every family \Aifie of compact subsets of D, there 
exist N constants 8;=0 such that the linear form NEA is a 
linear combination with coefficients 8; of the linear forms À as 


follows : 
> Cnty = > BA. 
Hcl 


Tel 


In fact, the linear form DE is positive on the cone L,,. 
Then it is a linear combination with positive coefficients of the 
linear forms which define L,. 

An equivalent statement is obtained by replacing the capa- 
erties {(By) by the potentials h(By) and the linear forms À; of 
ty by the corresponding linear combinations of h(Bu). 
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10. Inequalities concerning all operations of the algebra of sets. 


— The inequalities V(B,_;: ) Ai} ien) SO concern only unions 
of the sets À, We have already seen that it is possible to 
deduce other inequalities from them which involve intersec- 
tions; the following is an example: 


f(A UB) + f(ANB) Sf(A) + f(B). 


If n compact sets {A;} are given, we can derive from 
them a certain family of sets, in general distinct, by using the 
operations of union, intersection, and difference of sets. More 
precisely, we first form the N « atoms » as follows: 


B= (() Ai) MY Na.) 


\ieI—J 


Then we take unions F, of any number of atoms. Thus we 
obtain TW = (2 — 1) = (2°"- —1) sets. 

Let o(f{F,})=0 be an identically true relation whatever 
A;CD may be, where o({ Y,}) designates any continuous func- 
tion of the positive variables Y, (p = 1,2,..., 1%). 

We assert that this relation is a consequence of the inequa- 
lities V<O. 

This is equivalent to saying that, if we consider in the space 
Re of dimension ‘Yb the set ©, of the points of coordinates 
z, =f(F,) when the system of compact sets {A;{ varies 
arbitrarily, the closure €, of €, is identical to the cone 4, 


defined by the relations V<0O in which we understand now 
as variables not the A,, but the E; defined above. | 
More precisely, it can be shown that the interior of ©, is 
identical to the interior of f,. , 
The fact that the F, are not compact sets is not disturbing. 
In fact, each of these sets is a K,; it is capacitable, and we can 


from now on apply to these sets the inequalities V<0. 


The only difficulty arises from the fact that the E; (which 
replace the A,) are not arbitrary capacitable sets, but are 


mutually disjoint. a 
We have evidently ©, C4,. In order to show that C,=4,, 


we show that for every point (x,)e%, there exists a family 
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of mutually disjoint compact sets (Ej) to which is assigned in 
Rv a representative point identical with (x,). 

In the procedure used to compare C, with L,, we used a 
variable base of sets A; which were not mutually disjoint. 
With the notation thus used we had 


A; = LU Ka (au). 
H3i 

But we remark that, instead of considering the compact sets 
Ky and their subsets Ky(Au), we could just as well have used 
the compact sets with two indices Ky, ;(Au) with Ku, Ku,;=9 
for t £ j, and set À, = bs} Ka: (An) with the condition that the 

H3i 
capacities of Ky, ;(An) and of U Ku, ;(Au) should be still equal 
to An. i 

In fact, it is usually not possible to subdivide a compact 
set Ka(Ân) into n compact sets of the same capacity, but this 
subdivision can be approximated as we shall now show. 

It is sufficient to change as follows the construction of the 
Ky. Instead of taking Ky(Ax) = a union of cubes, we shall 
let Ky(An) = the boundary of this union of cubes. Then assu- 
ming an nZ0 given, we shall set Ku,;(An) = K [(1 +in)Anl, 
1—1, 2,...,n. In order to show that C, = x, it is essentially 
this idea that could be used. We shall not show the details of 
the proof but give only the result. 


10. 1. THrorem. — Let ¢(}a,{) be a continuous function of 
the positive variables (x, (p= 1, 2, ..., Tb). Let us suppose 
that for every index p, f(F,) designates the capacity of a set F, 
defined in terms of compact sets A; (t= 1, 2, ..., n) by a given 
sequence of operations U, 1, «difference ». 

If the relation ¢({f(F,)})—=0 is satisfied by any family (A), 
the relation ¢({x,{)=0 is a consequence of the bo relations 
V <0 in which each V is considered as a linear form of the 
variables à. | 

More precisely, with the notations already introduced we have : 


VO On ê. oa 


11e Possibilities of extension of the preceding theorems. — 
All the preceding results apply without modification to _ 
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potentials and capacities relative to Greenian spaces (see 
Choquet and Brelot [1]). They apply equally well to plane 
domains which are not Greenian and, more generally, to 
Riemann surfaces, taking in the definition of the capacity 
the following precautions: If we study the capacities of the 
compact sets contained in a circle of diameter equal to or 
less than d, take for kernel Log d/r and for capacity of a 
compact set the supremum of the total masses of the admis- 
sible measures on this compact set. 

More generally, Theorem 7. 6. relative to the successive 
differences of the potentials of equilibrium and its corol- 
lary relative to the successive differences of the capacities 
are extended without any difficulty in the proof, to every 
capacity associated with a theory of potential in which the 
two fundamental principles 6. 4 and 6. 5 are satisfied. 
Such potentials can be defined on a space which is not 
necessarily either R"or even a group; exemples can be 
constructed by replacing the domain D by any locally 
compact space. 


Differentiability of capacity. — Let D be a Greenian domain 
in a Euclidean space, or more generally, let D be a Greenian 
space. Let K be a compact subset of D such that f(K) 0 
and let me D—K. Let AK be any compact subset of D 
contained in the sphere B(m,o) and such that f(AK) #0. 

11. 1. Turorem. — If h,(K) denotes the value at m of the 
equilibrium potential h(K) of K, then ; 


= [1 —Ihn(K)P. 


Proof. We shall consider the restriction of the potential | 
h(KUAK) — h(K) on K and on AK. This is quasi every- 
where 0 on K and quasi everywhere [(1— A(K)] on AK, that is, 
equal to [1 — h,(K)| within « (where > 0 with ¢). Then 


F(KUAK) — f(K) 
is equivalent to the total mass of the measure on (KUAK) 
whose potential is 1 on AK and 0 quasi everywhere on K. 
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Now this last potential is [A(AK)— b(AK, K)| where b(AK, K) 
equals 0 on AK and A(AK) on K. The potential b(AK, K) is 
equivalent (for 0) on K to |f(K).b(m, K)|, where 6(m, K) 
denotes the potential of the measure obtained by the sweeping 
out process (balayage) on K of the unit mass at m. The total 
mass of this measure on K is a function of m which is harmo- 
nic on (D — K), and which is 0 on the boundary of D and 1 on 
the boundary of K and is thus identical with h(K). Thus the 
total mass of the measure which generates |h(AK)— b(AK, K)| 
is equivalent to {(AK)(1—A,,(KK)); this fact proves the theorem. 

11. 2. Extension of the Green's function. — Let P,and P, be 
two distinct points of D and K,, K, two compact sets of 
positive capacity contained in B(P,, 9) and b(P,, 9) respec- 
tively. We shall study the behavior of 


FR.) + FR.) —f(K, UK.) 
when o—0. 

We could use the preceding result, but it is quicker to prove 
that this potential is the sum of two potentials U, and U, of 
measures v., and &, each defined on (K, U K,), where the res- 
trictions of U, on K, and K, are respectively 0 and A(K,) and 
the restrictions of U, on K, and K, are respectively h( K,) and 0. 
The restriction of A(K,) on K, can be approximated by 
G(P,,P,).f(K;). It follows easily that the total mass of u, is 
equivalent to G(P,, P,).f(K,).f(K.); the same is true of the 


total mass of u,. Thus 


f(K) ie f(K.) —f(K, U K,) k 


and the convergence is uniform when P, and P, belong to two 
disjoint compact sets. 
. Thus the ratio, 


4 =) _ f(Ki) + FS.) —f(K,U K,) 
4 be tre 2 (K, F(R.) 


defined on the set of pairs of compact sets of non-zero capacity is 
| _ à natural extension of the Green’s function. It is a positive and 
200 symmetric function of K, and K, and can be extended by continu- 


uty to the set of pairs of points of D, and is there identical with 
GiPgoP;): | 


when o—0, 


CHAPTER III 


ALTERNATING AND MONOTONE FUNCTIONS. CAPACITIES. 


12. Successive différences of a function. — Let & be a 
commutative semi-group ('") and # a commutative group. 


The operation in & will be denoted by + andin #by +. Let 


y = o(x) be a mapping from & into &%, 
The successive differences of g(x) with respect to the para- 


meters @,, a,,..., are defined as follows. 
Az; ae = o(a)— (a +-a,), and in general, 
Ne (2; a, nt -ÉE An, Qn, ile =e Val 5 ay, LE 10 An) 


SANT AE op Se nds «oa Onde 
In the above definition the element x and the elements a; 
are, of course, assumed to be elements of &. 
As in the special case treated in the preceding chapter, the 
following properties of the function <7, can be verified imme- 
diately. 


12. 1. \,(a;a,..., a,) is a symmetric function of the a;; 
it is therefore possible to write this function in the concise 
form al ; fai} ier), or, if I is a given fixed set, (x; {a;}). 

14,0 V(2 ; fa,}) = (x; ja’ {) whenever x7a,=@>a 
for each 1; moreover, (x; {a})=0 if, for at least one %,, 
we have (x-a;,)—x; (this case occurs when & contains a 
zero element and when à, is this zero element). 


12. 3. If 6 contains a zero element 0, we have 
TA fat) = —\/11(0; } dis x} ) + S705 ja} ). 


(0) This means that a mapping of the form c = a+ b is defined from &? into 
&, with the operation + assumed commutative and associative. 
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12: 4. Pal 25 Cry ahs aa, + On) ye eae An) 
= Val ans A, weg Gn_15 Cel 
13. Alternating functions. — We now make the additional 
assumption that & and & possess an ordering compatible 


with their algebraic structure, and that & contains a zero 
element. The relations defining the two orderings are deno- 
ted by < and < respectively. 


13.41. Derinirion. — A mapping ¢ from & into & will be 
called alternating of order n, where n is an integer —1, if 
WAGE {a;}) <0 for each p<n and for every finite family fai 
which is positive, (that ts, for which 0 + a; for each 1). 

The mapping © will be called alternating of order «, if it 
is alternating of order n for each n 21. 

It is an immediate consequence that if & is an idempotent 
semi-group (a-a— a for every a), then & is alternating of 
order n if and only if Wales fa;})<0 for every positive family 
fa}. In fact, ales 05. Op) = 7, AS: 5,444 a) Whee 
never @,—=4,_,, since the equation [(x+a)+a,_; =(z+a;)l 
implies the equation [\7,_\(@4 4,3 a,..., a,_,) =9 


13. 2. Immediate properties. — If 9 is alternating of 
order n, then every function Vol a3 jai!) (where p <n) is 
alternating of order (n—p). - 

When & is such that a<b implies b=a-+c where c¢0, 
every \/,(p <n) is an increasing function of x, and every (7, 
(p <n) is a decreasing function of each a; Finally, V7, is an 
increasing function of p in the sense that 


Vas {aities) S7(a; faites) 
for JCI and I<n. 


The verification of these properties is analogous to that of 
the same properties in the case of the Greenian capacities. 


13. 3. Examples of alternating functions. 

(i) If & is the positive half of the real axis (i. e. all points 
n> 0) and ‘% is the real axis, then the statement that the 
function y}="¢(a) is alternating of order oo is equivalent to the. 
statement that (x) possesses derivatives of all orders and 


that (—1)"o <0 for each n= 1. 
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(u) If & is the class of all compact subsets of a Greenian 
domain, and if the operation + is the union, then the capacity 
f(x) of the element x is alternating of order oo ; the same is 
true for the equilibrium potential A(x). (In the latter case, & is 
the vector space of all real-valued functions defined on D, 
with the classical order structure.) 


14. Set functions. — We shall not continue here the 
general study of alternating functions, but shall restrict our 
remarks to the case where & is a class of subsets of a set E, 
where the operation is either union or intersection, and 
where # is the real axis. It should be remarked, however, 
that some of the definitions and theorems could be easily 
extended to the case where 4 is an ordered, commutative, 
topological group. 


14.1. We shall continue to use the term «alternating » for 
mappings 9 when + is union (U); but when + is intersection 
(A), we shall use the term « monotone » for the function (— +). 

More precisely, let & be a class of subsets of a set E and ¢(X) 
a mapping from & into the extended set of real numbers (con- 
taining + co and —o)("'). & will then be called additive 
(multiplicative), if from A,eë and A, e& it follows that 
(A,UA,) €&((A,MA,) 6). For additive & , the differences V7 


with respect to & will be denoted by V; for multiplicative & 


by A (these symbols are designed to recall the symbols U 
and f)). 


A function + defined on an additive class & is called alter- 


nating of order n if its differences V of orders p <n are non- 
positive (<0). 
A function + defined on a multiplicative class & is called 


monotone of order n if its differences À of orders p Xn are non- 
negative (= 0). 

If we call a function ¢ defined on & increasing whenever 
(A, CA,) > ¢(A,) <¢(A,), it follows immediately from the defi- 
nition that every increasing function which is defined on addi- 
tive & is alternating of order 1, and conversely. Analogously, 


(1) With the understanding that the expressions — [(+ 20) — (+ 0)] and 
[(— ©) —(— «)| may take arbitrary values. 
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every increasing function which is defined on multiphcative 
& is monotone of order 1 and conversely. 
14. 2. 


Conjugate functions. 


If ¢ is a function defined 
on a class & of subsets of E, we shall denote by + the function 


which is defined on the class & of the complements X’ = (E — X) 
of all elements X of & by the relation, 


e(X’) + 9(X) =0. 
We have, obviously, (¢’)’= +, and (6)/=6&. The two 
functions © and +’ are called conjugate functions. 


It follows immediately that if 9 is alternating of order n 
on additive &, then 6’ is multiplicative and +’ is monotone of 
order n on ©, 


AS oF 


Alternating functions of order 2. — If ¢ is alterna- 
ting of order 2 on additive 6, then © is also increasing and 
we have, 


o(A Uk) — o(a Uk) So(A) — 9(@) 
whenever aCA and a, A, k, eË£ 
follows that. 


#(UA:) — (Ua) < DK 


S > (o(A;) — (ai) 
whenever a CA, for every 1. 


From this inequality it 


If & is additive and multiplicative, the two statements 
below are equivalent. 
(i) + is alternating of order 2. 
(11) 


% is increasing and satisties. 


(A, U As) + 9(A, MA.) <y(A;) + o(A.). 
If ¢ is alternating of order 2 on 6, and if 5 Z 0, then ¢ is also 
sub-additive, that is (A, U A.) S¢(A,) + 9(A,). 


We shall not 
prove these elementary properties which have in large measure 
been proved in the preceding chapter. 


14. 4. Monotone functions of order 2. — If ¢ is monotone of 
order 2 on multiplicative 6, then from the properties of its 


conjugate, 9’, the corresponding properties for 9 can be deduced. 
We find that © is increasing, and 


FAN) — ¢(aNk) So(A)— 9 (a). 
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] 
CO 


whenever a CA, and 


- à 
e(MA)—+ (Na) £Y (A) — (a), 
whenever a; CA, for all i. 
When & is both additive and multiplicative, the following 
two statements are equivalent : 
(1) 91s monotone of order 2. 
(i) % is increasing and satisfies 


(AU A) +¢(A NAS o(A) + 


If ¢ is monotone of order 2, and if o(9) = 0,t nc supra- 
additive in the sense that ¢(A, U A.) =<(A,) + 9(A,) whenever 
AIT A.) — 5. 


14. 5. Alternating and monotone functions of order 2. 


Turorem. — If & is both additive and multiplicative, then 
every function ¢(X) defined on &, which is both alternating 
and monotone of order 2, is increasing and satisfies 


g(A, UA.) + g(A NA.) = (A) + ¢ (Ay). 


Conversely, if a function ¢ defined on & is increasing and satis fies 
the above relation, then, for every n = 1, 


V,.(X;{A:t) =9(XNa)—¢(a)X0, where a=f)A, 

À (K;fA})=9(XUA)—%(A)Z0, ‘where A=[JA, 

The function ¢, which is thus seen to be alternating and mono- 
tone of all orders, ts called additive. 


Proof. If ¢ is both alternating and monotone of order 2, 
then we obtain simultaneously, 


o(A, U A.) + 9(A, N Ay) S and = o(A,) + ¢(A,), 


whence the equality of the two members. Let us assume now 
that ¢ is increasing and that the above mentioned equality 
holds. Clearly, this equality implies 


¢(X)—¢(XU Ay) = ¢(X NA.) — (A). 
and hence V,(X;'A,) = o(XNa)—9(a), where a= A,. 
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We now assume that the relation V, = o(Xfa)—¢(a) holds 
for all orders p <n and we prove it for p=n-+ 1. 
Iie = (1 A, ne oe () A;, then 
VX: ie rer 
= [p(X Aa) — g(a)] —[¢((XU Ass.) Na) g(a)] 
= o(X Na) —o((XNa) Ua’). 


From the fundamental equality, the last expression is equal 
to o(XNa’)—9(a’), which is indeed the desired quantity; it 
is obviously non-positive. 

The second relation for the /\, is deduced by duality from 


that for the V 


n° 


15. Capacities. — Let E be a topological space, & a class of 
subsets of E, and 9 a mapping from & into the extended real 


line [— 0, + |. 


15. 1. Continuity on the right. — We shall say that ¢ is 
continuous on the right at A (A €&), if for every neighborhood 
W of o(A) there exists a Eee iar V of A in E, such that 


o(X)=W — whenever Xe& and ACXCV 


Obviously this definition may be applied also to the case where 
HA) = + © or g(A)=— + 

If © is continuous on the right at every A eë6, we shall say 
that 9 is continuous on the right on &. 


15. 2. Capacity on a class & of sets. — A function ¢ defined 
on & is called a capacity on & if 9 is increasing and continuous 
on the right on &. 

We shall now define the following functions of subsets A of E. 

Interior capacity of A = 9,(A) = sup es) (for Xe6 and 
X CA). When there exists no element of & contained in A, we 
set o,(A) = inf 9(X) (for all X € &). 

In particular, 9,(w) is thereby defined for every open set w, 
and we can now define for any A: 

Exterior capacity of A = 9*(A) = inf ?.(w) (w open and À Cw). 
We have always, 9,<9° and %,, 9 are increasing functions. 

A set A is called capacitable if 9,(A)=9*(A). It is a trivial 


È 
i 3 y 
onl aan 


—— . 
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conclusion that every open set is capacitable. We shall 
consider only capacities for which every element A of & is 
capacitable. This will occur in particular when 6 is absorbing : 
A class 6 of subsets of E is called absorbing if for every open 
subset w of E and for every pair (A,, A,) of elements of & such 
that A; Co (i= 1, 2), there exists an element A, of 6, satisfying 
(A,UA,) CA; Cow. For instance, 6 is absorbing when it is 
additive. | 

For simplicity, let us assume that ¢(A) is finite. For 
every € > 0 there exists, by virtue of the continuity on the right 
of g, an open set w such that A Cw, and 0 <¢(A’) —o(A) Se for 
every A’ satisfying A CA’ Cw. 

Moreover, since & is absorbing, to every B e & and contained 
in w, there corresponds a Ce& suchthat (A UB) CC Co. Hence 
p(B) S¢(C) S¢(A) + ¢, from which we deduce ¢,(w) <¢(A) +¢, 
and therefore, ¢*(A)<¢(A). Clearly, since moreover ¢*(A)=9(A), 
the element A of &iscapacitable. There is therefore no contra- 
diction, when for arbitrary capacitable sets A we define 


g(A) = 9,(A) = (A). 


15. 3. Alternating capacities. — We shall introduce a scale 
of classes of capacities. 

A capacity 9 on & is called alternating of order &, if & is additive, 
(a restriction which is not essential for &,,) and if 9 satisfies 
one of the following conditions a, : 

Aa: If {A,} is any increasing sequence of subsets of E, 
then o*(A,) — ¢*(A), where A= JA. 

A,,: Given € > 0, there exisis an n >0 such that the inequa- 
lit 

(A) —9(a;) Ln (a CA, a; and A;eë withi=1, 2) implies 
the inequality 

o(A, U A,)— (a, U a.) <e. 


a,: The function ¢ is alternating of order n (n= 2, 3, ...,). 
a, : The function is alternating of order x. 


15. 4. Monotone capacities. — A capacity 9 defined on & is 
called monotone of order M, if & is multiplicative, (a restric- 
tion which is not essential for M,,,), and if 9 satisfies one of 
the following conditions W, : a 
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Wb, , 
then v'(a,) —®,(a), where a = () AS 


Ab, ,: Given «> 0, there exists an n > 0 such that the inequa- 


: If SA! is any decreasing sequence of subsets of E, 


lity 
o(A,;) —9(a;) << y (a, CA, a; and A,.e &, with.t = 4, 2) 


implies 


o(A,M A,) —9(a,Na,) <e. 
lb, : The function ¢ is monotone of order n (n= 2, 3...,). 
Ab, : The function 9 1s monotone of order +. 
15. 5. Immediate consequences of the definitions. 


—> A, and lb, ., => lb, for n=2 
A, — À, p and lb, — bb, 5 


et 


n+1 


The above relations are an immediate consequence of the 
properties of functions which are alternating or monotone of 
order n=2 (studied at the beginning of this chapter). For 
example, the relation .lb,=>.lb, , derives from the inequality 


(MA) + (Ma) Yea) ea. 


An important theorem which will be proved in the sequel, 
states that in very general cases the following relations hold: 


db, p= by and lb, , => tb, 2 


15. 6. Conjugate capacity of a capacity. — If 9 is a capacity 
defined on a class 6, which is assumed to be absorbing, then the 
conjugate function +’ corresponding to + is not in general a 
capacity because, firstly, 6’ is not in general absorbing, and 
secondly, +’ is not in general continuous on the right. | 

However, if & is an absorbing class of closed subsets of E 
then for every capacity + defined on & another capacity % 
may be associated with it which is also defined on & This is 


done by setting o(X) = —o\ [ X) for every Xeë&. The defi- 


nition is meaningful since (x is an open set and hence a set 
for which + is defined. | | 

The function @ is obvious increasing. It is also continuous 
on the right. This is due to the fact that by the definition 


L 

aa 

- n 
te . 
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of 9,, every open set [x contains closed sets belonging to &, 


such that their capacity differs from that of [ X by an arbitra- 
rily small value. Hence ¢(X) is a capacity. 

Let us further assume now & is the class of all closed subsets 
of E (E is additive, and therefore absorbing). For every open 
subset w of E we have, ; 


à 


Fu) = sup g(X) = —inf g(G). 


XE£ GSw 
XCw G open 
Clearly, inf 9(G) = o | bes = — ¢'(), where ¢’is the conjugate 


function corresponding to 9, 9’ being defined on the class & of 
all open subsets of E. It follows that ¢(w) = ¢’(w). 

As a definition, the function @ will therefore be called the 
conjugate capacity of 9. 

Moreover, for every X e & we have 


/ 


FX) = — 5 | RARE CA [x)= 9(X). 
It can also be immediately verified that for every A CE, 


Re Gil kin and spall ces LA dt 


Thus the operation [ (complementation) establishes a 
canonical correspondence between the +-capacitable and the 
9-capacitable sets. 


15. 7. If o is of order Ab,, (&,,,), then & is of order &,,, 
(tb, ,). This is an immediate consequence of the last two 
equalities. 

If pis of order lb, (for «= (1,b) ora =n =2), then ¢ is of order 
a,. For the proof of this correspondence it is sufficient to show 
that the fundamental inequalities which define a class J\b, still 
hold when the closed sets are replaced by open sets, a result 
obtained without difficulty from the following lemma. 


15.8. Lemma.— Let {0;} ier be a finite family of open subsets 

of E such that ¢(;)) ts finite for each 1. To each « > 0 there corres- 

ponds a family |X;\ie of closed sets, with X;Cw, for every 1, 
and such that © ( a ox) — 9 “a x} Le, for every JOCK 


i€J i€J 
12 
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In fact, for arbitrary J CI, consider a closed set 


4 
1 
X1 CU = () Wj A 
i€J ; | 

4 


such that 9(ws) — p(X3) < €. | 
If we set X; = U Xj, we obtain X;Cw;. On the other hand, ~ 


i€J 8 
() X,;> X; and hence the sets X; satisfy the desired relation 
ies 


45.9. Ifo is of order (a = 1,6 or a=n=2), then @ 
is not necessarily of order M,, except in the case when E is. 
‘a normal space. 

In this case it can be shown (see next Chapter 17. 9. and 
17.10.) that the inequalities defining a class À, are still valid | 
if the closed sets are replaced by open sets. The inequalities | 
which define the class lb, are then obtained by complemen- — 

tation. Thus we see that a perfect duality does not exist bet-_ 

__ ween the alternating and monotone capacities. This is due to 
the fact that the definitions of +, and ¢° are not parallel; ¢° can 

be opined only after ¢, has been defined. 


RESO ye sia low! le 
{EO PE BIOS dd neue tr À 
“ee an LT L = os Le, 


CHAPTER IV 


EXTENSION AND RESTRICTION OF A CAPACITY 


16. Extension of a capacity. — Let &, and 6, be two classes 
of subsets of a topological space E such that 6, C&,, and let f, 
be a capacity on 6. We shall always suppose 8, to be such 
that each element of &, is f,-capacitable, which is the case, as 
we have seen, when &, is absorbing (for example, additive). 


16. 1. Derinition. — The function f, on &, defined by 
fa(X) = fi(X) for each X e 6, is called the extension of f, to &,. 
Tt is indeed an extension in the ordinary sense for if X €&,, 
we have f.(X) = fi(X) = f,(X). 

This function f, is a capacity. First, it is obviously increa- 
sing. On the other hand, for each A € Esuch that, forexample, 
f, is finite, and for each « > 0, there exists an open set w 
containing A and such that /f,(w) —/f{(A) <e; hence, if 
Aeë,, we have the inequality f,(B) —f,(A) <e for each 
Be&, such that ACBCwo. This fact shows that f, is conti- 
nuous on the right. 

Since 6, C6, we have f,,(X) <f.,(X) for each set X. But 
this inequality obviously becomes an equality for open sets. 
It follows that f{(X) = fi(X) for each X. In particular we 
have, for Aeë,, fi(A) = f.(A) = f3(A), and it follows that 
A is f,-capacitable, although we have made on &, no restrictive 
hypothesis such as « &, is absorbing ». 

It also follows from these relations that if an X CE is f,-capa- 
citable, it is also f,-capacitable and we have TA) = Fe 
In short : . 


16. 2. Turorem. — The extension f, of a capacity f, is a 


capacity and 
ste, f= fs 


There are more f,-capacitable sets than f,-capacitable sets. 
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An example of extension. — If we take for 6, the class of 
all the subsets of E, each X C E becomes f,-capacitable. This 
example shows clearly that it is not of interest to make exten- 
sions to classes which are too large. Of course, extensions 
enrich the class of capacitable sets, but we lose preciseness in 
the process since now f,, = f:. 

16. 3. Turorem. — If X CE is such that each element of ©, 
contained in X is f,-capacitable, or is contained in an f ,-capa- 
citable subset of X, we have f,,(X) = f.,(X); thus, if this X ts 
f.-capacttable, it is also f ,-capacitable. 

In fact, if AC BC X with A eË6, and /,,(B) = f;(B), we have 
f(A) = f(A) Sf3(B) =f..(B) Sf.,(X). By comparing the 
extremes it follows that /,,(X)<f,,(X). Since we have 
already the inequality f,,</f.,, we have, indeed, the equality 


Od PS) = Dales) 
16. 4. Applications of theorem 16. 3. 


16. 5. First application. — Suppose that each element of 
6, is f,-capacitable. The preceding theorem is applicable then 
to each XCE. Therefore we have the identities f,, =/., 
and f;=f/:. In particular, the f,-capacitability is identical 
to the f.-capacitability. 

Exampte 1. — If &, is the class of f,-capacitable subsets 
of E, itis the largest extension of f, which does not change the 
capacitability. We shall say that it is the canonical extension 
of f,. 

ExampLe 2. — Suppose that there exists a closed set NCE 
which contains each element of &, and that, for each element 
Ae&,, the set ANN is f,-capacitable. 

Then each element A <&, is f,-capacitable. 

In fact, we have f,,(X)=/f,,(XN N) for each XCE. Fur- 


thermore, for each open set w, we have /,(w) may Be UN): 


this shows that f{(X) = /f{(XNN) for each XCE. 

Thus each X such that XfN is f,-capacitable is also 
f :-capacitable. 

We have, for example, one such circumstance in taking for 
6, the set of closed subsets of a closed N of E and for 8, the 
set of all closed subsets of E. 
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16. 6. Second application. — Suppose that each element of &, 
contained in an element of &, is an element of 6,. 


ExampLe. — Let &, and 6, be hereditary classes of closed 
subsets of E. Then theorem 16. 3. is applicable to each X 
which is a subset of an element of &,, that 18) PES eet Ol 


this X. 


Special case. — If there exists a subset NCE which 
contains each element of &,, and if each element of &, contained 
in N is an element of &,, the theorem is applicable to each 
XCN. We obtain an example of this situation by taking 6, 
as the set of all compacts contained in a set: N ina Hausdorff 
space E and &, as the set of all compacts in the same space E. 


16. 7. Transitivity of the extensions. — If &,C 6, C&,, if f, is 
a capacity on &, and f,, f, its extensions to & and &, respec- 
tively, it is obvious that f, is identical to the extension of f, to 
&,. Indeed, the exterior capacity of a set remains invariant 
in each extension. This amounts to saying that the extension 
is a transitive operation. 


17. Invariance of the classes (, by extension. 


17. 1. Classes a, + — From the identity f{=f, it follows 
immediately that, if f, is in the class &, ,, then each extension 
f, of f, is in the same class. 


17.2. Classes a, of order « greater than (1, a). — In order 
to study these classes, we will need a new definition. 


47.3. Derinirion. — A class & of subsets of E is rich if, for 
each couple of open sets w,, w, of E and each element A of & such 
that AC (w, Uw.), there exist two elements A, and A, of & such 
that A,Cw,, A,Cow, AC A,UA,. 


17.4. Examrze. — If E is a normal space, each heredi- 
tary set of closed subsets of E is rich. In fact, by duality, 
it is sufficient to prove the following: if F, and F, are two 
closed sets of E, and if G is an open set such that GDF,NF,, 
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then there exist two open sets G, and G, which contain G and 
such that 


Gi F6 hee By, and G= GC, NAGE 


Now the sets (F, —G) and (F,—G) are closed and disjoint; 
the normality of E implies that they are respectively con- 
tained in two disjoint open sets g, and g,. It is then sufficient 
to take G,=GUg, and G,=GUg.,; these open sets have 
the desired’ properties. 


17.5. Exampre. — More generally, if & is a hereditary 
class of closed sets of E such that each element of & is normal, 
then & is rich. This example is a generalization of the pre- 
ceding one. The preceding proof is applicable provided that 
the passage to the complements is made with respect to the 
closed set A of & which is to be covered by A, and A,. 


17. 6. Exampze. — If 6 is a class of compacts of E such that, 
for each Ke&ë&, each compact AC K and each neighborhood 
V of k, there exists an element X of & such that KC XCV, 
then & 1s rich. 

In fact, when the open sets w,, w, are given as well as the 
compact Ke& such that KC (m,U,), we find immediately, 
by using the information in Example 17. 5., two subcompactsk, 
and k, of K such that k,Cw,, k,Cw,, and K=k,Uk,. By 
virtue of the hypothesis, there exist K,e¢& and K,eë such — 
that k, C K,C ow, and k, C K,Cw,. These compacts form the 
desired covering. 


17.7. Lemma. — Let f be a capacity on a class & of subsets 
of E, and let | Xf ier be a finite family of Arbre! subsets 


of E with f* (U x) finite for each JC I. 


i€J 
For each « >0, there exists a family \w;! of open sets of KE 
such that X;C w, for each i and 


(U vi) (VU Ai) Se for each a isn 
ies ies } 
In fact, for each JC I, there is an open w, such that 


(UAjco and flo) (UM) <e 


iEJ iEJ 
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If we set 0 = )o,, the family foie obviously has the 
J3i 
desired properties. 


17.8. Lemma. — Let f be a capacity on an additive and rich 
class & of subsets of a space E, and let §w,' ier be a finite family 
of open sets of E, with (U où | finite for each JCI. For each 

i€J ; 
e > 0 there exists a family {Ali of elements of & such that 
A;C w for each ie I, and such that for each JC I, we have 


(U w) ite AU A.) eon 


(Note that the restriction that the f(w;) are finite is not essen- 
tial; we would have an analogous statement if some of the 
f(w;) were — x or + 2). 

For each Jc I, let A; be an element of & such that 


A,C U Op and such that AU def) Se, 


iEJ iET 
By using the fact that & is rich we can, for each J, cover 
A; by a family of elements jA; ;{;; of & such that A,;Co, 
for all te J. The proof follows immediately if J contains 
only two indices; in the general case we apply the same process 


repeatedly (exactly (2e 1) times). Then for each ve I let 


Aa LJ Aus. 


J3i 


It follows immediately that the family }A;{ has the desired 
properties. 

17.9. Lemma. — Let f be a capacity on an additive and rich 
class & of subsets of a space E. Let I be a finite set of indices 
and O( {ay { ) a continuous real function of real variables ait UE 
If for each family {A;}iex of elements of & we have O( fay })>0 
where x3=—f (U As) we have the same inequality when we 

ies 
replace the sets A; by arbitrary subsets of E and each x by 
rs} 


ie] 


“ 
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In order to simplify the proof we shall assume again that the 
capacities which occur are all finite. In order to include the 
case where they are not, it would be necessary to give a pre- 
cise definition of the continuity of ® at infinity. This defini- 
tion is easy to formulate in the particular case (case of ® linear) 
where we shall have to nde it. 

The inequality P(} Ls} pez 0 is satisfied when we take ele- 
ments of & for the A,, therefore also, by virtue of lemma 17. 7. 
and the continuity of ®, when the sets A; are open. Lemma 
17. 9. then follows because of the continuity of ®, from Lemma 
17. 7. which asserts the possibility of approximating in a 
suitable way each of the A; of a given family by an open set w.. 


17. 10. Apprication. — Let E be a Hausdorff space 
containing a countable sub-set which is everywhere dense, 
and let f be a positive, sub-additive capacity defined on the 
class 6 = h(E) of all compact sub-sets of E such that f(X) = 0 
whenever X contains not more than one point. 

Then there exists a sub-set ACE which is a Gy everywhere 
dense in E (hence A is a residual of E when E is a complete 
metric space) and such that f(A) = f*(A) = 

For, let D = fa, a, ..., a,,...{ be a countable sub-set 
which is everywhere dense in E, and «< an arbitrary positive 
number. 

There exists, for each n, an open set w, such that f(w,) < ¢/2", 
and a,€,. n 


we set Q. = U w; and ( = UJ w,, then, from the above 
1 


lemma ï 
we df) = 


On the other hand, since the sequence Q, is increasing, and 
since each element of 6 is compact, it can be easily shown that 
f(Q) = lim f(Q,) (see end of 28. 2. , Chap IV). | 

It follows that f (Q ee Now. Q is an open set which is 
everywhere dense in E. Hence, there exists a sequence of 
open sets G, which are eveky-whete dense in E, and whose 
capacities tend to 0. Their intersection is the desired set A ('°). 


(2) Mazurkiewicz [1] Le proved a weaker result, concerning only the interior 
capacity of A, whenever E is a compact sub-set of a Euclidean space, and f is the 
Newtonian capacity. 


ll 
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1 À 11. THEO REM. — [ff ts a capacity of arbitrary order &, on 
an additive and rich class & of subsets of a space E, each extension 
of f to an additive family is also of order a,. 

Proof. For the class a, , we have already seen that this 
statement 1s satisfied, even without assuming that & is additive 
and rich. 

For a = (4, b) it is sufficient to remark that each class Ay 18 
defined by a system of inequalities of the form =>0('") where ® 
is a continuous function of capacities à U A.). These ine- 

Se . . . i€J / 
qualities remain valid, according to Lemma 17.9., for the 
exterior capacities F(U A} where the A, are (for example) 
Sen | 
elements of the set 6, on which the extension f, of f is defined. 


/ 


Since F4 U A;) = FU A,) by the definition of f,, the ine- 


_ iEJ ied 


qualities ® > 0 remain true for f,. 


17. 12. CorozLary.— If a capacity f on an additive and rich 
class & is of order A,(n = 2), each of the inequalities V <0 
(pn) can be extended to the exterior capacities of arbitrary 
subsets of E. 

This corollary is actually an immediate consequence of 
Lemma 17. 9. 


18. Invariance of the classes Ab, by extension. 


18.1. The class wb, ,. Ifa capacity /, is of order lb, , on &, 
we have FA) fu ([ A) for each sequence A,. However, 
since we know only that f.,=/,,, we cannot show that 
fu(An)—=fal ()A,): Therefore, the order Ab, , is not conserved 


by extension. 


18. 2. Classes Ab, for «= (1, 5). 


18.3. Lemma. — Let f be a capacity on an additive and mul- 
tiplicative class & of subsets of E, and let | Xifier be a finite 


(13) This statement is less obvious for the class Q,,». However, notice that the 
condition which defines @;,» may be formulated as follows: for a,c A, and 
a,c A,, we have f(A, U Az) — f(a, U a) < W|(f(A) — flay), (f{A2) — f(a2))| where 
Yu, v) > 0 with u and ». 
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family of subsets of E such that f, () X;\ ws finite for each 


dE | 
JC I. For each e > 0, there exists a family § A;} ier of elements 
of & such that AC X, for each i, and such that, for each JCI, 
we have 


A(X) —( Anse 


\ iEJ iEJ 


Indeed, for each JCI let A; be an element of & such that 
A;C()X;, and r(() me —f(As)<e. Then let A; {JA 

iEJ i€J J3i 
for each 1e J. This family obviously satisfies the condition 
stated. 


18.4. Lemma. — Let f be a capacity on an additive and mul- 
tiplicative class 6. With the same conventions as in Lemma 
17. 9., if we have D( {a} ) = 0, with x= f(N A} for each 

ie] 
choice of the family }A;{ of elements of &, we have the same 
inequality when we replace the A; by arbitrary subsets X; of E 


and each x; by IR Xi) 
ies 
This lemma is. an immediate consequence of the continuity 


of ® and of Lemma 18. 3. 


18.5. Derinirion. — A class % of subsets of a topological 
space E is called G-separable if for each couple X, and X, of 
disjoint subsets of E each of which is either an element of & or the 
intersection of one such element with a closed set of E, there exist 
two disjoint open sets w, and,w, of E such that X, Cw, and X, Cw.. 


The following are examples of G-separable sets #: 
18. 6. Any class # of compacts in a Hausdorff space E. 


18.7. Any class of closed sets in a normal space E. 


It is obvious that, if {X;}er is a finite family of mutually 
disjoint sets each of which is either an element of % or the 
intersection of such an element with a closed set of E, then 
there exists a family {ier of open sets of E such that 
X;C w; for each i and wfw,— 6 for i 4 j. 
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18.8. Lemma. — Let f be a capacity on a set & of subsets of E, 
and let }X;ier be a finite family of subsets of E such that 
each f*(X;) is finite, where X3 = (NX, (JCD). 

iEJ 

When all the X3 make up a G-separable set 3, there exists for 
each € > 0 a family of open sets fo! ier of E such that X,Cw, for 
each it and 


f(s) —f(X)£e for each JCI, where w=f{w. 
ie) 

Proof. We can easily construct a family of open sets Q; 
such that 

XC Qi; f (Qs) —f* (Xs) Se 
for each 
JcI; OC, whenever J, Gents: 
This family plays a transitory role in the construction. 

First let w;, = Q). Then we suppose the w, defined for all J 
of cardinal number J > p, and in such a way that for each 
such J we have 

(1) X;C a; oC Q;; Oy; = () Oy. 

JaJ 
For each J such that J = p, we then define 
Yi= Xi N( a Las), 
T2] 


These Y, thus defined are mutually disjoint; they are therefore 
separable by some open sets G,; which one can in addition 
restrict by the condition G;C Q;. We then define «; as follows : 


@y = G; U (U or) 
Jas 


It is obvious that the family of w, thus increased GE p) 
possess the three properties stated in (1) above. We continue 
the construction until we obtain the w, with J — 1; they are 
the desired w.. 


18.9. CorozLary oF temas 18. 4. AND 18. 8. — Lei f be a 
capacity on an additive and multiplicative class 6. With the 
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same conventions as in Lemma 18. 4, we have the inequality 
D mi) > 0, where X= f*( Xz) and Xj = ‘a ae for each family 
Mie ie) 
\X;l;er such that the set of X; is G-separable. 
This corollary is an immediate consequence of lemmas 18. 4. 
and 18. 8. and of the continuity of ® (we use Lemma 18. 4. 
in the particular case where the X; are open sets). 


18. 10. Turorem. — If f is a capacity of order Wb, (= 1, b) 
on an additive and multiplicative set &,, the extension of f to a 
multiplicative set &, is also of order Jb, when the set &, is G-sepa- 
rable (for example, if each element of &, is compact and E is a 
Hausdorff space, or if each element of &, is closed and E is 
normal). 

This theorem is an immediate consequence of corollary 18. 9. 


19. Extension of a class & by a limit procedure. 


We are now going to study the extension of a capacity f in a 
case where the set &, is deduced from &, by a process inde- 
pendent of the given capacity f. 


19. 1. Tueorem. — Let &, be a multiplicative class of 
compacts of a space E, and let &, be the set of arbitrary intersections 
of elements of &,. If f, is the extension to &, of an arbitrary 
capacity f, on &,, then for each A, <6,, 


f.(Ag) ant f(x) (A, CX; Xe&,). 
If f, ws of order (x = 1, b), then f, is of the same order. 


If 6, is additive as well as multiplicative, &, has the same pro- 
perty ; if then f, is of order aq, f, is of the same order. 

Proof. We use the fact that, for each Ae &, and for each 
open set w containing X, there exists an element Be &, such 
that ACBCw. This statement is an immediate consequence 
of the fact that A is the intersection of a filtering decreasing 
family of compacts which are elements of &,. 

It follows that for any finite family {A;! ie, of elements of &,, 
and for any two families of open sets }w,} and {Q,} such that 


() A; Co; U A,CQ, for each es À 


i€J 
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there exists a family {B,} ie: of elements of &, such that, for any 
indices & and J ! > 
ACB,. ([|B.Cu, IC 
i€J iET 
These relations show that we shall be able to approximate 
each finite family of elements of & from above by elements 
of &, in such a way that this approximation is preserved by the 
operations of intersection and union. The formula 


FAS) Sank ff XO) GAN Xe 8) 


follows from the fact that f, is continuous on the right, that 
f,(X) = f,(X), and that we can approximate A, from above by 
some X. 

Henceforth, for each inequality 

®({as}) = 0, where x; = f(() 41) 

which is valid for f,, it is sufficient to carry out a passage to 
the limit in order to obtain the same inequality for f,. This 
remark establishes the second assertion of the theorem. 

When 6, is additive, the additivity of 6 follows immedia- 
tely, and the process which we have just used for (() Ai) 

i€J 

is also valid for f (U Ai). This fact proves the last part of 
the theorem. idea 


20. Restriction of a capacity. — Let 6, and 6, be two classes 
of subsets of a space E with &,Cé&, and let f, be a capacity 
on &.. 

The restriction of f, to &, is the function f, defined on &, by 
the relation f,(A) = f,(A) for each Ae 6&,. 

It follows immediately that f, is a capacity. We suppose, 
as everywhere else, that the given data are such that for f, — 
(and f,) every element of &, (respectively 6,) is capacitable, for 
example, because 6, and 6, are additive or absorbing. 

The following relations hold for each XCE: 


fu (X) Shy (À) fi (X) Sf: (%). 


If f, is of order &,,,(«lb,,,), we cannot therefore conclude that 
f, is of the same order. But, if 8, and 6, are additive (multi- 
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plicative), and if f, is of order à, (with « = (1, b) (or respec- 
tively of order Jb,), it follows immediately that f, is of the 
same order. 

This operation is interesting in a special case. 


20. 1. Special case. — Let N be a subset of E such that, for 
each open set w C E, the set (NNw) is f,-capacitable (for example, 
if N be open). 

If we take for &, the set of elements of 6, included in N, we have 
for each X CN the equalities | 


fig(X) = fu(X) FX) = f2(%). 


In particular, each subset X of N is simultaneously f, and 
f.-capacitable or non-capacitable. 


The first of these relations follows immediately. In order to 
show the second, we shall suppose, for example, that f{(X) 
is finite. For each € > 0 there exists an open set w such 
that X Cw and f,(m) —f{(X) << Now we have the follo- 


wing sequence of inequalities : 
fi(X)Sft(X)Sfi(NNo) =f, (No) =f, (Ne) Sf, (©) =f,(o). 


It follows that f*(X)—/f*t(X)<e for each € > 0, and the 
desired result follows. 


20. 2. Application of the preceding operations. — We shall 
use these operations especially in the study of the capacita- 
bility of sets. In fact, it is often convenient in this study 
to suppose that the space E and set & possess a certain regu- 
larity. The operation of restriction will permit us to 
replace E by a subspace N; then the extension operation will 
permit enrichment of the new class &, thus obtained, a step 
which often proves useful. 


20. 3. Exampre. — Let E be a Hausdorff space, and let & 
be an additive and hereditary class of compacts of E. Let f be 
a capacity on 6. | 

Let X be a subset of E such that every compact contained 
in X is f-capacitable; and suppose that there exists a completely 

regular set N such that XCNCE, and such: that each 
_ subset of N which is open relative to N is f-capacitable (if X 
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possesses a completely regular neighborhood, we shall take 
for N the interior of this neighborhood; if the element A of & is 
metrizable, we shall take for N the set A if the capacity f is 
such that each K, of E is capacitable) 


We wish to show how we can replace the study of interior and 
exterior capacities of X by the same study in a simpler case. 


Let 6, be the additive and hereditary set of elements of & 
contained in N. If f, is the restriction of f to &,, we have 


fu(X) =f(X) and f{X)=/f'{X) forevery X’CN. 


Observe, on the other hand, that we can consider f, as a capacity 
on the set 6, of subsets of the space N; we obtain for each X’C N 
the same values for the interior and exterior f,-capacities when 
we consider &, as a class of subsets of E or of an arbitrary 
space in which N is imbedded. This remark will allow us to 
imbed N in a new normal space as follows: 
Since N is completely regular, it can be imbedded in a compact 
space F. Designate by 6, the set of its compacts and by f, the 
extension of f, to 6.. 

According to theorems 16. 2. and 16. 3, as every compact 
included in X is f-capacitable, and then also f,-capacitable, 


we have, 
fulX) = fa(X) fi(X) = FAX). 


It follows that the interior and exterior capacities of X are the 
same for f and for f.. 

Now f, has the advantage of being a capacity defined on the 
set of subcompacts of a compact space. 

Let us show in addition that if f is of any order &, or of order 
Ab, with à = (1, b), the capacity f, is of the same order. 

It is obvious that f, is of the same order as f. Then Theo- 
rem 17.11. shows that if f, is of order 4,, f, is also. And 
Theorem 18. 10. shows that if f, is of order db, with «= (1, b), 
then f, is of the same order. 


CNT 
: 


CHAPTER V 


OPERATIONS ON CAPACITIES AND EXAMPLES OF CAPACITIES 


In this chapter we shall study first some operations which 
transform capacities of a given class into capacities of the same 
class, and then several examples of capacities, some of which 
are important and will be used in the following chapters. 


21. Operations on the range of capacities. 


21.1. If ®({a,{) is a continuous, increasing function of the 
real variables x; (1e I), and if (f;)ier denotes a finite family of 
capacities defined on a class & of subsets of a space E, then 
the function f(X), defined by f(X) = ® {f(X)}) is a capa- 


city on &, and we have 
fe=O({fn}) and  f* = O({ft}). 
If each of the f; is of order a, (Ab, ,) then the same holds for f. 


If ® is a linear form with non-negative ccefficients, and if 
each f; is of arbitrary order &,(Ab,), then the same is true for f. 


21. 2. If (f,,) is a sequence of capacities defined on the same 6, 
and if the f, converge uniformly on & to a function f, then this 
function is a capacity. The f,, converge uniformly to f., and 


the f, converge uniformly to f*. If each f, is of order a, (Jb,), 
then f is of the same order. 


21. 3. If (f,) is a decreasing sequence of capacities defined 
on the same &, then the limit f of this sequence is a capacity. 


We have f,<lim/,,, but not necessarily: f, = lim bax: 


If each f, is of class @,(clb,), with «= (1, b), then the same 
holds for the limit f. 
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We shall not give the very easy proofs of these statements. 


21. 4. If D(u) us an increasing concave function of the real 
variable u, and if f ts a capacity of order a, on an additive class &, 
then the function g = ®(f) is also a capacity of order &.. 

Proof. The assumptions on ® imply its continuity ; hence g 
is a capacity. Let us show that VAX; A, B),<0. We know 
that V(X; A, B);SO and that the \7, and ‘7, with respect 
to the function ® are non-positive since © is increasing and 
concave. If we set 


V(X; A, B)yy=—Aas,  V(XUA;B)=—x, 


V,(XUB; Ajg=—m, —f(X)=—2, 
then the A,, As, Ays, are non-negative and we have 
f(X) = ke 


f(XUA) = À us Ag + Au, 
f(XUB) aT Ay + Ap cie AaB, 
f(XUAUB) = À, + As + Aw + Aas. 


If we add the two relations 

WalAo; As, Apt Ass)pSO and (ZA + Aa; Aas)oSO 
term by term, we obtain 
DA) —P(A, + Aa t+ Anz) —D(Ao+ Apt Aap) + P(A + Ast Apt Ans) SO, 


which may be written also as follows : 
V(X; A, B), <0. 


21.5. Generalization. — An analogous result is obtained if ? 
is replaced by a function of several real variables whose \/, 
and \7, are non-positive. 

More generally, one could show that by composing two alter- 
nating functions of order n (in the sense of Chapter 111), the 


resulting function is alternating of the same order. The proof 
of this last result is not simple; we shall not give it here. 


21.6. If D(u) is an increasing, convex function of the real 
variable u, and if f is a capacity of order Ab, on a multiplicative 


class 8, then the function g = ®(f) is also a capacity of order «.. 
13 


TT © 
ly Ate, 
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This statement is equivalent to the preceding one, for observe 
that, if we set ®(u) = —@®(—u) and f’ = —f, then the 
function ©’ is increasing and concave, and f” is alternating of 
order 2 on the multiplicative semi-group 6. 

An extention analogous to that of 21. 4, can be obtained in this 
case also. 


21. 7. If f a capacity of order ,(n 3) on an additive class 
&, then V(X, A,) is a capacity of order a,_, on & for every 
A, e&, 

The continuity on the right of V,(X; A,) is obvious. On 
the other hand, every difference of order (n—1) of this diffe- 


rence V, is a difference V, of f; it is therefore non-positive. 
An analogous statement concerning the capacities of order 


lb,(n = 3) on a multiplicative class & is obtained if V, is 


replaced by À. 


22. Change of variable in a capacity. 


22. 1. Let E and F be two topological spaces and & and 3 
two classes of subsets of E and F respectively. A mapping 
Y = 9(X) from & into F will be called increasing and continuous 
on the right 1f. 

a) (A, C A.) => (9(A,) Co(A.)), for any elements A, and A, 
of &; 

b) for every neighborhood V, of 9(A,), there exists a neigh- 
borhood U, of A, such that the relation ¢(X) € V, holds for every 
Xe6& such that A, CU. 

If f is a capacity on 3, then the function e(X) = f(Y), where 
Y = o(X) with Xe 6, is obviously a capacity on & We shall 
say that e is derived from fby the change of variable Y = 9(X). 


22.2. Exampie. — Let y = (x) be a continuous mapping 
from E into F. For any class & of subsets of E, we shall still 
denote the extension of ¢ to & by +, and let 3 be the image of 
& by +. This mapping + from 6 onto & is increasing and 
continuous on the right. 


: 
‘ 
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If fis a capacity on J, then for every BC F we have 
e,(p (B)=A(B) and e*(9-'(B)) <f*(B); 


and the last relation is an equality if the mapping o from E 
into F is an open mapping, that is, if it maps open sets on open 
sets. 

More generally, the following relations hold for every ACE: 


e(A)Zf.(g(A)) and e*(A)<f“(e(A)). 


An important special case is the following : 

For E we take the product space of two Hausdorff spaces F 
and G; and let ç be the canonical projection from E on F. Let 
us suppose that every element of & is compact, that 4 = o(8), 
and that the condition ¢(K) e Fimplies K e & for every compact 
subset K of E. Using the notation employed in the preceding, 
we assert that the relation e(w) = /(¢(w)) holds for every open 
subset w of E. 

Indeed, for every compact subset BCo(w), there exists a 
compact subset A Cw such that B= (A); this statement is 
easily deduced from the fact that B is compact. If we take, 
for the sets B, elements of # whose f-capacity approaches that 
of o(w), we obtain e(w) = f(¢(w)); but we know already that 
e(w) <f(¢(w)), hence the equality. 

It follows that e*(X) = f*(¢(X))-fer every subset X CE. 
Since we know already that e,(X) </f,(¢(X)), the e-capacita- 
bility of X, that is, the condition e,(X) = e*(X), implies 
FX) LÉ (EX), whence f*(o(X)) = (EX). 


22. 3. Tuaeorem. — The e-capacitability of X implies the 
f-capacitability of its projection 9(X), andwe have e(X) = f(¢(X)). 


23. Study of U-homomorphisms continuous on the right. 


We shall now suppose that & is additive. We shall say that the 
mapping ¢ from & into F is a U-homomorphism continuous on 
the right if it is continuous on the right in the previously defined — 
sense, and if o(A,UA,)=9(A,)Ug(A:) whenever A, and À,eë. 


Such a mapping is clearly increasing. 
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23. 1. General examples of U-homomorphisms continuous on 
the right. 

(«) Let E = F and let & be an additive class of subsets 
of E. 

(i) For every ACE, let #, be the class of those subsets of E 
which are of the form (XUA), where Xe&. Then the mapping 
X — (XUA) from & onto %, is a U-homomorphism continuous 
on the right. 

(ii) For every closed subset A of E, let 7, be the class of those 
subsets of E which are of the form (XNA), where Xeë. 
Then the mapping X — (XNA) from 6 onto F, has the desired 
property. 

(B) Let E= F. If & is the class of all subsets of E, and if # 
is the class of all closed subsets of E, then the mapping © 


from & onto % which is defined by ¢(A) =A has the desired 
property. 

(y) Let x = U(y) be a continuous mapping from a compact 
space F into a Hausdorff space E. Then for every class & of 
subsets of E, the mapping & = )~' from 6& into the class of 
all subsets of F has the desired property. 

Indeed, for any Ae& let B=o(A)=y‘(A). Let V be an 
open neighborhood of B. For every point ze A there exists 
an open neighborhood u, of x such that | '(u,) CV. If 
= Uu, then U is an open neighborhood of A such that 


xEA 
Y '(U) CV, which proves the continuity on the right of 9. 


(6) More generally, let E be an arbitrary topological space, 
F a compact space, and A a closed subset of(EXF). Forevery 
X CE, let Y = ¢(X) be the set of those points y of F for which 
(x, y) € A for at least one ve X. Then the mapping À —c(A) is 
again a U-homomorphism which is continuous on the right. 


To these results there corresponds a reciprocal proposition 
which shows, in an important special case, how every U-homo- 
morphism which is continuous on the right can be obtained. 


Let 6 be an additive, hereditary class of compact subsets of a 
topological space E, and let Y = o(X) be a U-homomorphism, 
continuous on the right, from & onto a class % of compact subsets 
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of a Hausdorff space F. Then there exists in (EXF) a closed 
subset A which satisfies the following relation: 

For every Xe &, 9(X) is the set of all points y of F such that 
(x, y) € À for at least one ve X. 

An equivalent statement is the following: if prr(m) and 
prr(m) denote the projections of a point m of A on E and 
F, respectively, then ¢(X) = pre(prs'(X)). 

We leave the verification of this proposition to the reader. 

(e) Let y = ¢(x) be a continuous mapping from E into F; 
then the extention of + to an additive class & of subsets of E has 


the desired property. We have already used this example and 
stated an important special case of it in 22. 2. 


23. 2. Preservation of the class @,(«—=.(1, b)) by the U-homo- 
morphisms continuous on the right. — Let E and F be two 
topogical spaces, 6 and 4 two additive classes of subsets of E 
and F, respectively, and let + be a U-homomorphism, conti- 
nuous on the right, from & into &. 

If f is a capacity of order a,(a= (1, b)) on %, then the capa- 
city e(X) = f(¢(X)) on & is also of order a,. This result is an 
immediate consequence of the fact that the definitions of the 
classes &, involve the operation U only. 


24. Study of N-homomorphisms continuous on the right. 


Let us suppose that & is multiplicative. We shall say that 
the mapping ¢ from 6 into % is a [\-homomorphism 
continuous on the right if it is continuous on the right, and if 
o(A, NA.) = 9(A,) Ng(A,) whenever A, and A, are elements of &. 


Such a mapping is obviously increasing. 


24.1 General examples of M-homomorphisms continuous on 
the right. 

(a) Under the conditions specified in example 23.1. (a), the 
mappings X—XUA and X—XN A are N-homomorphisms, 
continuous on the right, whenever & is multiplicative. | 

(6) Let E=F. If 6 is the class of all subsets of E, and if 3 
is the class of all open subsets of E, then the mapping ¢ from 6 
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onto % defined by g(A) = À (interior of A) has the desired 
property. 

(y) The mapping ¢ = )‘ defined in example 23. 1. (y), has 
the desired property. Thus, this mapping is both a U-and a 
N-homomorphism, continuous on the right, whenever & is 
both additive and multiplicative. 


(à) Let y —g(x) be a continuous, one-to-one mapping from 
E into F, or more generally, let + be continuous and such that 
¢(A,N A.) = ¢(A,) N¢(A,) whenever A, and A, are elements of &. 
Then the extension of + to & has the desired property. 


(c) Suppose that E is a Hausdorff space and that every 
element of & is compact. 

(i) If F is the topological space of all compact subsets of 
E, and if, for every A € &, wedefine + by ¢(A) =A(A), where (A) 
is the class of all compact subsets of A, then the mapping © has 
the desired property. For, on the one hand, 


and, on the other, the continuity on the right follows from the 
definition of the classical topology of F. 

(11) Let I be any set of indices, and F the topological space E. 
If, for every À e &, we set B= ¢(A) = A‘, then the mapping 9 
has the desired property. 


24.2. ProBrem. It would be interesting to find a simple 
method for the construction of every {\-homomorphism, 
continuous on the right, from the class & of all compact 
subsets of a compact space E into the class 4 of all compact 
subsets of another compact space F. 


24. 3. Preservation of the classes .tb,(z= (1, b)) by the 
N-homomorphisms continuous on the right. — Since there is a 
perfect analogy with the proposition concerning the preservation 
of the classes a, by the U-homomorphisms (see 23. 2.), the 
results will not be stated in detail. 


Shc Ji Study of other changes of variables. — There are 


other changes of variable, such as for instance those which 
transform a capacity of order a, into a capacity of order b,, 


P sc 
art 
\ q = Se A 
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or conversely. They are of particular interest when the classes & 
and # to which they apply are classes of compact sets. 

In this connection, it would be interesting to find a simple 
method for constructing every mapping g of the following types: 
E and F are two compact spaces, 8 and & the classes of all 
compact subsets of E and F, respectively, and 9 is a mapping 
from & into # which satisfies either 


P(ALU As) = 9(A,) 1 s(A.) 
or 


e(A, 1 Ay) = g(A,) U g(A.). 


The first of these two functions may be called an exponential 
and the second a logarithm. Both are decreasing; it is, 
therefore, no longer possible to speak of their continuity on the 
right. In each particular case one should impose the type of 
continuity which is the most suitable. 


EXAMPLE OF AN EXPONENTIAL. — For a given E let T be an 
auxiliary compact space, F a compact topological space of 
continuous mappings from E into T, and A a compact subset 
of T. For every compact subset X of E, we denote by Y = ¢(X) 
the class of all continuous mappings from E into T which 
belong to F and which map X into A. Then Y is compact, 
and obviously satisfies the relation ¢(X,U X,) = 9(X,) NM ¢(X,). 


25. Construction of alternating capacities of order 2. 


Although the most interesting capacities to study are those 
of order &, or -lb,, the fact that the capacities of order @, 
and wtb, lead to a complete theory of capacitability induces us 
to investigate the operations which lead to such capacities. 
We shall study here an operation which leads to functions 
which are alternating of order 2. 


25.1. Study of the Greenian capacity by means of the Dirichlet 
integral. — Let D be a Greenian domain of R". Let D be the 
set of absolutely continuous functions which are : non-negative 
on D, zero on the boundary of D, and possess a finite 


Dirichlet integral 
f(g) = J (grad +) de. 
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It can be shown that if 9, and ©, e ®, 9,~¢, and 9,~>¢, are also 
in ®, and that 
f(G.~ pe) + fi Ge) = (G1) + F($2)- 
Then let K be a compact subset of D. If we set 
cap(K) = inf f(¢) for all oi on K, 
it can be shown that, within a constant factor, this capacity is 
precisely the Greenian capacity of K that we have studied in 
Chapter II. Let us show that cap(K) is an alternating capacity 


of order &, (which we know already, but this new proof can be 
extended to new cases). 

The fact that it is increasing and continuous on the right is 
immediate. Then let K, and K, be two compacts of D and let 
e > 0. Let ¢,, 9,, be two elements of D such that: 


f(¢;) —cap(K)<£e and o;(7) =1 on K, (nae À, Dax 
We have therefore 
fai $s) +£(¢:- 92) Seap K:+cap K, + 2e. 


(np 21 on (K, U K,) 


Ow 


and 
(39) 241- on:  (K,NK,). 


It follows that 
f(K,U K,) + f(K,N K,) <f(K,) + f(K,). 


Since this inequality is sufficient to obtain the most precise 
results of the theory of capacitability, it is interesting to try to 
apply the above reasoning to a more general case. 

N. Aronszajn [1] in his study of functional completion 
and of exceptional sets associates a set function to each nor- 
med space £ of real functions on a given set E, in the follo- 
wing way: Let ||¢|| be the normon% For each X CE we set 


F(X) = inf ||¢|| for all ¢ which are >41 on X. 
If there exists no ¢ which is > 1, on X, we set F(X) = + . 


In the case where 4 is the linear space generated by the set 
D introduced above, the Greenian capacity of a compact set X 
is in fact the square of the expression F(X) corresponding to 
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the norm ||¢|| = \/f(¢); but this difference is not trouble some 
for the theory of capacity. 


The following contains a theorem which leads to some gene- 
ral cases where the above function F(X) is alternating of order 2. 


25. 2. Alternating functions associated with a subvaluation on 
a lattice. —- Let L be a lattice, L’ a sublattice of L such that each 
ae L is majorated by ana’ eL’, and f a real function on L’ such 
thai 
fla~ b) + flab) <fla) + f(b). 


We say that f is a sub-valuation on L’. 

When L’ = L is a distributive lattice and when f is an 
increasing valuation on L, we shall see (26. 4.) that f is alter- 
nating of order æ on L, relative to the operation wv. 

If f is not an increasing valuation, this is no longer true in 
general. However, we shall see how we can still associate to 
each valuation and likewise to each sub-valuation on L’ an 
alternating function of order 2 on L, even if L and L’ are not 
distributive. 

For each xe L, we set 


cap (x) = inf f(a) for all a such that x < a@andaeL’. 


Tasorem. — The function cap (x) is an alternating function 
of order 2 on L, relative to the operation ~. 
Proof. That cap (x) is increasing is immediate; and the 


inequality 
cap (ab) + cap (a~b) < cap (a) + cap (8) 


is proved exactly as in the case where f is the Dirichlet integral. 
of 9. 

Examptes. — Usually, the sub-valuation f will be a valuation 
Here are some examples. 


If D is a domain of R", we take L=SS_.“° and take for L’ 
the set of real positive flacons © which are: continuous on D, : 
zero outside of a compact set, and Lipschitzian. If we set 


('4) SS. denotes the cone of all positive and upper semi-continuous functions 
on D which vanish outside of some compact. 
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9, 3% when (x) <e,(x) for every +, L is a lattice and L’ is 
a sublattice. | 
Let O(a, p | be a continuous function of x, 9, and of the 
partial derivatives of the first order of +, such that | ®(x,0,0)du 
(where 11 is the Lebesgue measure or any other fixed abso- 
lutely continuous measure on D) has a sense. We set 


f(¢) = (02, p, tae for each geL’. 


It is immediate that if ¢, < 9,, we have 


Fi Pa) HAG: > Ge) = f(@i) + F(42)- 


The fact that this relation holds wheng, and 9, are arbitrary 
is due to the following facts : 

(a) the set of points of D where ¢,9, is a denumerable 
union of partial domains in each of which we have either 


Pi < Do or Do < D1; 

(b) the set of points of D where 9, = ©, is the union of two 
borelian sets A and B such that on A the functions o, and 9, 
have equal differentials, and B has Lebesgue measure zero. 

It is often useful to notice that for each €e > 0, and for each 
neighborhood V of the support of any ¢¢L’, there exists a 
function +’ indefinitely differentiable, zero outside of V, with 


p—pl<e and |f(o)—f(¢’)|\<e. 


These conclusions would no longer hold if in the function ® 
some partial derivatives of + of order > 2 occurred. 


Special cases. 

(a) © = ¢? leads to the norm of the spaces L’. 

(b) ® = (grad ¢)* leads to the Dirichlet integral. 

(c) b= (1+ grad’ ¢)” leads to the «area» of the graph of Q. 


When ® is homogeneous of degree « with respect to o and 
ù ‘ : 
=a the function [cap (¢)]'* is homogeneous of degree 1 and, if 


a> 1, the fact that » = u'* is then an increasing and concave 
function implies that. [cap (¢)|'* is alternating of order 2 
whenever f(¢) is > 0 and alternating of order 2 (see 21. 4.) 
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25. 3. Equilibrium. — The definition given above of the 
function cap (x) is more general, even in the setting of the 
classical Greenian capacity, than the ordinary definition 
since it defines not only the capacity of the chareeiemene 
functions of compacts, but also the capacity of any element 
pess, | | 

We could associate to every element se SS, a sub-harmonic 
function analogous to an equilibrium potential We shall 
show, in the general scheme introduced above, how we can 
define such an equilibrium in very general cases. 

Let us use the notations introduced in the above theorem. 
For each a,e L, let L(a,) be the set of elements a of L such 
that a, < a and cap(a)=cap(a,). L(a,) is a sub-lattice of L: 
in fact, if a,, a, e L(a,), we have 


a, S 4, T ay < di, A, 


so that since cap (x) is increasing, we have 


cap (a, ~a,) = cap (a,), 


and hence 
a, = a € L(a,). 


On the other hand, 
cap (a,~ a,) + cap (a, ~a,) < cap (a,) + cap (@); 


hence 
cap (a,~ a) < cap (a); 


and since cap (x) is increasing, it follows that 
a, a, € L(a,). 


The lattice L(a,) possesses a smallest element, which is a); 
it can have only one largest element; when the latter exists, 
we shall denote it @; it is the equilibrium element associated 
with a). 

A case where @ always exists whenever a, 1s such that 
L(a,) is bounded above is when 

(a) L=L; | 3 

(b) eachsubset of L bounded above possesses anupperbound; 

(c) f(x) is lower semi-continuous on the left, which means 
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that for each subset (a,) of L, filtering on the right, and having 
an upper bound a,,, we have 


f(a.) < lim inf f(a;). 


This semi-continuity occurs, for example, when /(¢) is the 


: ; 0 do Piel 
integral on D of a function 2 a, œ, =) which is = 0 and has, 
ae 
in a certain sense, a convex indicatrix when considered as a 
: dc = : 2 2 

function of a (Example: ® = grad’*¢ or ® = (1 + grad’¢)’”.) 
It can happen that for some a,e L, L(a,) is not bounded 

above, but that by introducing a convenient notion of excep- 

tional set, L(a,) possesses a quasi-upper bound. This happens 

for example in the classical potential theory. 


26. Examples of alternating capacities of order 4 ae 


In all of the following examples, the capacities under 
consideration are always tacitly assumed to be defined on the 
class 6 = h(E) of all compact subsets of the space E in question 
unless otherwise indicated. We shall give here only examples 
of capacities of order @,. Let us notice here that many 
capacities which occur naturally in analysis are obtained from 
Radon measures by a small number of operations such as f/f, 


U, LE max, min, and that in general, the capacities obtained 
in this way either fail to be of any order a, or -lb, or they 
are of order Gor Ab. 


26. 1. Alternating family of elements of a commutative ordered 
group. — Let G be a commutative ordered group, and I 
a finite set. Every function, alternating of order oc, which 
is defined on the class & = 2! of all subsets of I and whose 
values are in G is called an alternating family (2;);c, of ele- 


ments of G. Thus, if x; = f(J), all the Ni are supposed to 
be non-positive. Let us set, conforming to a notation already 
used before, 


Vars tha ere 00e sep) NSE}, 
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By an already familiar computation we deduce from these 
relations the following : 


4 =x, + D AE. 
KNIZo 
If x, is not defined, an arbitrary value such that À: is non- 
negative is assigned to X,; this assignment is always possible. 
Conversely, it is easily verified that every family x, which is 
defined by equalities of this form with numbers i, => 0 is 
indeed an alternating family. ve 


Exampie. — If I contains two elements 1, 2, then every 
alternating family on I is of the following form: 


D = Lo +A, + Ay, 23 T3 = Lo + À ct Ay, 2 
Li,2 = La +A, ++, 


26. 2. Operation « sup » in a commutative lattice group ('*). — 
Let G be a commutative lattice group and I any set. Also, let 
1— x; be a mapping ¢ from | into G. 

Set f(X) = sup (x;) for every finite XCI. The function f 


is thus defined on the additive class & of finite subsets of I. 


We wish to prove that the V, are non-positive and more 
precisely, that 


V(X; {A,});=int[f(X), {f(A,){]—inf [{f(A,)}]. 


It is equivalent to prove that for arbitrary elements x, a, of G 
(p=1, 2, ...), we have 


V (x; ja} up —inf(æ, a)—a where a=inf f{a,}. 


We recall the following identity : inf (u, v) + sup (u, #) = u +». 
It follows that V(x; a,)=2—sup (a, a,) = inf (zx, a,)—a,. 
The general formula follows from this one by induction: the 
proof is entirely analogous to that of 14. 5. for functions which 
are both alternating and monotone of order 2. Thus, we can 
state that the operation « sup » in a commutative lattice group 
is an alternating function of order infinity. 


('5) A commutative lattice group G is an ordered group such that any two ele- 
ments X, and X, of G always have a least upper bound, sup(X,, X,), and a greatest 
lower bound, inf(X,, X,), sometimes denoted by X,~ X, and X, ~X,, respectively. 


PT TRE 
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For the operation inf there is a formula which is the dual of 


the preceding one; hence, the Ne will be non-negative. Thus, 
if for every X CI we set 
w(X) = {sup (x;) —inf (x;)|, 
| iEX ieX 
the oscillation w(X) is an alternating function of order infinity. 

If G is in addition a complete lattice (‘*), these results may be 
extended to additive classes & of subsets X of I such that every 
o(X) is bounded from above (and also bounded from below if 
w(X) is being considered). 

APPLICATION. — Let 9(x) be a real-valued continuous func- 
tion on a topological space E. For every X CE we shall 
denote by f(X) and w(X) the least upper bound and the oscilla- 
tion of g on X. These two functions are alternating capaci- 
ties of order &, on each additive class & of subsets of E (on 
which they are assumed to be finite, for simplification). When 
g(x) is only upper semicontinuous on E, f(X) only is a capacity 
of order a,. 


Exampie. — If 6(X) denotes the diameter of a compact 
subset X of the real line, then since 6(X) is the oscillation of 
the function xon X, this diameter is a capacity of order a, of X. 
(It should be remarked that if one wants to assign a value to 4(g), 
this value should be — oo). 

On the other hand, the diameter of a compact set X in an 
arbitrary metric space E is not of order a,. This diameter is 
equal to the maximum of a function which is defined on E? 
and not on E. We therefore have only ¢(X) = f(X°*) where f 
is a capacity of order @, on K(E’). 


26. 3. Generalization: valuation on a distributive lattice. — 
Let L be a distributive lattice and f a mapping from L into a 
commutative ordered group G. We shall say that f is a valuation, if 


fla~ b) + flab) = f(a) + f(b). | 
26.4. Turorem. — If f is an increasing valuation (that is, if 


(a ~ b)—> f(a) <f(b)), and if we set g(X)=f(sup X) for every 


(6) A lattice G is said to be complete if and only if every subset of G which is 
bounded from above possesses a least upper bound (and likewise for the greatest 
lower bound). 
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finite subset X of À, then the function g(X), which is defined on 
the additive class & of all finite subsets of L, is alternating of 
order x, and 


V(X; FA = inf (g(X), {g(A)})—inff g(A)}. 


An analogous statement holds in the case where L is a complete 
distributive lattice and where & is the class of all bounded 
subsets of L. 


Corottary. — With the same notations, the function f(x) is 
alternating of order x on the ordered semi-group L with the ope- 
ration sup. 


26. 5. Examples of such valuations. 

Gi) The dimension of a variety in projective geometry or 
in Von Neumann’s continuous dimensional projective geometry. 

(iu) For L we take the set of all positive integers, ordered 
by the relation a < b if b is a multiple of a and we set: 


f(x) = Log (x) 
g(X) = Logjl.c.m.(X)} forevery XCL, with X finite. 


26. 6. Non-negative Radon measures. — If E is a locally 
compact space, a function f defined on A(E) defines a non- 
negative Radon measure if and only if 


(1) f is finite for every K e RE). 
(i) fe) =0. : 
Gii) fis increasing and continuous on the right. 


(iv) f(K,UK,) + f(K, NK.) =f(K,) + f(K,). 


These conditions are equivalent to stating that f is a capacity 
on K(E) of orders &, and Ab, which is finite and such that 
f(9) = 0. 

More generally, if E is any Hausdorff space, any function f | 
which is defined on an additive and hereditary class & of 
compact subsets of E, and which satisfies the conditions (i), 
(ii), (iii), (iv), will be called a generalized non-negative Radon 
measure on & Here again, these conditions are equivalent to 
the statement that f is a capacity on & of orders a, and dk, 
which is finite and such that f(g) = 0. 

We further remark that, since the class & is rich (see 
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Chapter 1v, 17. 3.) the extension of f to the class X(E) of all 
compact subsets of E is still of order a, by virtue of Theorem 
17. 10. of Chapter 1v. Since, on the other hand, R(E) is 
G-separable (see definition 18. 5.), this extension is also of 
order Ab, by Theorem 18. 11. of Chapter rv. Thus, this 
extension to À(E) is a capacity of order &, and Ab, such that 
f(¢)=0. But it may happen that for this extension 
f(K) = + 0 for certain compact sets K. 

Let us show that if f is any function which is defined on an 
additive, hereditary class & of compact subsets of E, and which 
satisfies conditions (i), (ii), and (iti), the condition (iv) ts equi- 
valent to the following condition : 

(iv) f(K,U K,) <f(K,) + f(K,), and this inequality becomes 
an equality whenever K,f11.K, =o (K, and K, are elements 
of &). 

Indeed, since f = 0 and f (9) = 0, (iv) implies (iv’). Conver- 
sely, let us suppose that {iv’) is satisfied. We wish to show 
that, if K, and K, are elements of &, then 


If K,N K, = 9, the desired relation obviously holds. If 
K,NK, ~ 9, let e be an arbitrary non-negative number, and 
let V be a compact neighborhood of (K,NK,) in (K,U K,) 
such that 
f(V) —f(K,AK,) Se. 

Set (K,— V) =k; (i = 1, 2). The compact sets k; and (K,NK,) 
are disjoint and 

(KN K,)Uk)ECK,C(VUk) ( =4, 2). 
Hence, by virtue of property (iv’), 

FR) + f(K,NK,) <f(Ki) Sf(k) + f(V), 
an 
FU) + fe) + F(K NK.) S f(K, U Ky) Sf (ky) + fides) + FN). 


Therefore, 

FR) +R) = f(A.) + fea) + 2f(K,9K,) + 9, 
where Ue Se aes 
and f(K,U K.) = f(k) + fe) + (Ki 0K,) + n!, 
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where 0<n<e. 
Thus f(K,U K,) + F(K, 0 K,) = f(K,) +f(K,) Er, 
where OS yak. 
Generalization. —- There exist functions of compact sets 


which are closely analogous to the generalized Radon measures 
but which are not continuous on the right. For instance, 
the linear measure of Caratheodory, defined on the class of all 
compact subsets of the Euclidean plane, is such a function. 
In this connection, it is of interest to introduce the following 
definition. 

We shall call any function f, defined on an additive hereditary 
class & of compact subsets of a Hausdorff space E a Caratheodory 
measure if for every element K of & its restriction to the class 
of all compact subsets of K is a non-negative Radon measure 


on K. 


26.7. Newtonian or Greenian capacity. — If Eis a domain in 
the Euclidean space R", or more generally, if E is a conformal or 
locally Euclidean space which possesses a Green’s function (see 
Brelot and Choquet [1]), then the capacity of a compact 
subset K CE with respect to this Green’s function is of order 
a. We have studied these capacities in detail in Chapter IT. 


26. 8. Fundamental scheme of the capacities of order a,. — 
Let E and F be two sets (without topologies), A a subset of 
(E x F), and y a non-negative additive function defined on 
a ring ('’) & of subsets of F. For every subset X of E, let 
o(X) be the projection on F of the set of those points of A 
whose projection on E lies in X. In other words 


o(X) = pre[AN(X x F)]. 
The mapping X— 9(X) is a U-homomorphism. | 
Let 6 be an additive class of subsets of E such that o(6) C3. 


(7) A set which is closed under finite union and under difference, hence also 


under finite intersection. 
14 
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The function wu. is alternating of order æ on & (see Chapter ITI, 


14. 5.). Hence if we set 
f (X= oie for every Xe 6, 


the function f is alternating of order æ on &. 

For instance, if E is a Hausdorff space, F a locally compact 
space, A a closed subset of (E X F), & a non-negative Radon 
measure on F, and & the class (E) of all compact subsets of E, 
then it is easy to show that ¢(X) is closed for every X e 6, hence 
measurable with respect to the measure u, and the preceding 
definition is applicable. If one can show in addition that f{X) is 
continuous on the right, one can then state that f(X) 1s a capa- 
city of order a,. This case will be realized, for instance, if the 
set A is compact, or more generally, if ¢(X) is compact for 
every compact X CE. 

We shall say that fis the function (or the capacity) obtained 
by the fundamental scheme (E, F, A, 2). 

It is clear that in this scheme the additive function u. could be 
replaced by any alternating function of order o, but this 
generalization is not of great interest; on the other hand, we 
shall see that the importance of this scheme lies in the fact 
that it provides a canonical representation of every capacity 
of order « on E, provided only that this capacity satisfies 
some conditions of regularity. 


26. 9. Game of « Heads or tails ». — Let E be a finite set of 
throws in a game of «heads or tails » For every KCE, let 
f(K) be the probability of the event that tails occurs at least 
once on K. The function f(K) may be obtained by the following 
scheme : let F = 2° be the class of all subsets of E (including 9), 
and let AC(EXF) be the set of all points (x, X) such that 
xe X. 

If » is the measure on F defined by the condition that the 
measure of each of the 2" points of F be 1/2", then f is the 
function obtained by the scheme (E, F, A, wu). Thus f is 
alternating of order a... 

We remark that f(K) depends only on the number of 
elements of K; if that number is n, then f(K) = g(n). 

Now if X, A,,..., A, are subsets of E which are mutually 
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disjoint, with cardinal numbers n, a,,.. ., Gp, respectively, 
then we have obviously 
| Win: a 
V ( AC; ‘A; 4 ( n s } a; ) rE , 
and this equality shows that ¢ is « function of n which is alter- 


nating of order infinity. This can be verified by using the 
following explicit expression of ¢: ¢(n) = (1— 27"). 


26. 10. Geometrical probability. — Let E be a plane, D a 
hne in the plane, and y a non-negative Radon measure on D: 
for every compact subset K of E, let f(K) be the u-measure 
of the orthogonal projection of K on D. Then f(K) is obvi- 
ously a capacity of order @, on R(E). ee an analogous 
example, we can consider the «angle» f(K) under which a 
compact set K, assumed to be contained in bis — 0), is seen 
from a fixed point 0 of the plane.) 

From this remark we might deduce that the measure (here 
assumed to be the classical invariant measure) of the set of all 
lines of the plane which meet a compact set K is a capacity of 
order &,. But it is more convenient and more interesting to 
prove this by means of the fundamental scheme as follows. 

Let F be the topological space (which is locally compact) 
of all lines D of the plane; let & be the invariant classical 
measure on F, and A the closed subset of (E x F) which consists 
of the pairs (x, D) for which ze D. 

The function f(x) which is obtained by means of the scheme 
(E, F, A, w) is obviously the measure of the lines D which meet 
the compact set D. (If K is convex, then f(K) is, moreover, 
equal to twice the fanbeh of the botndaes curve of K. ) 

Now let us consider only those compact sets K which are 


contained in a fixed circle [’. If we set p(K) = vee then the © 


function p(K) represents the probability of the event that a line 
which meets [also meets K. As in the preceding example we 
have here exhibited a probability which is a capacity of order a, . 
We shall return to this investigation in the last cae 


26. 11. Let p be a non-negative Radon measure defined on a 
compact metric space E, and let h(u, m), (u=0, meE), bea 
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continuous function of the point (u, m), which is decreasing in 


u for every m. 
For every compact subset X of E, set 


f(X) = J hum, m) dm 


where u,, denotes the distance from m to X. 

We shall show that f is a capacity of order &, on A(E). 
Indeed, f is obtained by means of the fundamental scheme 
[E, K(E), A5, tal, where À(E) denotes the compact topological 
space of all closed subsets of E, Ag is the closed subset of all 
points (x, X) of (E X X(E)) such that ze X, and yu, is a non- 
negative Radon measure on that subset B of X(E) which 
consists of all closed solid spheres B(m, u) of E, with p., defined 
by the elementary measure dh.du(m). 

For every X e Ji(E) the class of the compact sets which meet 
X has u,-measure zero with the exception of those which are 
closed spheres; and the spheres B(m, u) which meet X are 
those for which u=u,. Hence the result. 


26. 12. Harmonic measure. — Let E be a Greenian domain, 


and for every meE and every compact subset X of E, let 


h(X, m) be the harmonic measure of X with respect to the 
point m for the domain (E— X). (When me X, we shall set 
h = 1, by definition.) We have already used the fact that this 
function is quasi-everywhere equal to the equilibrium potential 
of X for the Green’s function of E. (See 11. 2.) Moreover, we 
have shown (see 7. 5.) that the equilibrium potential of X 


considered as a function of X, has all its differences (V), 
non-positive. Thus A(X, m) is an alternating function of X, 
of order «, for every m. It is continuous on the right. This 
fact is obvious if me X, and, if me X, then h(X, m) =1; 
hence, we have also h(X’, m)=1 for X’DX. Thus h is 
indeed a capacity of order @,. 

More general capacities of order &, may be derived from 
this one by setting f(X) = | A(X, m) du(m), where uw is a non- 
negative Radon measure on E of finite total mass. 


We have given this example immediately after example 
26. 11. because of their great similarity. 
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26. 13. Construction of Cantor-Minkowski and regularization 
of a capacity. — Let E be a metric space such that every 
closed sphere in it is compact. For every compact subset K 
of E, and for every number p> 0, let K... be the set of all 
points of E whose distance from K is at most p. 

The mapping K— K,,, is a U-homomorphism, continuous 
on the right, from 4(E) into K(E). Hence, if g is a capacity of 
order &, on R(E), then the same is true for f,, where f, is 
defined by f,(K) = g(K,,). Moreover, f, decreases to g as a 
limit, as o — 0. 

For example, in E=R", f, may denote the Euclidean 
measure of K,,). 

This construction may be used to show that every capacity g 
of order &, on K(E) is the limit of a decreasing sequence of 
capacities of order A, on K(E), each of which is a continuous 
function of its variable X. 

For simplification, let us suppose that g>0. Let » = ¢(u) 
be a real-valued function of the real variable u, defined and 
continuous on [0, 1], decreasing, vanishing at x = 1, and such 


that f ¢du= 1. For every A>0, we set 
g(K) =f. fal Kg (hu) du. 


We may also write 
a(K) =f, fia(K)¢(t) dt, 


which shows that g)(K) is a decreasing function of A. The 
function g,(K) is on the other hand, clearly an alternating 
function of order o of K since this is the case for f,(K) for every 
u. And since for0 <t< 1, fi, (K) tends uniformly to g(K) as 
À— ow, it follows that g,(K) — g(K). 

It remains to show that g,(K) is, for every À, a continuous 
function of K considered as an element of the classical topo- 
logical space of the compact subsets of E. If we use the 
classical metric à for this space, the distances of any point of 
E to K, and K, differ by at most ¢ whenever 6(K,, K,) <«, 
which implies that K,(e) CK,(o +e) and K,()C K,(o + ¢). 

Thus f,(K,) <f,..-(K,) and fo(K:) Sfo.-(Ky), so that 


er(Ki) Sf) fa. (K:) Ag (Au) du 
= pK.) +f> [fe.e(Ks) —fa(K,)]Ag (Au) du. 
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But 


LT Fa (Ki) — fa(R:)} A9 (Au) du 


à Je fu(K,)A[g(A(u— €)) — g(Au)| du — LS fu( Ks) Ag (u) du 


so that | 
(Ki) — pK) J fa(K,) Alo (A(u — €) — (u)] du. 
Let M = f(K) for 


x [(L Flue (ts) 
where €, > 0. 


For every € Le, we have 


BK) (KR) <f” MA[e(A(u—e)) —¢ (Au) du =M fe (0) dt, 
and an analogous inequality by interchanging K, ‘and KG. 
Thus 

18 (K:) — gn (K NS" p( for every € <T Es 


ec 
T ~ “09 


which shows that g)(K) is continuous. 


Note that any alternate capacity on R(E) is upper semi- 
continuous on the topological space R(E). We have just 
shown that it is a decreasing limit of continuous capacities of 
the same order. 


26. 14. Elementary capacities of order a,. — Let E be a 
Hausdorff space and f a capacity on +i (E) which is sub-additive 
and whose range contains at most the values 0 and 1. 


Every element Ae%(E) such that f(A) =0 has an open 
neighborhood w such that, for every compact X Cw we have 
f(X) = 0. Let Q be the union of the open sets w. 


_ Every compact Bc is covered by a finite family (w,;) of 
these open sets w; therefore that compact B is the union of a 
finite number of subcompacts each of which is contained 
in one of the w,; (see, for instance, 17. 4. in Chapter rv). 

Therefore f(B) = 0. In other words, for every X ¢X(E), 
the necessary and sufficient condition that f(X) = 0 is that 


XcQ. Let T= [o. 


(Oh aide OAT 
1 


We have LX) = if ol EE ees 
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Consersely, if T is any non-empty closed subset of E, the func- 
tion fr( (X) defined by the preceding relations is Gi wotaly a 
subadditive capacity on +(E). 

We shall prove in Chapter vii as a special case of a general 
theorem that every f;(X) is a capacity of order a, and that 
these capacities are the extremal elements of the convex cone 
of positive capacities of order @, on Ki(E). 

The function f;(X) will be called the elementary capacity 
(with index T) of order a, on X(E). 


27. Examples of capacities which are monotone of order Ab. 
— We shall give here fewer examples than for capacities 
of order &_, at first because monotone capacities do not occur 
as often as alternating capacities and also because they seem 
to be less useful. 


27.1. Every non-negative additive set function is monotone 
of order ~. Thus each non-negative Radon measure on a 
locally compact space E is a capacity of order Ab, on K(E). 


27. 2. The fundamental scheme of alternating capacities 
is replaced here by a scheme that we shall indicate in a special 
case. 

Let E be a locally compact space, F the topological space 
of its compact subsets, and ua Re Radon measure 
on F. If, for every K CE, we set f(K) =u (h(K)) where Ji(K) 
denotes the subset of F consisting of i the subcompacts of K, 
then f(K) is a capacity of order -lb,. 

The interest of this scheme lies in the fact that it leads to a 
canonical representation of all positive capacities of order lb, 
on Ji(E), as we shall see in Chapter vir. 


27. 3. Let u be a non-negative Radon measure on a locally 
compact space E, and let h(P, Q) be a non-negative continuous 
real-valued AN of the couple (P, Q), or more generally 
a Baire function (with, if necessary, the restriction that 


P+ Q). : cece 
_ The function f(K ht h(P, Q)du(P) dy (Q)is a capacity of 
order Ab, on K(E), fi Es mapping K—K° is a {\-homomor- | 
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phism continuous on the right, and h(P, Q) du(P)du(Q) defines 
a Radon measure on E* {with possible value + 2). 

Let us remark that f(K) can be interpreted as the energy of 
the restriction of u to K for the kernel h(P, Q). 

There are analogous statements for a function h of n variables 


defined on E’. 


27.4. On E=R’, if we define f(K) to be the Euclidean 
measure of the set of centers of circles of radius 1 contained 
in the compact K, fis of order lb, . 


27. 5. On E—R", we set f(K)=h(p(K)), where p(K) 
denotes the radius of the largest sphere with center 0 contained 
in K, and h(u) a function of the real variable u = 0 which is 
non-decreasing and continuous on the right. 

The function f can be obtained by the scheme of 27. 2. above 
where vu. is the Radon measure defined by dh(u) on the set of 
spheres with center 0. Then f is a capacity of order db. 


27.6. Let E be a finite set of throws in a game of heads or 
tails. For every K CE, let f(K) be the probability that tails 
occur nowhere except possibly on K. 

This probability is within a constant the conjugate function 
of the probability that tails occurs at least once on K. 

Itisthenoforder.b,. IfK =n and E — a, thenf(K) = 2"/2'; 
and it can be verified that f(K) is a totally monotone function 
of n in the classical sense. 


27. 7. Elementary capacities of orders lb... — Let E be a 
Hausdorff space and f a capacity on 4(E) which is of order .b, 
and whose range contains at most the values 0 and 4. If 
FX) = f(X2) = 1, we have also f(X, N X,) = 1 and unless f==1, 
we have X, X,g. Therefore the set of elements X e K(E) for 
which f(X) = 1 does not contain ¢ and is multiplicative. 

Let T be the non-empty intersection of those compacts; as T 
is also the limit of that decreasing filtering set of compacts and 
since f is continuous on the right, we have f(T) = 1. 

In other words, in order that f(X) — 1, it is necessary and 
sufficient that T EX. 
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Conversely, for every compact TCE, let 


el. if To Xe 
FX) =) it TEX, 


It is obvious that fr(X) satisfies the identity : 
fr( XM Xs) = fr (Xi) . fa(Xs). 


‘Tt follows from this (and it will be a particular case of a theo- fi 
rem of Chapter vit) that fr(X) is of order db, , and that these | 
capacities are the extreme elements of the convex cone of 
positive capacities of order Ab, on K(E). 
The function fr(X) will be “called the Do capacity 
(it index T) of order dle. on K(E). 
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CHAPTER VI 


CAPACITABILITY. FUNDAMENTAL THEOREMS. 


28. Operations on capacitable sets for capacities of order A,. — 
In this chapter we shall study the invariance of capacitability 
under the operations of denumerable union and intersection, 
as well as capacitability of analytic sets. We shall see that we 
can obtain subtantial results for capacities which satisfy suffi- 
ciently strict inequalities, for example, those which define the 
classes &, or Ab,. In order to avoid some complications of 
terminology we shall suppose always that 9 is an element of 
every class & of sets. 


28. 1. THrorem. — Let & be an additive and rich set of 
subsets of a topological space E, and let f be a capacity of order a, 
(a > (41, b)) on &. 


(1) ae finite union of f-capacitable sets of capacity = 00 
ws also f-capacitable. 


(ni) If fis such that for each increasing sequence \w,! of open sets 
of E we have f(w,) — f(Ue.) (for example, if each element of & 
us compact), then 

(a) f is of order &,,, ; in other words, f*(A,) — f*(Ua,) for 


each increasing sequence of sets A, CE such that f*(A,)  — ~ ; 
and 


(b) each denumerable union of capacitable sets of capacity 
+—— «x 1s also f-capacitable. 


Proof. Notice that if f is of order a, (n = 2), f is also of 
order &,. On the other hand, the inequality which defines the 
class Ab is highly analogous to the inequality 


f(A. MA.) —f(a,Ua,) S => [f(A,) —f(a,)] + [f(As) —f(a;)|, 


.! 
ee | à 
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which is satisfied for the class &. Thus, in order to simplify 
the notations, we shall give the proof only for the class a. 

We recall first that, when f is of order a, and is additive and 
rich, by virtue of the inequality in 14. 3. and by Lemma 17. 9, 
we have 


28.2. f'(UA) —F (Ua) Sra) f(a), 
where a;c A; CE for each t. 


Proof of (i). It is obviously sufficient to prove the theorem 
for the union of two sets A, and A,. Moreover, if one of these 
sets, say A,, has a capacity f(A,) — +, the set A,u A, has 
an interior capacity equal to +; therefore, it is capacitable. 
We shall suppose therefore that f(A,) and f(A,) are finite. 

For each ¢>0, there exists a set X;,e6 and an open set 
wo; CE such that X;CA;Cw, and f(w;) —f(X;) <e(for i = 1, 2). 

We have therefore, by applying the above inequality 28. 2., 
fo, U w,) —f(X,U X2) S| flo.) —f(X,)] = [f (2) —f(Xs)] <2e. 
Since (X,U X,) C(A, U A.) C(w, Uw.) and (X, U X,) e 6, and 
since (w, Uw.) is open, the set (A, U A,) is capacitable. 

Proof of (ii). The proof of (a) will be given first. Let }A,} 
be an increasing sequence of subsets of E such that f*(A,) #— x 
for every n. 

If for n=n, we have f*(A,)= +, it is obvious that 
f*(An) ~f*(U An). . 

Otherwise for each € > 0 and for each n there exists an open 
set w, such that A,Cw, and f(w,) — f*(A,) < e/2". 

We have, therefore, by applying the inequality 28. 2. above, 


and by remarking that U A ASA, 


FO) PAL G + + aeSe where %—=Uo, 


Now if we set ( = U A Sg) w,, we know by hypothesis 
that f(Q,)—f(Q). Therefore, f()<lim f*(A,) + ¢, and, since 
UA, cQ, we have a fortiori 

lim f*(A,) <f*(U An) Slim f*(A,) + €. 
Since € is arbitrary, we have limf”(A,) = mie A,). 
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The proof of (b) will be given next. Let }A,{ be an arbi- 
trary sequence of capacitable sets such that f(A,) 7 — 0. 


Lt = U A;. We have U Dé U A,, and moreover each B, 


1 . 
is capacitable according to the first part of the theorem. Since 
the sequence B, is increasing we have 


lim f*(B,) = lim f.(B,) = f*(( Bn). 


On the other hand we have 


lim f,(B,) £f,(UB,) 
Hence, f*((JB,) <f,(UB,); the capacitability of ([JB,) fol- 


lows from this inequality. 

We shall now show that if each element of & is compact, 
the condition lim f(w,) =f(L) on) is satis fied. 

We have at once that limf(w,) <f(Q), where Q = Jo,. 
On the other hand, if f(2) < + 0, for each € < 0 there exists 
a compact K, e & such that f(w) —f(K.) <e. NowK.c U On} 
therefore, since K. is compact and since the sequence w, 1s 
increasing, there exists an n —n. such that K,Co,. It 
follows that f(w) —f(w,,) <«. Therefore, f(w) < lim f(w,); hence 
the equality. 

In the case where f(Q) = + 0, the proof is similar to that 
given. 

We remark that this result about open sets is valid for any 
eapacity on a class & of compacts. 

28. 3. CororLary. — Let & be an additive and hereditary 
set of compacts of E. 

If f ts a capacity of order a,(a = (1, b)) on 6 with [> —, 
each denumerable union of capacitable sets is capacitable, ahi 
for each increasing sequence 161 sets A, CE, we have 


im FA) = 1°(LUAs). 
If f is of order &,, then LÉ me finite or infinite sequences 
of subsets (A,) and (a,) of E, with a, CA, for each n, we have 


f'(U An) —f(U a) < YA) Ff (a). 
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Bos), À capacitable class of sets. — We shall introduce first 
a convenient terminology. 


29.1. Derinition. — Let 8 be a class of subsets of a set E. We 
shall let 6, denote the class of sets AC E where A is a denumerable, 
union of elements of &. 

We shall let &,; denote the class of sets A CE where A is a denu- 
merable intersection of elements of &. 

We want to show, that under certain hypotheses each 
element of 6,; is capacitable. We cannot use for the proof the 
fact that each denumerable intersection of capacitable sets is 
capacitable, for this fact is already false for finite intersections 
as we shall show later. We will therefore have to use in a 
precise way the fact that 6,; is constructed from elements of &. 
the set & satisfying in addition certain restrictions. 


29.2. Turorem. — If &, additive and denumerably multi- 
plicative, is such that, for each decreasing sequence { A,,| of elements 
of & and every neighborhood V of A = () A,, we have A, CV forn 
sufficiently large, and if f is of order &,., each element of &s is 
f-capacitable. 

Proof. Let Ae & 3. Then A= () A,, where A, e 6,;1in other 


p= > 
words, À, — LJ AP where Afeé. 

We can aways suppose, since & is additive, that A? 
increases with p. ; 

Set f*(A)=l. If l=—o, we have f,(A)=— also 
and A is capacitable. Otherwise it is finite or equal to + 0. 
We shall give the proof in the case in which lis finite; the case 
in which.{ = + x could be treated in an entirely analogous 
manner. 

(Besides, the case in which {= + 2 can always be reduced 
to the case where | is finite by replacing f by g—=—e 7. The 
function (—e~) is continuous and strictly increasing; hence if f 
is a capacity of order @,,, , g is also. Furthermore, f-capa- 
citability is equivalent to g-capacitability.) 

Let « be any positive number. The set a! = Af) A? is 

ps 

increasing with p, and we have A = La. Therefore, since 
p=1 

fis of order @,,,, we have f*(A) = lim f*(a?). 
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Therefore there exists an index p, say p,, such that 
ME Wie pita ee 


Suppose that the sets a? have been defined for each in 
in such a way that for each i, f*(a?’) is finite and that af CA. 
Set a?., — an A?,,. This set is increasing with p, and we 
p= 
have apn — | Ja? .,, from which it follows that 
a 
far) = lim fa) 
p> 
There exists therefore an index p, say p,,,, such that 
See 
fate) —f(atess) < 551 
If we add the first n inequalities thus obtained, we get 


29. 3. f*(A) —f* (abe) <e. 

The a constitute a decreasing sequence of sets, all contained 
int As Set:o a abn. We can also write a. = AN [A Ar]. 
Now AmCA,, so that () Arr CA; hence, a. = a An. 

n 
If we set B, = A Am,theB, constitute a de sequence 


1 
of elements of & and a. = a B,. Now a, is again an element 
of 6; therefore, according to the continuity on the right of 
f and the given hypothesis on the mode of convergence of 
decreasing sequences of elements of 6, we have 


f(a.) = lim f(B,). 


> 


Since a, Cah CB,, we have also f(a.) = lim f*(a%). The above 
inequality 29. 3. becomes f*(A) — f(a.) <e. Since ae 6, we 
have therefore f"(A)</,(A) +e for each c. Hence f*(A)=/,(A). 

29.4. Corotrary. — If & is an additive and hereditary set 
of compacts of E, and if f is of arbitrary order A, on &, with 
f>— ©, each element of 6,3 is f-capacitable. 


In fact, according to the Corollary 28. 3. of Theorem 28. LL 
is then of order A, à and on the other hand, since each element 
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of & is compact, each decreasing sequence of elements of & 
satisfies the exact conditions of Theorem 29. 2. Therefore, 
this theorem can be applied. 

Notice that in this case each element of &5 is a Ks. But 
it is not true that each K,; of E is always f-capacitable. We can 
indeed construct examples where there are some compacts 
of E which are not f-capacitable, even if f is of order @,. 

The following is rather instructive as an example. Let E 
be the Euclidean plane R°, & the set of compacts K of the plane 
such that K is contained in a finite union of straight lines 
parallel to a given fixed line A. For each Ke& we set 


f(K) = linear measure of the projection of K on A. 


It is immediate that f is continuous on the right on & and 
alternating of order &, ; on the other hand, & is additive and 
hereditary. 

Now for each compact KCE we have f*(K) = linear 
measure of the projection of K on A; and if K is such that 
each intersection of K with a line parallel to A has a zero linear 
measure, we have f,(K) = 0. 

For example each arc of a circle is non-capacitable for f. 
Here the elements of 6,; are the denumerable unions of sets 
each of which is located on a line parallel to A and is any Kgs 
on such a line. 


30. Capacitability of K-borelian and K-analytic sets. — We 
shall extend Corollary 29. 4. to the K-borelian and K-analytic 
sets. 


30.1. Tasorem. — If & is an additive and hereditary class of 
compacts of a Hausdorff space E, and if f is of arbitrary order 
a, on & and f>—~, any K-analytic set A of E is f-capa- 
citable in each of the following two cases. 

(i) ACB where B e &, (example : A is an element of the borelian 
field generated by &). | 

(ii) A Cw where w is a completely regular open set; and in 
addition K(A)C&,, that is, each compact K CA is an element 
of 6e. 
ne In each of the two cases considered, A is such that 
each compact K contained in À is an element of &,, and hence 


is f-capacitable. 
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Therefore, according to Theorem 16. 3. it is sufficient, in 
order to show the f-capacitability of A, to prove that A is capa- 
citable for the extention f, of f to the set K(E) of all compacts 
of E. 

Now & being additive and rich and Ki(E) being additive 
(E is Hausdorff), this extension f, is; according to Theorem 
17. 10. of class &,. 

Thus Theorem 30. 1. will be established if it is proved in the 
simpler case where 6 = À (E). 

We shall now simplify case (ii). It is sufficient to remark 
that, since A is contained in a completely regular open set, we 
can apply the method explained in Example 20. 3. to reduce the 
problem immediately to the case where the space E is compact. 

In short, the two cases (i) and (ii) are both reduced to the 
following simpler case : Ais contained ina K, of E and&6= (KE). 

Now according to Theorem 5. 1. there exists a compact space 
F and a set [CE X F such that [' is a K,3, and such that its 
projection on E is identical with A. 

Let us designate then by g the capacity defined on A(E X F) 
by the equality g(X) = f(przX), where (pr;X) means the 
projection of the compact X on E. 

According to 22.2 and 23. 2.in Chapter v, the capacity g is of 
order &,; since in addition g > — oo, according to Corollary 
29. 4., [ is g-capacitable. Therefore according to Theorem 
22. 3. in Chapter v, its projection A on E is f-capacitable. 


30. 2. Corottary. — If E ts a space which is homeomorphic 
to a borelian or analytic subset (in the classical sense) of a sepa- 
rable complete metric space, and if fis a capacity > — 2%, defined 
on the set K(E) of the compacts of E and of arbitrary order @,, 
each borelian or analytic (in the classical sense) subset A of 
E is f-capacitable. 

In fact, Theorem 30. 1. is applicable to A since A is contained 
in the open set E which is completely regular, and since A 
is K-analytic (according to the classical theory A is the continu- 
ous image of the set of irrational numbers of [0, 1], which is a 


K;5). 


31. Capacitability for the capacities which are only subaddi- 
tive. — We shall now construct an example of a capacity 
f 90, sub-additive, defined on the set of all compacts of the plane 


+ = 
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E = R*, and for which there exists a closed subset A in E (hence 
A us at the same time a K, and a Gs) which is not capacitable. 

For each compact K CR’, denote by Ax(y) and 6x(y) the 
respective diameters of the sets KM Dy and Kfdy, where 
Dy and dy designate respectively the half-lines (x > 0, y) and 
(&<0, y). DIET 

Let g(u) be a continuous and increasing real function, 
defined for u = 0, and such that 9(0) = 1 and &(+)— 2. 


(For example, ¢(u) = 2 —e "), 
Set (y) —(Ax(y).àx(y) and  /(K)= | daly) dy, 
P(K) 


the integral being taken on the projection P(K) of K on the 
y-axis. This integral has a sense, for Yx(y) is upper semi- 
continuous. Since 1< YKk < 2, f(K) is clearly sub-additive; 
it is on the other hand increasing and continuous on the right; 
and we can add that f(K) = 0 for each compact K whose 
projection on Oy is of linear measure zero. 


Now let A be the closed set (x >0; OX y<1). 
We have fic À and iA) 2 
In fact, Yk(y)—=1 for each KCA, from which follows 
f,{A) = 1 and on the other hand we have f(w) = 2 for each 


open set w containing A, for there exist compacts K Cw such 
that Yx(y) > 2—<e for each arbitrarily given e > 0. 


32. Capacitability of sets which are not K-borelian. — In this 
section we shall give two examples. 


32.4. Exampze. — The following ts an example of a capa- 
city f = 0, alternating of order &,, defined on the set K(E) of all 
sub-compacts of a compact space E, for which there exists a 
non-capacitable set ACE which is at the same time a KNG 
and a Gz. 

Let X be the compact space obtained by adding the point of 
Alexandroff w to a discrete space of cardinal number 2%». Let Y_ 
be the segment [0, 1] and let E= X x Y. For each compact 
K.GE, let 

f(K) =the linear measure of the projection of K on Y. 
Then f is indeed a capacity of order a,. 


Now by hypothesis there exists a 1-1 correspondence given 
15 
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by y = 9(a) from (X—w) onto Y. Designate by A the graph 
of ¢ (that is, the set of points (x, ¢(#)) where ve (X —w)). 
This set is oftheform K N G; on the other hand, for each € > 0, the 
set A, of points (a, y) such thatiy—+(x)| <e and ze (X —w) 
is open and so A= () A, is also a Gz. 

Now each sub-compact of A is discrete, and hence finite, 
from which it follows that f(A)—0. Each open set 
containing À projects onto Y; it follows that f*(A) = 1. 

Hence, A is not f-capacitable. 


32.2. Examprte. — We shall now present an example of a 
capacity f >0, alternating of order 4, defined onthe set K(E) of 
compacts of a locally compact space E and for which there 
exists a closed set A CE which ts not f-capacitable. 

It suffices to modify the preceding example by designating 
by X a discrete space of cardinal number 2%. The space 
E = X x Y is locally compact and the graph A of ¢ is the 
required closed set. 


32. 3. Remark. — These two examples show that the 
statements of the preceding theorems cannot be extended, 
without some restrictive hypothesis on the space E, to every 
element of the borelian field generated by the open and closed 
sets of E even when we impose on f the greatest regularity 
possible; examples of restrictive hypotheses on E which 
would be sufficient are the following; E is a complete, sepa- 
rable metric space; or E is compact and such that each open 
set G of Eis a K,. Examples 32. 1. and 32. 2. justify the use 
of the K-borelian and K-analytic sets. 


33. Capacitability of sets CA. — It is well known that, for 
each Radon measure u, which is defined, for example, on the 
plane R’, each set CA (that is to say the complement of an 
analytic set) is w-measurable. We cannot state the same 
result for capacities however regular they may be. More 
precisely, we have the following theorem. 


33.1. Turorem. — If E= R° and &= R(E), the statement 
« there exists a capacity f 0 of order a, on 6, and a CACE 
which is not f-capacitable » is not in contradiction with the ordi- 
nary axioms of set theory. 
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Proof. According to a result of Novikov [1] which appears 
to have been previously stated without proof by Goedel, the 
statement (there exists on the real line R a projective set of 
class P, which is not measurable in the sense of Lebesgue » is 
not in contradiction with the ordinary axioms of the theory 
of sets (being admitted that these axioms are consistent). _ 

Now let A be a straight line of E — R* and B a subset of A 
which is projective of class P, and is not measurable in the 
sense of Lebesgue. For each compact K CE, set f(K) equal to 
the linear measure of the projection of K on A. It is a 
capacity which is = 0, and it is of order a, on K(E). 

There exists('*) a subset ACE whose projection on A is 
identical to B, and which is of class C,, that is, the complement 
of an analytic set. 

This set A cannot be f-capacitable, otherwise the set B 
would be measurable in the sense of Lebesgue, according to 
Theorem 22.3. of Chapter v. 

In what follows we shall make use of the fact that there even 
exists (") in R° a set CA of interior f-capacity zero and whose 
orthogonal projection on A is identical to A: 

Indeed, the projective set of Novikov is of class B,; that is, 
the projective set and its complement are of class P,. It 
follows easily that there exists a partition of A into two sets 
of class P, each of which has its interior measure zero and its 
exterior measure infinite. 

Each of these two sets is the projection of a set, say A; 
(i = 1, 2), of R° which is of class CA, and we can always make 
them such that A, and A, are contained in two disjoint open 
sets. Asa result of this precautionand since f,(A,) =/.(A,)=9, 
we also have f,(A,UA,) = 0. The set (A,UA,), which is 
still of class CA, possesses the required property. 


33.2. Consequence. — It follows immediately that if, 
in E = R? for example, a set is measurable for each positive 
Radon measure, it is not necessarily capacitable for each capa- 
city which is > 0 and is of order a... 

In the same line, we can set the following problem. 


(18, 19) The words « there exists » are a convenient abbreviation for « there is 
no contradiction in supposing that there exists ». f 


4 


Lan À 
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33.3. Problem. — If A is a subset of the plane E = R° (for 
example) which is of measure zero for each Radon measure 
without point masses, is À capacitable for each capacity 
f = 0 and of order &, on +k (E)? 


34. Construction of non-capacitable sets for each sub-additive 
capacity. — Let & be an additive and hereditary set of com- 
pacts of a Hausdorff space E, and let f be a sub-additive capa- 
city (hence > 0) on &. (For example, fis = 0 and of order 
a, with n = 2. 


According to Lemma 17. 9., we have, for any A, BCE: 
Le f*A UB) <f*(A) +/f"(B). 
Furthermore, let K be such that K C(AUB) with Ke6&. For 


each open set w such that BCw, we have 
K = (K—o)U (KN), with (K —o) e6&. 
Therefore 
FK)£F'(K—w) + f(KNo) 
=f(K—0) + f*(K Nw) <f.(A) + fo). 
We can find a sequence (K,, w,) such that f(K,) — f,(AUB) 
and f(w,) — /f*(B). Passing to the limit, it follows that 


34. 2. f.(AUB) <f.(A) + f*(B). 

We have, of course, an analogous formula by interchanging A 
and B. 

Then let C be an f-capacitable set with f(C) > 0. If there 
exists a partition of C into two sets A, B such that 
f.(A) = f.(B) = 0, the inequality 34. 2. gives f(C) < f*(B); and 
since BCC, we have f;(B) = f(C) > 0. : 

Similarly Pate / (0) 0: 


The sets À and B are therefore not f-capacitable. 

Suppose now that C is a metrizable compact having the 
cardinal 2%. By using the axiom of choice, we can easily 
partition C into two sets A and B such that each subcompact. 
of C having the cardinal 2% intersects A and B. In other 


words, each subcompact of A or B will be at most denume- 
rable. 
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Now if f is such that f(K) = 0 for each compact containing 
only one point, the sub-additivity of f implies f (X) = 0 for 
each X which is at most denumerable. Then if f(C) > 0, we 
have the following for the sets A and B: 


fx(A)=f%(B)=0 and f (A)=f*(B) =f(C)>0. 


They are therefore not capacitable. 


39. Intersection of capacitable sets. — We have stated pre- 
viously, that for the capacities f of order &,, the intersection 
of two f-capacitable sets need not be f-capacitable. The 
reason for this is as follows. Let A be a set which is not 
f-capacitable and let B,, B, be two disjoint sets such that 
(AUB,) and (A UB.) are f-capacitable; their intersection is 
identical to A, which is not f-capacitable. 

Here are two examples where this construction is appli- 
cable. 


35. 1. Exampre. — Let f denote the Newtonian capacity 
in the space E = R’*. We shall designate by A a bounded 
non-capacitable set (there exists such according to section 34) 
and by B,, B, two disjoint concentric spheres each of which 
contains A. We have f(AUB,) = f*(AUB,) = f(B;) accor- 
ding to the classical theory of potential; hence, (A UB,) and 
(A UB.) furnish the required example. 


35. 2. Exampre. — Let f(K) be defined on the set of 
compacts of the plane E = R’ as follows: f(K) = linear 
measure of the orthogonal projection of K on a straight line 
A of R®. Let A again denote a bounded non-capacitable set 
(construct A by the method of section 34 or by using Theo- 
rem 33.1.) This time B, and B, are two disjoint concentric 
circumferences containing A. It is immediate here that 


(A UB) =f(AUB) =f(B) (=4, 2). 


36. Decreasing sequences of capacitable sets. — In spite of 
the fact that for the capacities of order 4,,, the intersection of 
two capacitable sets is not always capacitable, we could hope 
that the intersection A of a decreasing sequence of capacitable 
sets A, is capacitable and that limf(A,) =/(A). Let us show 
that neither of these two results is correct. 
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Recall, for instance, Example 35.2. The set A will still 
denote a bounded non-capacitable set. Let B, be the cir- 
cumference of a circle of radius pe containing A and let B, be 
the circumference of a circle concentric to B, and of radius 
(0 +2) where z>0. Denote by C, the open annulus bounded 
by B, and B,. 

If we set A, — (AU C,,) we have A= () A, since () Cy), = 9. 

Now each of the sets A, is f-capacitable, the sequence of 
À, is decreasing, but their intersection is not f-capacitable. 


On the other hand, we have f(C,,) = 2( 9 - =.) and f(9) = 0. 


Hence it is not true that limf(C,;) =f({) Cin) although the 


Cm constitute a decreasing sequence of plane open sets, that 
is, sets of very regular topological structure. 

We could easily construct an analogous example for the 
Newtonian capacity f in the space R°. 


37. Application of the theory of capacitability to the study 
of measure. — We shall give three examples of the application 
of the theory of capacitability to the study of measure. 


37.1. Exampre. — Let A be a borelian or analytic set in 
the plane E = R’, and let A be a straight line in the plane. 
Let us suppose that the projection (pryA) of A on A has a non- 
zero linear measure. Since A is analytic, it is f-capacitable for 
the capacity f defined in Example 35. 2. 

Therefore, for each « > 0, A contains a compact K such that 


mes pra À — mes pra K <e. 


This result can easily be improved in the sense that we can 
choose the compact K such that it contains at most one point 
on each straight line perpendicular to A; the projection then 
defines a homeomorphism between K and (pra K). 

Notice that the same property cannot be demonstrated if we 
replace A by a set which is the complement of an analytic 
set, even if its projection on A is identical to A. This follows 
from the second example studied in section 33. 


37.2. Exampre. — More generally let A be a K-analytic 
and completely regular space, and let & be a continuous map 
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of À into a locally compact space F on which there is defined 
a positive Radon measure wu. | 

There exist some compacts KC A such that u(o(K)) approxi- 
mates L(p(A)) arbitrarily closely. 


The proof is entirely analogous to that of the preceding 
example. | 
37.3. ExamPpze. — Let A be a K-analytic subset of a 


compact space E, and let 4 be a set of subcompacts of E each 
of which intersects A. Let us suppose that ‘i, in the topolo- 
gical space F of subcompacts of E, is u-measurable for a cer- 
tain Radon measure p = 0 on this space F, and that u(si) > 0. 
Then for each e > 0 there exists a subcompact K € A such that, 
if À’ denotes the set of elements of Ji which intersect K, we 
have p(k) — u(h’) <e. 

The very simple proof uses the fundamental scheme of 
capacities of order @,. 


38. The study of monotone capacities of order lb. — 
We shall not make a direct study of capacities of order Ab,, but 
we shall use the properties already established for the capa- 
cities of order a@,. Thanks to the notion of conjugate 
capacities which we introduced at the end of Chapter ur 
(see 15. 6.), to each of the properties of capacities of order a, 
there corresponds a dual property for capacities of order db... 
This duality gives some substantial results only for capacities 
defined on a set of closed subsets of the space E, but this par- 
ticular case appears to be sufficient for the study of capacities” 
of order «lb... 


38.1. Tueorem. — Let E be a completely regular Hausdorff 
space, let & be an additive and hereditary class of sub-compacts 
of E, and let f be a capacity of order A, (x Z 1, b) defined on 
& with (sup f) << +0. 

(i) Each ACE such that (E — A) is K-analytic for one of the 
compact extensions (”) E of E, and such that K(A) C6, is f-capa- 
cutable. 


(2°) It would be interesting to find general cases where this property (that (E — A) 
is K-analytic) would be independent of the considered compact extension E. We 
find in $neïder [1], [2], some theorems in this sense, when the considered compact | 
extensions have a certain character of denumerability. | 


232 GUSTAVE CHOQUET 


(ii) If in addition & is identical to the set K(E) of compacts of 
E, we have f, ( () A, — Jim f,(A,) for each decreasing sequence of 
subsets A, of E (property &,,,); and each denumerable intersec- 
tion of f-capacitable sets is f-capacitable. 


Proof of (i). Let us designate by f, the extension of f to the 
set K(E) of compacts of E. According to Theorem 16. 3., 
for each ACE such that (A) C&, the f-capacitability of A 
is equivalent to its f,-capacitability. In order to study the 
f-capacitability of such sets A, we can therefore suppose hence- 
forth that 6 = K/(E). 

The hypothesis on the class of f remains the same because 
according to Theorem 18. 11., since (E) is G-separable and 
multiplicative, the extension of f is still of class Ab, and we 
still have (sup f) < ©. 

Let E be a compact extension of E. According to the 
remarks at the end of section 20, the extension of f to the set 
K(E) is still of order Jb, since «> (1, b), and the character 
of capacitability of the sets A which were considered remains 
unchanged in this new extension; their interior and exterior 
capacities also remain unchanged. 

We are therefore brought back to the study of the much 
simpler case where the space E is compact and where & = R(E). 
(We now use the notation E in place of E). 

Then let f be the conjugate capacity of f which was defined 
at the end of Chapter m1 (see 15.6.). This capacity is of 
order 4, and is >—o. Therefore, according to Theorem 
30. 1. above, if (E— A) is a K-analytic set, (E — A) is f-capa- 
citable, and thus A is f-capacitable. 

Proof of (u). If 6 = h(E), we need only the second exten- 
sion used above in order to reduce the proof to the case where 
Eis compact. Nowif A, is an arbitrary sequence of subsets of 
E, their interior and exterior capacities and those of A = () A, 
remain unchanged in this extension. 

We can therefore suppose that E is compact, and the conju- 
gate capacity f allows us to interpret Corollary 28. 3. and to 
obtain the second part of the theorem. 


38. 2. Coronary, — If E is homeomorphie to a borelian 
(in the classical sense) subset of a complete, separable metric space, 


al 
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and if f is a capacity of order Ab, («> (1, b)) which is defined 
on the set K(E) of compacts of E, with (sup f) < a, then each 
borelian subset of E or each set whose complement is K-analytic 
is f-capacitable. 

Indeed, there exists in this case an extension E of E such 
that E is compact and metrizable. If A is borelian in E, or 


has a complement [A which is analytic, the same holds in 


= 


E. Hence, we can apply Theorem 38. 1. 


38. 3. Remarx. — Since the CA sets, whose topological 
nature is not well known, are those which are capacitable of 
order Jb,, it follows that the capacities of order Ab, are in a 
certain sense less « natural » than capacities of order Q,. 


Starting with these two classes, one can construct capaci- 
ties with curious properties. For instance, if fis the sum of a 
capacity of order &, and a capacity of order db, on the set of 
subcompacts of E = R’, for example, every borelian set AC E 
is f-capacitable, but it is possible to construct f in such a way 
that « there exist » analytic sets and sets CA which are not 
f-capacitable. 


38.4. Remark. — The following will show that the res- 
triction (sup. f)< « is essential in the preceding theorem. 


Let E = R’, and let xx, yy be two perpendicular axes in 
E. For each compact KCE, let u,(K) and p,(K) be the 
linear measure of the intersection of K with xx and yy res- 


ectively. 
— Set f(K) = tal K).14(K). 


Then f is a capacity of order b,. The continuity on the 
right is obvious. Let us now set K,= Kf (a’x) and 
K,= Kn (yy). The applications K — K, and K— K, are 


f\-homomorphisms and so is the application K— K, x K,. 


Now if y denotes the Lebesgue measure in R’, we have 
f(K) = e(K).u,(K) = Ke X Ky). 


Since v is of order .tb,, then f is also. 
Now if A is the straight line az, we have f,(A) = 0. 
However, for each open set w containing À, we have f(w)=+0, 
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and hence f*(A) = + o. Then A is not capacitable, although® 
A and its complement are very simple borelian sets. 
Observe that if E is a compact space, if 6 = R(E), and 


pt Li: 
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if f(K) 4+ © for each Ke &, we have (sup. f) <f(E)< + 2%: 


38. 5. Remarx. — For capacities of order &,, we do not 
have f, (NA, ) =limf,(A,) for each decreasing sequence of 


sets A,. Similarly, we do not have f* (U A = f*(A,) for every — 


increasing sequence of A, when f is of order Jb,. 

The following is an example in which the capacity f and the 
class 6 are, however, exceptionally regular. The set E is the 
segment [0,1] and 6=K(E). We set f(K)=0 except. 
when K=E (f(E)=1). This capacity is of order Ab, and. 
every subset of E is capacitable. However, if A, is a strictly 


_ increasing sequence of compacts of E such that | JA = E, we 


have 
lim f(A,) = NUE CAES f(UAn) =4. 
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CHAPTER VII 


EXTREMAL ELEMENTS OF CONVEX CONES AND INTEGRAL 
REPRESENTATIONS. APPLICATIONS 


39. Introduction. — We propose to study some convex 
cones whose elements are real-valued or vector-valued functions, 
to find their extremal elements, and to use these for integral 
representation of the elements of these cones. 

These representations will furnish in certain cases a simple 
geometric interpretation of the elements being studied, and they 
will enable us to show their relations with other problems. 

Throughout this chapter the vector spaces under conside- 
ration are assumed to be spaces over the real field R, and this 
fact will not be mentioned again. The same assumption is 
made for all cones. 

Let us first recall a few classical definitions and results 
(see also Bourbaki [4}). 


39. 1. Extreme points and extremal elements. — Let 4 be a 
vector space and € a convex subset of 4. We shall say that 
ae € is an extreme point of Cif no open segment of € contains a. 

Now let € be a convex cone in £ which contains no straight 
line passing through the origin. If 46 is an affine subspace 
of £, which does not contain 0 and which meets every ray of €, 
then ae CN is an extreme point of CN # if and only if the 
equation | | 
a=a,+a, with a, and a et, 
implies 

a, = À,;a and Ho 


where À, and À, are non-negative. 
Such an element ae is called an extremal element of the 
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cone €; obviously every Aa (À > 0) is then also an extremal 
element of €. 


39. 2. THEorEM oF Krein AND Mitmam. — If the vector space 
£ is a locally convex Hausdorff space, and € a convex, compact 
subset of %, then the set e(€) of all extreme points of C has 
a convex hull whose closure is C. 

In other words, if æe €, then there exists for every neigh- 
borhood V of x a finite number of positive point masses located 
at extreme points of € and having their center of gravity in V. 

The set e(C) is not necessarily compact, If it is compact, 
then the preceding theorem can be sharpened as we shall see. 


39. 3. Center of gravity. — Let C be a convex compact 
subset of a space 4, and u a positive Radon measure on €. 

It is possible to find an ultra-filter, weakly converging to p, 
on the set of all elementary positive Radon measures uv, defined 
on C, each of which consists of a finite number of point masses. 
The centers of gravity G(u,;) of these measures are in the com- 
pact set C; hence, they converge with respect to the given 
ultra-filter to a point G of €. 

Let us show that Gis unique. We have, for every continuous 
linear functional I(x) on 4, 


UG(u)) fdm= { Uc) du 
Since I(x) is continuous, we obtain 
(1) UG) fdu= [Ux) du. 


Now, if Ü{G)—=4(G) for every J, then G—G. Thus G is 
well-defined by (1), which is sometimes written as 


G/du= [ «dy. 


In particular, let us suppose that { is the space of all real- 
valued functions «= a(t) defined on a set E. We shall 
topologize { by means of the topology of simple convergence; 
that is, the point x = 0 is assumed to possess a neighborhood 
basis of the form V(¢, t,,..., ¢,) consisting of all points x for 
which ja(t))|<e(i=4, 2,..., n). This space ¢ is a locally 
convex Hausdorff space. 
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For every te E, the function (x) = x(t) is a linear con- 
tinuous function on £. Hence, with the preceding notations, 


and designating by x,(t) the center of gravity of a measure u on 
€, we have 


a(t) {du= { a(t)du for every tel. 


« r > . 
39. 4 THEOREM. — If the vector space À is a locally convex 


Hausdorff space, and if © is a convex compact subset of &, 


then for every x,eC there exists a measure u,>0 on e(C) 
whose center of gravity is 2). 


Proof. For every neighborhood V of x, there is a measure 
u, on e(C) of total mass 1, which consists of a finite number 
of point masses, and which has its center of gravity G(u) in V. 
Hence, there exists an ultra-filter on the set of these u; such 
that the associated G(u,) converge to 2. But, on the other 
hand, the measures u., converge weakly to a measure x, whose 


support is e(C). The total mass of w, is 1, and its center of 
gravity is indeed 2. 
If e(C) is closed, e(C) is obviously the support of wu. 


39.5. Remarx. — It would be interesting to know whether 
it is always possible to impose on the measure 4, the condition 
that its support be e(C), in other words, that [C—e(€)] have 
u-measure Zero. 

It should be observed that if £ is a normed vector space, 
then e(€) is a Gs. In the general case, little is known concer- 
ning the topological character of e(C). 


39.6. Apprication. — Suppose that { is the vector space 
of all real-valued functions defined on a space E, with the 
topology of simple convergence. | 

Let € be a convex cone of ¢, and assume that there exists a 
point {,e E such that 2(t,) >0 for every ve €. 

We designate by €, the set of all normalized elements of 
6, that is, the set of all ae € for which a(t,) = 1. We further 
designate by e(€,) the set of all extreme points Of: Crease 

If €, is compact, then the above theorem shows that for 


every x e there exists a measure u > 0 on e(C,) such that 


x(t) = we x(t) du (e) for every te E. 
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In almost all the cases which we shall study, e(€,) will be a 


compact set. 


39. 7. Uniqueness of the measure y associated with an 
element ze C. Suppose again that £ is locally convex, € a 
convex cone in £ which contains no straight line passing 
through the origin, and 4 a closed linear variety in £ which 
does not contain 0 and meets every ray of €. 

Let us assume that ©, =€ (1% is compact and has the property 
(even in the case where e(€,) is not compact) that there exists, 
for every xeC,, one and only one measure of total mass 1 
whose support is e(€,) and whose center is x. 

Then there exists, for every x e C, one and only one measure 
u on e(€,) for which «= [ x, du. (e). We shall denote this 
integral by x(u). 

This correspondence between the measures u.=0O on e(C) 
and the points of € is one-to-one, and since, moreover, 

(Uy ey) == vu) + (mm), and a(Ap,) = Aa(u,) for A=O, 
this correspondence is an isomorphism between the order 
structure of the set of the u > 0 defined on e(€,) and the order 


structure of € associated with 
Ciaxb if b=a+ec). 


Since the ordered set of the u 0 is a lattice, the ordered 
cone € is also a lattice. We can therefore state the following 
result : 


39. 8. THrorem. — If there exists a unique integral repre- 
sentation of the points of € by means of a measure on e(€,), 
then the ordered cone € is a lattice. 

The fact that Cis a lattice may be interpreted geometrically 
as follows : if €, and €} are the sets obtained from €, by means 
of two positive homotheties, (with arbitrary centers) then the 
set CNE, is either empty or homothetic to €, under a positive 
homothety. 

The necessary condition for uniqueness given in the prece- 
ding theorem makes it often possible to determine a priori 
cases where uniqueness is lacking. It would be very interes- 
ting to know if the above condition is both necessary and suffi- 
cient for the existence and uniqueness of the integral repre- 
sentation. 
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39. 9. Examples of cones which are lattices. — (1) Let E be 
an ordered set, and J the cone of all non-negative increasing real- 
valued functions defined on E. For any two elements f, and f, 
of J, the set of all fed such that f, 4 f and f,<f has a 
smallest element f, in the sense that f(x) < f(x) for every 
zeË, but in general it is not true that f,<f, so that J is 
not a lattice. 

But when E is totally ordered, 3 is a lattice. 


(2) Eis a Greenian domain of R" and € is the cone of real 
positive functions which are super-harmonic in E. The cone € 
is a lattice. It follows immediately that the sub-cone of € 
which consists of the positive and harmonic functions is also 
a lattice. The extremal elements of € are the multiples 
AG(P,, Q) of the Green’s function with pôle P, and certain 
limits of AG(P,, Q) obtained by letting P, tend toward the 
frontier of E. 

The set of normalized extremal elements is not compact 
in general; nevertheless, the integral representation by 
means of extremal elements exists and is unique (see 


Martin [1}). 


(3) When n= 1 in example (2), € is identical to the set of 
positive and concave functions on an interval (a, b) of R. We 
might believe, more generally, that if E is a convex set 
of R" and € is the set of all positive and concave functions 
on E, then € is a lattice. This is not true. 

For example, let E be the circle à + y'<1 of R’, and let 
fi=i—az, fa=ite« If f,-f, did exist, we should have 
f,-f.<f—=inf. (linear functions greater than f, and f, on E). 
Now we have also f = inf. (elements of € greater than f, and 
f, on E.). We would therefore have f,~f.=/. But then for 
each linear function Le € such that f,, f.<<l, since this implies 
fis f2 31, we would have 1= f+ g where ge €. Since f is not 
linear, this equality is impossible. 

Then the integral representation for € is not unique, as 
will be verified in the following particular case : It is immediate 
that the functions (1—x), (1+ x), (1—y), (1+ y) are extremal 
elements. Now 2==(1—2#)+ (1+) and 2 (15 -y) + (1 + y). 
This proves the non-uniqueness of the representation of the 
function f=2. 
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40. Extremal elements of the cone of positive increasing func- 
tions. — If E and F are two ordered sets, each homomorphism 
of E into F is called an increasing application of EintoF. IH 
we wish to define the sum of two such applications and the 
product of one of these applications by a real constant, we are 
led to suppose that F is a vector space on the field R. 

In order to obtain substantial results, we shall suppose 
moreover that F is a vector lattice on the field of reals, and that 
E is filtering on the right. We then have the following 
statement. 


40. 1. Turorem. — Let 3 be the convex cone of the positive 
and increasing applications f of a set E, which is ordered and 
filtering on the right, into a vector lattice F. The set of extremal 
elements of à is identical with the set of elements f of J which, 
* besides the value 0, take at most only one value which is ~ 0 and 
ts extremal on F,; any such function f is of the form f\i(x) 
where A is a subset of E which is hereditary to the left (*'), and b 
is an extremal element on the cone F _ of elements 0 of F, with 


fa (a) (O0 for xeA, 
LT = 
nes , fief ee 


Proof. It is immediate that the set of positive and increa- 
sing applications f of E into F is a convex cone. It is likewise 
immediate that there is identity between the elements fe) 
such that f(E) contains besides 0 only one extremal element of 
F_ and the set of fy, ,. 

Then let f be a function of the form f\ ,(z). 

Suppose that f=/,+/,, where f, and f,ei. 

For each xe A, we have 0 — f(x) + f.(x) and thus 


f(x) = f(x) = 0. 
_ Let u and ve Cra): for each » = u we have 


f.(u) + f(u) = b= f,(w) +f.(w), 
and thus 


Le) —f,(u)] + [f:(~) —f, (u)] = 0. 


(*) That is, such that (x’ <a and ze A) => (2'e A). 


[ie] 
aN 
— 
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It follows that 


Hu fume and, f,(u) = f;lw). 


Now since E is filtermg on the right, there exists a w greater 
than u and ». It follows therefore that 


fi(u) = file) and f,(u) = f,(v). 


In other words, f, and f, on [A take constant values b, and b, 
with b = b, + b,. Moreover, since bis an extremal element of 
F., we have b, = À,b and b, = A,b where À, and A, are two 
real numbers > 0. We have therefore f,=A,f and f, = Àf 
which shows that f is extremal. 

Conversely, suppose now f is an extremal element of J. 
If f(E) contains besides 0 only a single element b+ 0, it is 
clear that f cannot be extremal if b is not extremalon F,. Let 
us show that if f(E) contains at least two elements b and c 
different from zero, f is not extremal. 

We can always suppose b < c; for if f(u) and f(v) are two 
distinct elements of f(E), there exists weE such that u and 
o <w and hence f(u) and f(v) <f(#). In other words, f(E) 
contains two distinct comparable elements, (f(u), f(#)) or 
(Fe), f(#)). | 

Then let f, = ini. (f..b); {== Sup: At 5) —— 5. 

We have f=/f, + f: by virtue of the identity 


inf (y, b) + sup (y, b) = y + 6. 


Now inf (y, b) and sup (y, b) are two increasing functions of 
y; therefore f, and f, belong to J. Since sup (c, b) — b 0, 
f, is not identically zero. But we cannot have f, = df since 
we have f,—0 when f=b. Hence the decomposition 
f=f; + f. shows that fis not extremal. 


40.2. Remark. — It is sufficient to reverse the order in E 
in order to obtain a characterization of the extremal elements 
of the set of positive and decreasing applications into F of a set 
E which is ordered and filtering on the left. 


40.3. Remark. — If there exists on E a topology compa- 
tible with its structure of ordered set filtering on the right, 
16 
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and on F a topology compatible with its structure of vector 
lattice, we can, instead of studying the cone J, study the sub- 
cone J of applications f which are also continuous on the 
right on E (in an obvious sense). A reasoning formally iden- 
tical to the preceding furnishes as extremal elements of J’ the 
elements f,,, which are continuous on the right, that is, those 
for which A is a subset of E which is open on the right and 
hereditary on the left. 


40. 4. Integral representation of real-valued positive and 
increasing functions. — We shall now suppose that E possesses 
a largest element w, and that F is the real line R. Let J, be 
the set of elements f of J such that f(w) — 1. It is seen 
immediately that J, is, in the vector space of real valued func- 
tions on E (with the topology of simple convergence) a 
convex and compact subset. On the other hand, the subset 
e(J,) of extreme points of J, isidentical with the set of extremal 
elements f= f1,, of J such that f(w) = 1; hence e(J,) is 
compact. According to the Application in 39. 6., it follows 
that for each f ed, there exists a positive Radon measure u. on 


e(J,) such that 
x) = | fa, (x) dy. (A 


We can easily extend this result to the case where E does not 
possess a largest element, when we limit the study to the ele- 
ments f of J which are bounded on E. It is sufficient to extend 
these functions f to the set E which results from E by adding to 
it a largest element w. 


40.5. Exampre. — If E is the interval [0, 1] of the real line, 
with the usual order, the extremal elements of 3, are of the 
form fa, with A = set of a <a or set of xa, ey 1). 
It is easy to see that e(J,) is homeomorphic to the set of all A 
with the topology of order (the order here being defined by the 
relation of inclusion, A,CA,). 


40. 6. Interpretation of the formula f(x) ooh Feit as 


The class of the f,,, can be identified with the class - ee 
A of E which are hereditary on the right or with the class of 
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their complements A’ which are indeed the hereditary on the 
right subsets of E. Now 


cat. 1 when ze À’, 
si 0 when x e À. 


Therefore, f(x) is just the u-measure of the compact set of those 
A’ which contain x. If the set of A’ is ordered by inclusion, 
and if we denote by A’(x) the set A’ of points of E greater 
than x, we can still say that f(x) is the u-measure of the set of 


all A’ & A’(z). 


40.7. Uniqueness of the measure u. — When E is the 
interval [0, 1] the cone 3 is a lattice and it is well known 
that there is a unique measure v. determined by an increasing 
fonction f on E. 

When E is the ordered set R* it is no longer true. For 
instance let f(£, 4) —0 if §<1 and f, —1 elsewhere; let 
A(E, n) =O if y»< 1 and f, — 1 elsewhere. Those functions 
are extremal elements of J; however the function f= f, + f, 
has another representation in terms of extremal elements : 
f=f:+ fi where f,=0 if EL and y<4 and /,= 1 else: 
where; f,=0 if §< 1 or n <1 and f,=1 elsewhere. 


41. Extremal elements of the cone of positive and increasing 
valuations on a distributive lattice. — Let E be a distributive 
lattice and F an ordered vector space. Recall that a valuation f 
of E into F is an application of E into F such that 


fab) + f(a 6) =f (a) + f(b). 


It is clear that these valuations constitute a vector space. We 
shall designate by 0 the convex cone of valuations of E into F 
which are positive and increasing. 


44.1. Turorem. — The set of extremal elements of Ÿ is 
identical with the set of functions of the form f»,1, where P denotes 
a partition of E into two sub-lattices E,(P) and E,(P) sith E,(P) 
hereditary on the left, E,(P) hereditary on the right, and where } 
is an extremal element of the cone F, of positive elements of F, 
with Gir 
0 if æeL, 
PAG) ER if mel. 
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Proof. (a) We easily demonstrate at once the identity 
between the functions f e Ÿ which take only the values 0 and À, 
and the functions of the form fp,,. Then, exactly in the same 
manner as in the preceding theorem, we show that each 
element fp, 1s extremal for %. 

(b) Conversely, suppose that f is an extremal element of ©. 
If f(E) contains, other than zero, only one element AO, it 
is clear that f cannot be extremal if f is not extremal on F.. 
Let us show that if f(E) contains at least two elements À 
and p. which are different from zero, then fis not extremal. As 
in the proof of Theorem 40.1. we can always suppose A< pu. 
Let a and b be two points of E such that f(a) = A and f(b) = y. 


Let 
fi(x) = f(t—a)—fla);  f;(x) = f(@ 4). 


We clearly have f, and f,=>0 and f,, f, increasing. On the 
other hand, since E is distributive, we verify easily that f, 
and f, are two valuations. We have therefore f, and f,eŸ 
and f=f,+ fa. 

Now, f,(a) =0 and f,(b) 0. Since f(a) 0, we cannot 
have f, = À,f where À, is a constant. This fact shows that fis 
not extremal. 


41.2. Remark. — We can remark, as for the theorem 
of 40. 1., that if E and F possess topologies compatible with 
their structures, the extremal elements of the sub-cone € EC 
made up of the continuous on the right elements of € are 
those of the functions fp,, which are continuous on the right. 
In fact, in the preceding proof f, and f, are continuous on the 
right if f is continuous on the right. 


41. 3. Integral representation and interpretation. — When F 
is the real line R, we obtain for the integral representation of the 
elements of Ÿ results quite analogous to those relative to the 
cone J, either when E possesses a greatest element or more 
generally when the function f that we wish to represent is 
bounded on E. This integral representation results from the 
fact that the set of normalized extremal elements fp , of © is 
compact for the topology of simple convergence. The formula 


f(a) = f fe, (x) dy (P), 
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valid for each x, shows that f(x) is equal to the u-measure of the 
set of partitions P such that xe L,(P) 
It would be interesting to know whether V is a lattice and 


whether the integral representation of the elements of Ÿ is 
unique. 


. 


42. Application to the integral representation of simply additive 
measures. — Let E be an algebra of subsets of a given set A; 


that is, if X,e Eand X, e E, we have X,UX.eE and [ (X,)eE. 
The set E is a distributive lattice when E is ordered by the 
inclusion relation on A. 

Let Ab, be the set of positive and simply additive measures 
on EK. Each of these measures is clearly a positive and in- 
creasing valuation on E. Conversely, each positive valuation f 
on E is of the form f(#) + (a measure); in fact, |f—/(¢)| = g is 
a positive valuation on E with f(¢) = 0. Now 


g(XUY)+g(s)=g(X)+g(YŸ) when XNMY=9; 


it follows that. 
g(XU Y) = g(X)+2(Y). 


The extremal elements of Ab, are, therefore, within a posi- 
tive factor, the measures f on E which take only the values 0 
and 1. 

The set lb, of measures f on E such that f(A) =1 and its 
subset e(lb,,) of measures with values 0 or 1 are compact for 
the topology of simple convergence. 

Therefore, to each fedlb, is associated a Radon mea- 
sure u > 0 on e(A,) such that 


f(X) = [f(X)dule) for each = Xe E. 


Let us study the extremal elements of .Ib,. For each 

f ee(lb,,) let B(f) be the set of elements of E such that 

(X) = 1. This set constitutes a base of a filter on A such 

that if XeB(f), then whenever two elements Xj Job F 
form a partition of X, one of them belongs to B(f). 

Conversely, if B is a base of a filter on A, made up of ele- 

ments of E and possessing this last property, ak: say that B is 
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saturated relative to E. To each B we can associate a function 
fz on E by placing 


. __ (1 when X belongs to the filter of base B, 
No hie (0 otherwise. 


It is seen immediately that fs e e(Ab,), and that B(fs) = B. 
We have then established a canonical and one-to-one corres pon- 
dence between the normalized extremal measures on E and the 
bases of filters on A which are saturated relative to E. 


42.1. Remark. — The property which defines the satu- 
ration of B resembles the property which characterizes the 
ultra-filters, and it is actually identical to it when E + 2*. 
However, if E + 24, there exists some bases of filter B satu- 
rated relative to E and which are not bases of ultra-filters. 

We are now going to make a more detailed study of -lb, 
when E = 24. 


42. 2. Extremal elements of the cone of positive measures on 
EK = 24. — By using a method of Stone [1], [2], [3] with 
a shghtly different language, we are going to show how one 
can interpret the extremal elements of Ab, and represent each 
element f of .l,. 

The following could be extended to the case where E is an 
arbitrary algebra of subsets of A, but with a more complicated 
formulation. 


(1) Extremal elements of .lb,. The bases of filters on A 
satured relative to E are identical with the ultra-filters on A. 
Therefore, the extremal elements of Ab, are the functions 
fatX) where wu is an ultra-filter on A, with 


-v\ (4 when Xeu, 
(QUE QO when Xeu. 


For example, for each x, ¢ E, the ultra-filter u,, of the sets 


contaimng x, corresponds to the point measure f,, = ¢,,. 


(2) Topology on the space U of ultra-filters. By defini- 
tion this topology would be the topology of simple conver- 
gence on the set of associated measures f,, The space U is 
therefore compact. For each XC A, let w(X) be the set of 
ultra-filters on X. It is immediately seen that for each u, e U 


‘ 
“ 
AP : . j 
a 
' 4 
i 4 : 
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the set of w{X), where Xe u,, constitutes a base of neigh- 
borhoods of w,. : 

In particular, for each x,e A the ultra-filter uw, possesses 
a base of neighborhoods formed by u,, itself. Hence w,, 1s 
isolated in U; conversely, each isolated element of U is of this 
form. 

For each X CA, the set of ultra-filters on X is compact; 
hence, w(X) is compact and so is o(A—X). Now each ultra- 
filter on A is supported by either X or (A — X); therefore 
w(X) and w(A — X) constitute a partition of U. Hence, the 
sets w(X) are both open and closed. 


In particular, each point of U possesses a base of neigh- 
borhoods of the form w(X), and hence both open and closed. 
It follows conversely that each subset of U which is both open 
and closed can be written uniquely in the form w(X). 


For each open set Q € U, let I be the set of isolated points 
of Q. Since each point of U is the limit of isolated points, 


we have I—Q. Now let X, be the canonical image of [ in A. 


We have 2. =I=w(X,). Therefore, the closure of each open 
set is an open set. 


The points of U represent the ultra-filters on Axe” Letus 
see how the filters on A are represented in U. Let % be a 
filter on E; there corresponds to it the filtering decreasing set 
of open and closed sets #(X) where Xe F. Set o= () w(X). 

XEG 
We therefore have associated to # the closed, non-empty %() 
of U. Conversely let ¢ be any closed, non-empty set of U. 
The set of its open and closed neighborhoods has a canonical 
image in E which is clearly a filter which we denote by #¢). 

It is seen immediately that 3(9(%)) = % for each filter #, 
on A. We have therefore established a canonical and one-to- 
one correspondence between the filters on E and the closed sets 
of U. 

a this correspondence, the intersection of a family of filters 
on À corresponds to the closure of the union of the corres- 
ponding closed sets in U; the upper bound of a family of filters 
on A corresponds to the intersection (assumed to be non- 
empty) of the corresponding closed sets in U. 
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We shall see later, in the study of capacities of order a,, 
which topology it is natural to define on the set of filters on E. 


42. 3. Integral representation of a measure on E = 2*. — 
According to the general theorem 39. 4., there exists for each 
measure f e Ab, a positive Radon measure v. on U such that 


f(X) = ffa(X)du(u) for each  XCE. 


In other words, for each X we have 

f(X) = p-measure of the set of uw supported by X; that is, 
f(X) is the measure u.[w(X)| of the image in U of the filter of 
the supersets of X. 

This Radon measure on U is well defined for each open and 
closed set; since these sets constitute a base of open sets in U, 
this measure u. is unique. 

Conversely, to each Radon measure v. on U is associated a 
measure f, which is simply additive on E, by the relation 
FX) = plo(X)]. 

Each measure f on E can be extended to the set of filters 
on À by setting 

— =: ee. al he 
f(5) = int f(X) = int w(o(X)] = [ (9) 
for each filter 3 on A. Then f(#) is just the u-measure of 
its image o(#) in U. 

In this interpretation the fact that an additive measure f on 
E is not completely additive follows from the fact that when 
M1, +++) On +++, 18 a Sequence of not empty open and closed 
subsets of U which are mutually disjoint, we always have 


Uo#Uo, and hence, in general, different u-measures for 
these two sets. 

We have defined on the space of measures f on E the topo- 
logy of simple convergence on E = 24, Now these measures 
are in one-to-one correspondance with the positive Radon 
measures on U; hence, there exists a topology on the set of 
these measures ». As the images w(X) of the elements of E 
constitute a base of open and closed sets of U, this topology 
on the space of Radon measures on U is identical with the 
classical topology of vague convergence (see Bourbaki [3]). 


¢ 
a 2] 
= 
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43. Extremal elements of the cone of positive functions alter- 
nating of order co on an ordered semi-group. — We have 
already emphasized the analogy between the capacities of 
order a, and the functions of a real variable which are 
completely monotone. We are going to see that this analogy 
is not only formal, but also that these two types of functions 
belong to the same very general class of functions in which 
exponentials and additive functions play an essential role. 


43.1. Derinirions. — Let E be an ordered commutative 
semi-group with a zero, all of whose other elements are greater 
than zero. Let F be an ordered vector space, and let a be the 
convex cone of the functions which are defined on E and take 
values in F,, and which are alternating of order + (see 13. 1., 
Chapter 11). 

We shall suppose F such that each X C F, which is bounded 
from above and which is filtering on the right (*) has an upper 
bound. 


43.2. Derrinition. — Any application f of E into F such 
that f(a b) = f(a) + f(b) will be called linear. 

It is obvious that any linear and positive f belongs to &; the 
set of those functions is a sub-convex cone of &, which we will 
denote by 4. 

43.3. Derinition. — We say that a function | on E is an 
exponential when Ÿ is a real-valued function such that 


0<YS1 and Yar b)=H(a). 4). 


To each real, linear, and positive f on E corresponds the expo- 
nential | =e and, conversely, to each exponential } which 
does not assume zero values on E corresponds the positive 
linear function f = Log 4/v. 


43.4. Tueorem. — In order that an element f of the cone & 
be extremal, it is necessary and sufficient that it be of one of the 
two following forms. 

(1) fis an extremal element of the cone 4 of linear elements 
bop ct. 

(22) We say that X! is filtering on the right if for every a, be X, there is an ele- 
ment ce X such that a,b<c. ; 
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(2) (1—)V, where Ÿ is an exponential on E and V 
is an sis “pr element of the convex cone F.. 


Proof. Let f be an extremal element of a. 
(1) If f(E i contains at most two elements 0 and V0, we 


can set f=(1—W)V, where ¢ is a function which takes only the 
values 0 re 1 and is such that (\7,)y = 0 for each n. 

If Y(a) = 0, it follows from \/,(a; ~b)>0 that Yat b)=0 
for each b. 

If Ya) = (b)=1, it follows from \7,(0; a, b)=0 that 


V(arb)=1 We UE therefore 
Y(a+b)=4Ÿ(a).Ÿ(b), 


and hence Ÿ is an exponential. 
In order that such an f be extremal, it is clearly necessary 
that V be extremal on F,. 


(2) If f(E) contains at least two distinct elements A, x such 
that A,u. 0, we can clearly suppose that they are comparable 
in F. If f(a) =A and f(b) =v, with A<yp, set 


f(x) = fara) —f (a), 


fx) = fa) + VA; a) = f(a) + f(x) — f(x r a). 
Then, f=f,+f. 


The function f, belongs to & since the operation x— (4+ a) 
is a homomorphism of E into itself and since f(a-+a)—f(a) =0. 
Also f, belongs to & since on the one hand (7,), = (Wn. pO 
and on the other hand f,=0 since the inequalities (7,),< 0 
and f=0 imply f(a) + f(x) —f(xra) >0. Now 


f(b) = flar 6) —f(a) 2r4—u. > 0; 


hence f, is not identically zero. 

If f is extremal, we have f,=A,f where A, is a real 
number such that 0 <A,X1; (this fact implies in particular 
that f(0) — 0 since f,(0) = = 0). We can then write 


f(a ra) — f(a) = rdf (a). 
Two cases are then possible. 


(a) First assume that f is not bounded above on S, that is, 
assume that there exists no y e G such that f(a) <y for each +. 


and 
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Now f(x) £ f(x + a), and hence f(x) — f{a) <X,f(x) 


cannot have À, 1, otherwise 


and f would be bounded. Therefore À, — 1, and hence 

f(a + a) = f(x) + fia). 
This equality is true for any +. It is true also for any a; indeed, 
the proof above shows that it 1s true for each a such that f(a) >0 


since, f being not bounded, f takes values u > À; on the other 
hand if a is such that f(a) — 0 the relations 
NACRE Un WAU. 4 +210, F0) 0 
give 
f(x) < f(x + a) and f(a) 2 f(x Ta) 
and so 
far a) = fix) = f(a) + fla). 

Then fis linear. If f is extremal on &, fis a fortiori extremal 
on f. 

(b) Now suppose that fis bounded above on E. Let V be its 
upper bound (0), which exists since the set f(E) is filtering on 
the right in G. Set g= V—f. We have the identity 


g(a) — g(a a) = AV — g(2)) 

or 

(1) g(a) + Ag(x) = 8(& ra) + AV. 
By the definition of V, we have 

inf g(æ) = 0 and inf g(x +a) = 0. 

By taking the lower bound of the two sides of (1) we obtain 

(2) g(a) = A.V. 
This relation is valid for each a such that 0<f(a)< V. If 
f(a) = 0, we have g(a) = V; if f(a) = V, we have g(a) =0. We 
can therefore set f(x) = ¢(x).V, where © is a real function 

such that OX o<1. Also let us set } = 1— 4, and so 


g(t) = Ÿ. V. : 
- The relations (1) and (2) can be written now as 


Aa)= Yara and — Ya) =) 
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hence 

(3) J(ær a) = ÿ(æ).Y(a). 
This relation is valid for each a such that 0 <f(a) << V. If 
f(a) = 0, we have as in the preceding case f(# a) = f(x); 
thus, Y{x + a) = Y(x) and, since Y(a) = 1, the identity (3) 1s 
again satisfied. 


If f(a) = V, we also have f(a + x) = V. Therefore 
ÿ(æra)= $(a) = 0, 
and the identity (3) is again satisfied. In other words, 
f=(1—Y)V, where Ÿ is an exponential. 


Since f is supposed to be extremal, it is clear that V must be 
also an extremal element of the cone G,. 


Converse. — We now have to show that the functions f on E 
that we have just studied are indeed the extremal elements 
of a. 

(1) Iffis an extremal element of #, and if f= f, + f, with 
fi, fe, the f, and f, necessarily belong to 4. 


In fact, f(0) =0 and (\7,);=0, which implies that f;(0) = 0 
and (\7.)f;=0 (1 = 1, 2). 

Thus the relation \7,(0; a, b); = 0 is 

fila + 6) = fila) + f(b) (= 4, 2). 

Therefore, since f is extremal on ¥, f, and f, are proportional 
to f; thus fis extremal on a. 

(2) Let f—(1—4)V where Ÿ is an exponential on S and 
where VeG,. We first have to show that we have fea. 
: Now f 20 since 0X <1; in order to show that (Y,),<0, 
itis sufficient to establish the equivalent relation (7, = 0. 

Now (x; @)y = U(x) — U(x + a) = Y(x)(1 — L(a)) and more 


generally, 
Vales fai) = (x) IT(1— (a) = 0. 


Finally, it remains to show that f is also an extremal element 
of a. We shall be able to do so only after having introduced 
a suitable topology on « (see section 44 below). 


43. 5. EXAMPLE. — E = R’, that is, the set of elements of 
the group R* with positive coordinates. Each positive linear 
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function f on E is of the form Ya; (a;=0). The extremal 
EU of £ are then the positive multiples of the n functions 
= T;. ss 

Every exponential f which does not vanish on E is, accord- 
ing to a previous remark, of the form e~** where a.a denotes 
the scalar product of the elements a and x of R". 

More generally, each exponential ((2;))can be written 
b((2;)) = IL Y,(a;) where ; denotes the restriction of L to the 
TirAXIS. 

The restriction Ÿ; is again an exponential function of a real 
variable. Now if d(a) -£ 0 for a > 0, then d,(na) #0 for every 
n; thus Ÿ; cannot take the value zero. If ,a)=0 for all a > 0, 
then (0) = 1 or 0; it is easily seen that conversely, each 
of these functions is an exponential. 

Thus each exponential (x) on S can be written as 


p(x) = yx) where 
bi(a;) = e*"'(a, > 0) or P(x) =e? or v,=0, 
where j 


SATS, BP ERY) 


e 


43.6. Exawrze. — E is idempotent, that is, x7 v= x for 
every ze E. 
Each linear function on E is identically zero since 


f(z) = fl&r 2) = f(x) + f(x) implies f(x) = 0. 
If ) is an exponential on E, then 


Va) = (a +2) = ¥(x). (a); 


hence U(x) = 0 or 1. The set of elements x of E, for which 
U(x) =1 is a sub-semigroup ¢ of E, hereditary on the left (that 
is,  < x and xeo implies a’ ec). For if p(a) = Ÿ(b) = 4, 
then Y(a+b)=1. If $(b)=4 and a< b then, since 
a b= b, ¥(b) =4(a).(b) and hence (a) = 1. 

Conversely, for every sub-semigroup ¢ of E which is 


hereditary on the left, let V{x) = 1 if veo and b(x) = O if 
veo. Thenif La) = Y(b) = 1, is follows immediately that 


(ar b) = (a). 4 (8). 
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If L(a) = 0 and ÿ(b) =1, then a > b and therefore 
hae ET thus Va +b) = (a) = Y(a).Ÿ(b). 


IfY(a) = Y(b)—0, then }(a+b) —0, since a and b—a-b; 
hence again, Y(a-+ b) = Ÿ(a) Y(b). 

There is thus a one-to-one canonical correspondence between 
the exponentials on E and the sub-semigroups of E which 
are hereditary on the left. 

The extremal elements of & are the functions f,, v(x) on 
E defined by 

ae (0 if LEG 
fs, v(@) = A if LES, 


where s is a sub-semigroup of E which is hereditary on the left 
and V is an extremal element of F.. 


43.7. Exampre. — E is an additive class of sets. Let E be 
an additive class of subsets of a set A, the operation + being 
union and the order on E being inclusion. 

To every exponential | on E there is a canonically associated 
sub-semigroup o which is hereditary on the left. Let o 


be the set of complements [x of elements X of 5; except for 
the case where AcE and where Ÿ = 1, s*is a base of a 
filter. 

Conversely, to each filter # on A having a base consisting 
of elements of E*, there is associated the exponential on E 


defined by f(X) = 1 if (xeg apd f(x Es ht [xeg, 

Thus exponentials, filters and extremal elements of the cone a 
are in this example three aspects of the same mathematical 
object. 

The preceding interpretation of exponentials in terms of 
filters now permits a better study of the normalized extremal 
elements f of a whenever F is the additive group R, and an 
extension of the definition of f to the set of filters on A. 


For such an element f = (1 — 4), let T be the filter on A 
associated with 4. Then 


f(x) = \ 0 if for some YeT, XNY — 5, 
~ {1 if for every YeT, XNY 5 


a dt 
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More generally, let T, and T, be two filters on A, and let 


FFT QE 10 if T,~T, does not exist, 
(1 if TT, exists ; 


that is, f(T,, T,) equals 


\0 if there exists two elements of T, and T, which are disjoint, 
(1 otherwise. 


For each fixed T, it is easily seen that the function 
fr,(T) = f(T,, T) is an alternating function of order æ on the 
semigroup of the filters T on A, with the operation + deno- 
ting the intersection, that is, T + T’ denoting the filter each 
of whose elements is the union of an element of T and an 
element of T’. 

When T denotes the filter of supersets of a set XC A, the 
function fr, (T) is identical with the function fr,(X) considered 
earlier. The function fir,(T) = f(T;, T) is called the elemen- 


tary function alternating of order x and of index sty 


43.8. Special case. — If E is the set of compact subsets of a 
Hausdorff space A, and if f is continuous on the right, the 
filter T associated with f is just the filter of neighborhoods of 
a closed subset of A. This was shown above (see section 


26. 14., Chap. v). 


44. Topology of simple convergence on 4. Application. — Let 
us come back to the general case assuming simply that F is 
identical with R, and introduce on & the topology of simple 
convergence on E. 

The set of exponentials on E is clearly compact in the 
topology of simple convergence; the same is true of the set of 
elements of a of the form (1 — 4), where 4 is an exponential. 

We shall now show, by using this compactness and the rate 
of the decrease of the exponentials 4 on E, that each element 
(1 — ÿ) is extremal on a. 

We use the fact, which is easy to show, that if C denotes 
a convex and compact subset of a locally convex Hausdorff 
linear space, for each non-extreme point me €, there is a mea- 


sure u. => 0 of total mass 1 which is supported by [e(€) — {m}] 


256 GUSTAVE CHOQUET 


and whose center of gravity is m [where e(C) denotes the set of 
extreme points of C]. 

(1) We suppose first that E has a largest element ©. Each 
f ea is then bounded and the set &, of the elements of & such 
that f(w) = 1 is compact. The set of extreme points of a, is 
identical with the set of extremal elements f of @ such that 
f(w)=1. Now if 4 is an exponential not=1 on E, then 
inf =0 (since (na) = (}(a)"); hence, sup (1 —) = 1. 
Then the set e(a,) of extreme points of &, is contained in the 
compact set &, of the elements (1— 4) where Y=—1. We 
shall show that e(a,) = &.. 

Otherwise, suppose f = (1 — L) is an element of [&,—e(,)]. 
There is a measure on the compact set (6,— {f{) such that 


J'du=1 and  (1A—Y = f (1—$) duo); 


e/ 


hence ves Jk b,du(t). 


For every ae E and for every € > 0, the closed set of ¢ for 
which (a) > (a) + € is of u-measure zero. For let u(e) be 
its measure. Then 


((a))" = $(na) = f Y(na) dy(t) 
=f Th(a)} du (0 Z ut (pa) + er, 
hence u(e) <= eae a quantity which tends to 0 as n— x. 


Then ,(a)< (a) for almost allteë,. 
From the relation 


J (Y@)—(a)) dp) =0, since (b(a)— p{a)) =0 


almost everywhere, it follows that Y(a) = (a) for almost 
every t. 

By passing to the limit, this equality holds at each point of 
the compact support of. In other words, ) is identical with 
each %, for which ¢ belongs to the support of wu. Then pu is a 
point mass supported by the representative point of (4 — ¥), 
contrary to hypothesis. 

(2) If E does not possess a largest element, denote by E 
the semi-group obtained by adjoining to E an element w, by 
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definition greater than each element of E and such that 
a+w—=wforeveryaeE. 


Let & be the set of applications which are alternating of 
ns. ; Le] a 
order x of & in F_; then obviously, in order that fea it 18 
necessary and suflicient that the restriction of f to E be an 
element of & such that sup f(x) < f(w). 
xeE Ex 


Aecording to the preceding, the extremal elements of & 
are, within a factor, Just the functions (1 — L), where Ÿ is an 
exponential on E. Now, if Lis an exponential on E such that 


= 1, then inf 4 (æ) = MAR if Ù is the extension of à 


to E obtained by setting Ÿ(w) = 0, then Ÿ is an exponential on 
E. Then (1 — J) 1s extremal on a. This implies that (1 — v) 
is extremal on & ; otherwise (1 — 4) = f, + f, with f, and f,ea 
and f,, f, not proportional to (1 —). 

We have sup (1— J) = 1=supf,+supf, (on E). Thenif ra 
denotes the extension of f, to E obtained by setting f;(w) = sup /; 


=~ 


on S, we have (4—d) =f. +f, with f, and f,ea and f,, f, 


not proportional to (4%). 
Thus the theorem is proved when F= R. 


We now suppose F to be arbitrary. Let us prove that each 
f= (1—9)V (¢ exponential, V extremal on F.) is an extremal 
element of a. 

Assume that f—f,+f, (fi, f.e&). 

For any zeE, if f(x) —0, then f(x) +f.(x) =0; hence 
f(x) = f.(a) = 0. 

If f(x) 40, (1—%)V is extremal on F,, so that f, (x) and f, (x) 
are colinear to V. In other words, we may set f,= 9, 
and f, = 4, V, where ©, and ¢, are two real, positive functions; 
it follows immediately that ©, and ¢, are alternating of order 
infinity. But we know that the relation (1—b) = 9, + % 
implies that ¢, and +, are proportional to (1—w); hence f 
is indeed extremal on &. 


44.4. Remarx.— When Eis idempotent, each exponential } 
takes only the values 0 and 1, so that the elements (1—y) of a 
are increasing functions on E (ordered by the convention 


that ab if b=a-+c) which take only the values 0 and 1. 
17) 
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Since E thus ordered is filtering on the right, these functions 
are extremal on the cone of real, positive, increasing functions 
on E; they are, a fortiori, extremal on the cone a. 

Thus the proof that the functions (1—¥) are extremal on & 
is very simple in this particular case. 


45. Integral representation of the elements of a. — Let us 
suppose at first that E has a greatest element w. We suppose 
here that F = R. With the notations used above, for each 
fea there exists a measure 4 Z 0 on the compact set of 
extremal elements (1 — 4) of a (with | Æ 1) such that 


f(a)= fd —;(x)) du.(t) for every ve E. 


When E does not possess a greatest element, there still is such 
a representation whenever the given function fis bounded on E, 
f being considered as the restriction to E of a function defined on 


E = (ENw). 


We shall not consider in the general case, the question of 
uniqueness of the measure uv. associated with the given f. 


45. 1. The case E = 2%. — We shall assume that E is the 
additive set of subsets of a set A, the order on E being inclusion; 
assume also that F = R. 


The normalized extremal elements of & are the elementary 
alternating functions f;(X) associated with some filter T on A. 
We shall use the space U of the ultra-filters on A which has 
already been introduced. 

With each filter T on E there is associated in U a closed 
set that will be denoted by w(T) or simply by T. Thus 


_j0 if —(T)Nw(X)=e 
fr(X) = k if Da et 


With each element f of & there is associated the capacity 9 of 
order &, defined on the set of open and closed subsets of U by 
the relation ¢(w(X))=f(X). This capacity o can be extended 
to the set of all the closed sets of U by setting 

¢(W) = inf (w(X)) 


Wau(xX) 
for each such closed W. 
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This extension is equivalent to extending the function f to 
the ordered semi-group of all filters on E. — 

Conversely, each capacity 920 of order @,on X(U) 
is characterized by its restriction to the set of open and closed 
subsets w(X); in other words, there corresponds to o an element 
f of a. 

Summarizing, we have established a canonical one-to-one 
correspondence between the capacities > 0 and of order &. on 
R(U) and the functions f=>0 and alternating of order 2 on 24, 


The topology of simple convergence on the set of elementary 
functions fr(X) is identical with the classical topology on the 
space of closed sets T of U. This follows simply from the fact 
that such a closed set has a base of neighborhoods consisting of 


the sets w(X). 


To each element f of & there corresponds a Radon measure 
u > 0 on the space #(U) such that 


f(X) = J fx(X) du(T) for every XCA, 


and, more generally, for each filter on A. 


The uniqueness of & will be proved later on when we study 
capacities of order @, on an arbitrary locally compact space. 
Let us add that the topology of simple convergence on & is 
identical with the vague topology (which we shall define also) 
on the set of capacities & associated with the elements f of a. 


45. 2. The case E=R". Let a be the cone of real 
functions > 0 and alternating of order © on R'. For a given 
fea, if f((1)) =0 (where (1) denotes the point each of whose 
coordinates is 1) then {=O since each f is decreasing and 
concave on R°. 

Thus for each f3£0, there is a A>0 such that Af((1)) =1. 
In other words, the closed hyperplane f((1)) = 1 of the vector 
space of real functions on R' intersects each ray of & at one and 
only one point. Let à, be the set of elements f of a such that 
= ae 

Since F is increasing and concave on R", each fe &, has the 
property that f(x) < sup [1, xil. Then &, is compact in the 
topology of simple convergence. 
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Now the extremal elements of &, are the n functions f= x; 
and the normalized functions 


(= gr 
i FT eel g IE 
1—e-*" 
\) 
where the t; are > 0 or + 00, and Xt, 0. 


It follows that each fea@ which is continuous on Ri has 
an integral representation of the form 


; 1{—e'* 
fla) =a.2+2+ [ Gar due 


where wu is a positive measure of finite total mass, on the set 
of non-zero vectors ¢ of R". 


The functions fea which are not continuous have formally 
the same representation but with suitable definitions to take 
care of vectors t with infinite coordinates. 

When n= 1, this expression can be simplified and can be 
written, for every fea, as 


fiy=a+ [TE dr, 


where pv. is supported by the compact [0, + oo], with the con- 
vention that 


46. Extremal elements of the cone of monotone functions of 
order o on an ordered semi-group. — Let E and F once more be 
a semi-group and an ordered vector space respectively, which 
have the same properties as in section 43. Denote by Ab the 
convex cone of functions from E to F. which are monotone of 
order oo, (that is, the \7, are > 0). 

For pee a Ab, we have \7,(0; a) >0; hence, (f(0)— QE 
Then the too g(x) = f(0) — f(x) is Z0, and ht 7250 
Thus, g is a bounded element of a. 

Conversely, for each bounded element g of &, if g( 00 ) denotes 
its upper bound, the function f= g(c) — g(a) is an element 
of A. 


It follows easily an the extremal elements of .lb are the 
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functions f = Ÿ.V, where 4 is an exponential on E and V an 
extremal element of F.. 

46.1. Exampre. — Let E = 2° be the set of subsets of a 
set A, the order on E being the inverse of that defined by 
inclusion, and the operation in E being intersection. Let F 
be identical with R. 

The extremal elements of Ab are identical with the functions 
fr(X) associated with some filter T on E, where 


patter died: T 
(De MdiitgeeT: 


46.2. Exampre. — Let E be the semi-group R, and F = R. 


The non-zero extremal elements are the exponentials e”, 


where 0X tX o. 


46. 3. appricarion. — The introduction of the topology of 
simple convergence on lb leads to applications analogous to 
those obtained by considering the cone a. For example 
every continuous function f(x) of the real variable 20 such 
that (—1)"f(x) =0, for all 2>0, that is, every completely 
monotone function of x, has a representation of the form 


f(a) = fe“ du. (D, 


where w is defined on [0, 2 [ and has a finite total mass. This 
result is the classical Bernstein theorem. 

There exists obviously an analogous representation for 
continuous completely monotone functions on R" : 


f(a) = fe**dp (0) 


where uv. a is positive measure, with a finite total mass, on R'. 


Similarly, we could state integral representations for positive 
completely monotone functions defined on the open positive 
half-line «> 0, or, more generally, on the interior of R". But 
these generalizations are merely special cases of a more general 
result concerning functions defined on an arbitrary semi-group, 


which we shall now study briefly. 


47. Alternating or monotone functions of order oo on an arbi- 
trary commutative semi-group. — Let E be any commutative 
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semi-group, and let F be a vector space satisfying the same 
conditions as above. A function f from E to F, is alterna- 
ting (respectively, monotone) of order o if all its differences 
Vx; {a;}) are <0 (respectively, Z 0) for any x and a; in E. 

The convex cone of these functions is again denoted by @ 
(respectively -lb). 

If a and be E, we shall write a = b if a= 5b or if b=arc. 
This relation is reflexive and transitive. 

If a2 b and ba, we shall write a~ b; this relation is an 
equivalence relation p compatible with the relation <. 

Moreover, if a~b and a~b’ then (ara)—(a+b). 
Then the quotient set E/Jo is an ordered semi-group in which 
the relation x + y is equivalent to x = y or y= x + z; that 
is, it is an ordered semi-group which we shall call regular. 


In E, if a3 b and if fea, then f(a)< f(b); thus if ab, 
f(a) = f(b). 

Then with the function f on E there is canonically associated 
on E/e a function alternating of order oo. We obtain an 
analogous reduction when fe.lb. Then in studying & and lb 
it may always be supposed that E is a regular ordered semi- 
group; this assumption will be made henceforth. 

If E possesses a neutral element 0, we have 0 < 0 + x or 


0 < x for every x. Then this case has been studied in the 


preceding. 
If not, we may embed E in the semi-group E obtained by 


the addition of a neutral element 0 to E such that 0 + x for 


all x; the study of the elements f of & and Ab associated with 
E is then equivalent to the study of functions defined on the 
set of non-zero elements of a regular ordered semi-group with 
azero. This remark simplifies sometimes the study of @ and tb. 


47. 1, Daerinirions. — (1) An element a of a regular semi- 
group E without 0 is called extremal if the equality a= b +c 
is impossible. | 
_ (2) For every a which is extremal, the function +, defined by 
Pa(z) =0 if x a and ¢,(a) = 4 is called the singular function 
with the pole a. 


(3) An exponential on E is again a function (x) such that. 


0X YX 1 and Y{a+ b) = Y(a).4(d). 


ble d 
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47. 2. Turorem. — Let E be a regular ordered semi-group. 
In order that an element f of Ab be extremal, it is necessary and 
sufficient that it be of one of the following forms: 

f=oV or f= OV, 

where V is an extremal element of F ., 9 a singular function 
and Ÿ an exponential. | 


Proof. When E has a zero, no element of E is extremal and 
the theorem is a consequence of section 46. We assume 
therefore, that E has no zero and suppose that f is extremal. For 
every aeËE, 


f=f+fs where f(x) = fle +a), 
f(a) = f(x) — f(x +a) = V.(x; à); 

The functions f, and f, belong to Ab so that 

(4)  f(æ)=f(zra)=Akf(z), where DT 


and 


Case 1. If there is an ae E such that f(x + a) =£0, then 
À, 0. 
Now À,f(x) = Acf(a); hence, f(a)/Ac = f(a)/Aa=some V #0. 
Then (1) can be written as V.A,,—A.V.A; hence, 
ape À, for every a such that f(a + x) =E 0. 
But if a such that f(arx) =0, the identity (1) shows 
that A, = 0 and also À,,;,— 0. Then again Kea Ake 
Thus f = JV, where ¥ is an exponential. If LV is extremal, 
then V is obviously extremal on F .. 
Conversely, if | is an exponential on E, it is easily verified 
that f = LV belongs to .lb for every VeF.. 
When, moreover, V is extremal on F.,it can be shown as 
before, by introducing the topology of simple convergence, that 
each f = LV is an extremal element of tb. 


A 


Case 2. If f(x +a) =0 for every a, f(x) is zero at every 
non-extremal point of E. 

Now every function f from E to F. which is 0 at every 
non extremal point of E is an element of A. For in \7(a; fai) 
allihe terms are zero except possibly the first, f(x), whichis = 0. 
Then in order for such an f to be extremal, it is necessary and 
sufficient that the set of points « where f(x) #0 cannot be 
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partitioned; in other words, that this set consists of a single 
extremal point of E and that the value of f at this point be an 
extremal element of F.. Then f=¢V where ¢ is a singular 
function and V an extremal element of F.. 


47.3. Remark. — There is an analogous theorem concer- 
ning the extremal elements of &. 


47. 4. Exampze. — Let E be the additive semi-group of 
real numbers «a> 0. 

The extremal points of E are the points x of the interval |a, 2af. 
It is immediate that an exponential 4 on E other than 4 =0 
is not zero at any point of E; then Log 1/4 is a positive 
linear function on E. Nowitis elementary to prove that such 
a function has the form tz. Thus, each exponential not = 0 
on E is of the form e~”. 

If we remark, on the other hand, that f(a + a) < f(a), then 
we deduce that f is bounded on [2a, of. 

We can then prove easily that for every f e & there exists 


a measure v. on [0, cf such that fe-*dp.(t) <(oo, and a 
function s(x) 0 defined for «=a, with s(x) = 0 for x > 2a 
such that 


fl) = Jet du(e) + s(x) for every met. 


This result is rather remarkable since it implies that f is 
analytic on {2a, + c[ although the conditions \7, > 0 imposed 
on f have no local interpretation (since the parameters a; 
appearing in \/, are all >a). | 

An analogous study of the semi-group E of real x > 0 
(which contains no extremal point) would lead to the classical 
representation of positive and completely monotone functions 
on |Q, of. 


48. Vague topology on the cone of increasing functions. — 
Let E be a locally compact space and à the convex cone of real, 
non-negative, and increasing functions f defined on the class 
‘i(E) of compact subsets of E. We have already introduced 
on J the topology of simple convergence. However, this 
topology is not satisfactory for investigation of the subcone 


ART. 
… 
> p 
ae 


THEORY OF CAPACITIES 265 


of J consisting of positive capacities f (that is, the elements f 
of J which are continuous on the right). 

We shall therefore introduce a weaker topology by associating 
with each fed a suitable functional defined on the convex 
cone Q, of functions 9(x) defined on E, real and >0, and 0 
outside of a compact set. a 


48. 1. Functional on Q, associated with an element fe J. — 
Let fed,andletseQ,. For every number A> 0 let E, be the 
set of points x of E such that 9(x) >A. 

The set E; is a compact set which decreases when À increases, 
with E,C support of ¢. Then f(E;) is a positive, bounded 
decreasing function of À. Set 


f(g)= ie f(Ex)da where I(¢) is the interval ]0, maxs]. 
When f(9) = 0, this integral can be written as 
fie) =f" f(y) da = — f° raf. 


In particular, when f is a Radon measure, f(¢) 1s simply the 


integral | odu. 


48. 2. Immediate properties of the functional fig). 

(1) Clearly fiz) >0. = 

(2) flo.) <fle.) if ¢, < 9,; in other words, f(¢) is increasing. 

(3) For every a= 0, fiag) = afi) 

But conversely, each functional defined on Q, and possessing 
these three properties is not necessarily the functional associated 
with some element fe. We shall see later interesting exam- 
ples of this fact. 


48. 3. Regularization of elements f of J. — Denote by 3 the 
convex cone of functions f associated with elements f < J. 
The mapping f — fof J into 3 is linear. We shall investigate 


the inverse image of an element f in this mapping. 
For every f ed, the regularized function associated with f 


is the function f, on À (E) defined by 
f(K) = inf f(X) (K and Xe A(E)). 
KCX 
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If W denotes any « proximity » of the uniform structure of 
E (associated with any of its compactifications), and if Kw 
denotes the neighborhood of order W of any compact subset 
of E, then the above may be written 


f.(K) = lim f(Kw). 
W—> 0 


This form enables us to show that many properties of f are 
preserved by regularization. For example, if f is sub-additive, 
or alternating or monotone of order n or æ, the same is true 
of f,. 

It is immediate that f, is Z 0, increasing, continuous on 
the right, and is the smallest of the functions larger than f and 
possessing these properties. In particular, for every f e J the 
condition f=/, is equivalent to the condition that f be 
continuous on the right. 

An essential property of regularization is the equality f = f, 
for every f €J. 


Indeed, for any À >0, we have f/E,) <f,(E)); and 
Py Se FURS) for ON PRE 7 since Eee. 


Then if we set u) —f(E;) and u,(À) = f,(E), it follows that 
u, (A) = lim sup u(A’) or u,(A) = the smallest decreasing func- 


tion greater than u(A) and continuous on the left. 


Thus [f(E,)da= [f,(B)) dd. 

The set of elements f of à which are continuous on the 
right is clearly a convex cone, which will be denoted by J,. 
The preceding shows that the canonical mapping of J, into 3 
is a mapping onto J. 

Let us show that the canonical mapping f—f of 3, onto 3 
is one-to-one. | 

It is sufficient to show that for every f ed, and for every 
Ke%(E), f(K) may be determined when f is known. _ 
Now let Y(K) be the characteristic function of K; then 
f(K)= inf f(¢). 
. YOE? 
Indeed, f(K) <f(¢) for every ¢ > (K), and since f is conti- 


nuous on the right, for every & > 0 there is a compact neigh- 
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borhood V of K such that (f(V) — f(K)) Ze. Now, since E 
is locally compact, there exists a function ¢¢Q_ such that 
O91, ¢=0 outside of V, and g = 1 on K. 

Then f(9) < f(K) + é, which proves the equality. 


48. 4. Vague topology on J. — The set of elements f of 3 
which have the same image f in J is identical with the set of 
elements f whose regularized function is the element f, of J, 
which corresponds canonically to f. In other words, if H, 
is the canonical map of J onto J, and H that of 3 onto 7 then 


MH: H. 


_ Let ©s be the topology of simple convergence on J and 
©s the topology of simple convergence on 3. The inverse 
image by under H of the simple topology Gs on 3 is called the 
vague topology on J. 

In other words, a filter on J converges vaguely to an element 
fs of J whenever, for every 9e (Q., the values f(¢) converge 
to f,(¢) relative to this filter. 

Or again, for every f,e I, a base of vague neighborhoods 
of f, consists of the V(e, (9;)) where this symbol denotes the set 
of je) such that 


(Qi) —fiol(g)iSe (e>0; eQ, with tel and I finite). 


The map H of Gy into Gs is continuous by construction. Let 
us show that the map H of Gs into 6s is also continuous. 

This result follows immediately from the fact that, for every 
filter on J which converges simply to an element f, of J, for 
every + and every A, the f(E,) converge to f,(E,); then if 
u(A) = f (Ey), the u(A) converge to u,(A). Now u(A) is decreasing — 


and thus 
Jee #% ae U(A). 
This statement is equivalent to saying that the f(¢) converge to 


fol). 


The restriction of H to j, being a one-to-one map of 4, 
onto 3, H defines a homeomorphism between J, with the vague 


topology and 5 with the simple topology. But it must be 
noticed that the restrictions of Gs and of Gy to J, are not iden- 
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tical (except for very special cases). To prove this statement 
it is sufficient to take a sequence f, of Radon measures on 
E=[0, 1] each consisting of a point mass + 1 at the point 
x — ijn; this sequence converges vaguely to f,=the point 
mass +1 at æ —0, but it does not converge simply to any 
function f,. 

The space J with the topology Gy is not a Hausdorff space; 
the associated Hausdorff quotient space is homeomorphic 
with 3 or with J, with the vague topology. 

It can be proved, but we shall not do so here, that with the 
topology Gs, J, is everywhere dense in J; and that, similary, 
if & (respectively Ab) denotes the convex closed subcone of J 
consisting of the alternating (respectively monotone) functions 
of order ~, then (J,N&) =a (respectively (J,N Ab) = Ab). 


48.5. Study of the case where Eis compact. — For every k > 0, 
the set J(k) of all those fe J for which f(E) < k is obviously 
compact with the topology of simple convergence. Thus since 
for every f,ed, the set of those f for which f(E) < 2f,(E) is 
obviously a neighborhood of f,, J is locally compact with the 
topology of simple convergence. 

Now since the mapping H from 65 into 65 is continuous, the 
image H(3(k)) is compact; but, since for every fe à, f(E) = f(4), 


the set H(J(k)) is identical with the set of all those fe 5 for 
which f(1) <A; moreover, every f,(5£0) has as neighborhood 
in the topology 6s the set of all those f for which fAy< 2f, (4). 


Hence, J is locally compact. 


It follows that J, is locally compact in the vague topology. 
The same holds for the sub-cones a, (and .lb,) of 3, consisting 
of all positive alternating (monotone) capacities of order a, 
(Ab, ) on K(E). 

In J, &, and .Wb, the subsets consisting of all functions f(f3= 0) 
which take no values other than 0 and 1 are obviously compact 
(since f(E) = 1); the same is true for the canonical image of 
these sets into J,, a, and Jb, Now, if fei, and if f takes 
no values other than 0 or 1, the same holds for the regularized f,. 

Thus, since these functions are the same, within a constant 
factor, as the normalized extremal elements of J,, A, and «lb, 
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those sets e(J,), e(&,), e(lb,) are compact in the topology of 
vague convergence. 


48.6. Study of the case where E is locally compact. — The 
topology Gs on J is not locally compact in this case, but it is 
easily shown that J is complete under the uniform structure 
associated with the topology of simple convergence. The 
same is true for the closed sub-cones @ and «lb. 

Likewise, J,, &, and Ab, are complete under the uniform 
structure associated with the topology of vague convergence. 

It may be useful to remark that, for every f, ed, the set 
of all f< f, is compact under the topology of simple conver- 
gence. (The same holds for & and .lb). This would still be 
true if f, were replaced by an arbitrary non-negative function 
defined on A(E). 

The same is true on J, (also on &, and .tb,) with the vague 
topology. 

The following is another restriction which leads to compact 
sets. 

Let us set f(®)=sup f(¢) (g¢Q.) for every real-valued 

?2 


non-negative function ® which is continuous on E. Then the 
set of all f e J for which f(?) < k is compact in the topology 
of simple convergence, for every constant k > 0. (The same 


holds for & and Ab). 


The above proposition holds also on J, (and &,, -lb,) with the 
vague topology. 


48. 7. Extension of f(¢) to non-negative, upper semi-continuous 
functions which vanish on the complement of a compact set. — We 
have associated f(¢), defined on Q,, with every fea. 

Let us designate by SS. the set of all positive upper semi- 
continuous real-valued functions (x) defined on E which 
vanish outside of some compact set. 

Furthermore, for each 9,¢SS,, set 


f ($0) eee f(y) (eQ.). 


_ The notation f(9,) is consistent since, if 9, € Q ds the extended 
function f takes the same value as the function which was 
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originally defined on Q.. Thus, we have indeed obtained 
an extension of f. 

We shall henceforth assume that f is continuous on the 
right, that is, f ¢J,; in other words we shall assume that f is 
a positive capacity on A(E). Then we have f(¢) = f(¢) whene- 
ver © is the characteristic function of a compact set. 

More generally, it is easily verified that, for every ess, 


Fe) = fog f (Ea) 4A, 


where E, again denotes the compact set of all points x for 
which 9(x) =A. 

The lower integral of every positive function defined on E 
(relative to f) can then be defined by the classical procedure. 

In particular, this lower integral is defined for every positive 
lower semi-continuous function defined on E. The upper inte- 
gral of every positive function ¢ on E can then be defined as 
the infimum of the upper integrals of all lower semi-conti- 
nuous functions greater than 9 on E. 

Hence we have a concept of a capacitable function. It 
would not be very difficult to extend this concept to functions 
of arbitrary sign on E. 

In order to obtain significant theorems, it would be necessary 
to place certain restrictions on the function f, such as, for 
instance, that f be alternating of order 2. 


49. Integral representation of the non-negative capacities of 
order &, on Ji(E). — We make the initial assumption that E 
is a compact space. The cone &, of all positive capacities of 
order &, on X(E) is therefore locally compact in the vague 
topology, and the set of its normalized extremal elements is 
compact. Let us recall that these normalized extremal 
elements are the functions fr(X) defined by 


eae 0 for XNT=g, where T is an arbitrary 
£ for Xf) Pee compact subset of E. 


Let &, be the set of these elements fr(X) (6, ¢ @,). 
The vague topology on 6, (distinct from the topology 6, 
even on this subset of &,), which may be considered as a 
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topology on the set of all elements T of ‘K(E), is identical 
with the classical topology of K(E). 

For we have for every T e K(E), and each peQ,, 

frtg) = max (¢) on T. 
It follows immediately that for every filter on K(E) which 
converges to T, in the classical topology, fr(9) converges for 
every 9 to f7,(9). 

Conversely, assume that for some filter on K(E) the fr(¢) 
converge to fr(¢), and that (w,) is a finite covering of T, by 
open sets each of which meets T,. 

There exists 9,¢Q. with OX ¢,<1, such that ¢,=1 on 


[ (U(@)) and ¢,=0onT,. For every 1, there exists 9,;¢ Q ,» 
with O<9,;<1, such that 9;=0 on bas and max (9;) on 
as. 4 

Hence there exists a set belonging to the given filter such 
that every element T of this set is contained in U (w;) and meets 


each w,. Thus this filter converges to T, in the classical 
sense. 

Hence, in view of the general theorem (see 39. 4.) there 
exists for every fea, a non-negative Radon measure 1. on 


R(E) such that 

fle)= | fel¢)dy(T) for every 9 €Q.. 
This formula may be extended to every ¢,¢55,. For, sucha 
g, is the limit of a decreasing filtering set of functions ¢ € Os 


Hence, f(¢,) is the limit of the f(¢) with respect to this filte- 


ring set. On the other hand, fr(¢o) = (max (¢,) on T) is the limit 
of (max(g) on T) with respect to this filtering set. This 


function fr(%0) is upper semi-continuous on À(E), and its inte- 


gral { fr(¢.)dp(T) is indeed the limit of Sf fx(9) d(T). 
In particular, if for & we choose the characteristic function 
of a compact set X CE, then 


f(X) = f[ f(X) du(T) for every compact set XCE. 


In other words, /(X) is the u-measure of the set of all compact 
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sets T which meet X. Thus, the capacity f(X) may be obtained 
from the fundamental scheme (E, F, A, x), where E is the 
given space, F = À(E) with the classical topology, A is the 
set of all points (x, X) of (E X F) for which ze X, and yp. is 
the Radon measure on Ji(E) which we have introduced above. 


We had previously established that the set functions obtained 
from a Radon measure by means of a finite number of U-ho- 
momorphisms are capacities of order a,. We have now pro- 
ved the converse. 

More precisely, we can state the following theorem. 


49. 1. THEoREM. Suppose that is the smallest class of 
all real-valued functions f each of which ts defined on the set K(KE) 
of all compact subsets of some compact space E, such that the fol- 
lowing conditions are satisfied : 

(4) .% contains every non-negative Radon measure defined on 
any compact space E. 

(2) If E and F are two compact spaces, if Y = ¢(X) ts a 
U-homomorphism which ts continuous on the right from A(E) 
into R(F), and if f € D ts defined on K(F), then we have e(X) € & 
where e(X) is the function defined on K(X) by e(X) = f(o(X)). 

This class Jo is identical with the class of all positive capacities 
of order a, defined on the sets K(E) relative to any compact 
space E. 


49. 2. Probabilistic interpretation of this result. — We have 
already, in particular cases, interpreted the scheme (E, F, A, u) 
as a probabilistic scheme. 

More generally, let such a scheme be given, in which E and 
F are two abstract sets, & a simply additive positive measure 


defined on an algebra ® of subsets of F with u(F) — 1; and 


let us denote by & an additive class of subsets of E such that 
for each X e & the set Y = }(X) obtained from X by means of 
the construction of 26. 8, Chapter v, belongs to R. 

We know that the function f(X)=u(Y) is alternating of 
order æ on &. 


Now let us consider 4 as an elementary probability on the 


set F of events. Let us consider E as another set of events, 
and A as the set of all favorable encounters (x,y) with xe E and 


ti 


THEORY OF CAPACITIES aie 


yeF. Then f(X) is obviously the probability that such a 


favorable encounter occurs at least once on the subset XC E. 


Conversely, the preceding theorem shows that, if sufficient 
conditions of regularity are imposed on E, 6, f (compactness, 
continuity on the right), then every positive function of X 
which is alternating of order infinity expresses the probability 
that a favorable event occurs at least once on X. 

Actually, the regularity need not be of such strong form. 
And the fact that the set of all non-negative functions which 
are alternating of order infinity on an additive class of sets has, 
as extremal elements, functions whose values are 0 and 1, 
shows that one could certainly always interpret such a function 
as a probability; but it would undoubtedly be necessary in 
this case to generalize the notion of additive measure u 
on F. 

-Whenever one can prove that any function defined on the set 
R(E) of compact subsets of a compact space is a positive 
capacity of order &,, one is sure that it could be interpreted 
in terms of probabilities. 

In the most interesting cases (such as the theory of poten- 
tial), the space E is not in general compact, but only locally 
compact, and the function f is not bounded from above; hence 
it is not possible to give a direct probabilistic interpretation 
of f. 

However, the brief study of the case where E is locally 
compact which follows in section 49. 5. will show that the fun- 
damental scheme still exists in this case, and that it is therefore 
possible to give « locally » an interpretation of f in terms of 
probability theory. If in particular f is bounded on X(E), 
then it is sufficient to divide f by sup f in order to obtain the 
desired probabilistic interpretation. 


49,3. Exampre. — If E is a Greenian domain in the space 
R" and P a fixed point of D, we denote by /(X) the harmonic 
measure, for the domain (D — X), of the compact subset X 
of D with respect to the point P. (f(X) = 1 if Pe X). 

We know (26.12, Chapter v) that f(X) is a capacity of 
order a, on K(E), and that 0<f<1. Hence f must admit 
an interpretation in terms of probability. That interpretation 
is known (see Kac [1 and 2]); f(X) is the probability that a 

18 
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particle issuing from P and undergoing a Brownian motion 
will meet X at least once before it meets the boundary of D. 

The support of the measure w is in this case the set of all 
supports of Brownian trajectories issuing from P and contained 
in D. 

In this particular case f(X) can be extended to the set of all 
compact subsets of the boundary of D; its restriction to the 
set of these compact sets is then a Radon measure, which is 
identical with the ordinary harmonic measure. Obviously, the 
boundary can be topologized by various topologies which lead 
to diverse harmonic measures used in modern potential theory : 
ramified, geodesic, and Greenian measures (see Brelot and 
Choquet [1]). 

49.4. Exampre. — The Newtonian or Greenian capacity 
F(X) of a compact subset X of a domain E admits a less 
simple interpretation; this situation is due to the fact that 
f(X) is not bounded on A(E) (see Kae [2]). 


49. 5. Integral representation in the case where E is locally 
compact. — Suppose that the space E is locally compact, 
but not compact, and that E is the compact space obtained 
from E by adjoining the point ©. The locally compact 
topological space [K(E)— fw], where Sw{ is the element 
of ÂÀ(E) consisting of the simple point w, is isomorphic 
with the set 3(E) of all non-empty subsets of E with a 
suitable topology. When we shall talk of %(E), it will be 
understood that that topology has been placed on #(E). 


We have already shown that the extremal elements of the 
cone 4, of the capacities of order a, on K(E) are the func- 
tions fr(X), where T is a non-empty closed subset of E, with 

vx) 9 1 (TNX)=9 
ROUE Pr x ae. 


For every fea, and each compact set KC E, let us denote 


by fx the capacity defined on X(E) by fx(X) = f(XNK). 


There exists a measure ux defined on the compact subset 
KCK) of F(E) and corresponding to fx, such that 


fi(X) = f filX OK) dug (T) = f fa X)dux(T). 
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Using the facts that f.(X) < f(X) and that f(X) = lim fx(X) 
with respect to the set, filtering on the right, of all compacts 
K, one can show that the measures ux converge vaguely, 
with respect to this same filtering set, to a measure uv. on F(E) 
and that 


f(X) = fi X)du(T), forevery Xeñ(E). 


? 


We have again in this case, for every ¢eSS., 


f(2) =f f(g) dy. (T). 
The relation du < x holds if and only if fis bounded; in this 


case the preceding formula is valid for every upper semi- 
continuous non-negative 2 on E. 


50. Integral representation of the non-negative capacities of 
order .lb_ on X(E). Uniqueness of this representation. — The 
reasoning and the results in this case are closely analogous 
to those pertaining to the capacities of order &, ; when E is 
locally compact, the proof and results are even simpler than in 
the case of the capacities of order a,. 4 

Let us first suppose that E is compact. The extremal ele- 
ments of M, are the functions fr(X) (where T is a compact 
subset of E) defined by 

pee VA A hare. 
fx) =}{ NE ae 

For every f e.lb,, there exists a measure 4 Z0 on X(E) 
such that 


f(g) = fre) du(T) for every geSS.. 


In particular, if we take for © the characteristic function of 
a compact subset XC E, we see that f(X) is the u-measure 
of the set of all T for which Tc X. 

Hence the following geometrical interpretation: Ji(E) is a 
compact space, ordered by inclusion. For each Xe(E), 
the set of all TE X is a compact subset of À(E); we shall call 
this set the negative cone with vertex X in Ji(E). E 

For every fe «lb, there existsa measure » => 0 on X(E) such 
that we have, for every X e R(E). 


f(X) = the u-measure of the negative cone of vertex X. 
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We have thus in a particular case a new proof of a general 
theorem obtained by A. Revuz [3], which furnishes a simple 
integral representation of all «totally monotone » functions 
defined on a partially ordered set S (here S= X(E)), when cer- 
tain conditions of regularity are satisfied. 

The functions studied by A. Revuz are identical with the 
functions monotone of order æ (\7,= 0), defined on a semi- 
group consisting of an ordered set S on which the semi-group 
operation is the operation (ab) which is assumed to be 
always possible. 

The general theorem of section 47. 2. shows that the cone of 
these functions admits as its only extremal elements exponen- 
tials (which take no values other than 0 and 1, since the semi- 
group is idempotent), because there are no extremal elements 
in S (we have x = x = x for every x). 

Now the set of all points xin S where a given exponential d (x) 
takes the value 1 is invariant under the operation -, and it 1s 
hereditary on the left; conversely, one may associate with each 
subset of S having these properties an exponential whose value 
is À on that subset and 0 elsewhere. 

It can thus be foreseen that, if every negative cone of 5 is 
compact, then it is possible to associate with each exponential 
a point P(Y) of S such that U(x) equals 1 or 0 according as 
2=>P() or not. 

It follows that in cases of sufficient regularity there exists 
a representation of totally monotone functions f on S by means 
of measures u. => 0 defined on S and such that: 


f(x) = the u-measure of the negative cone with vertex x. 


The very subtle analysis undertaken by A. Revuz enables 

him to show the uniqueness of that measure u in general cases. 
In particular, this measure is unique when S is the ordered 

set À(E) associated with the compact space E, in other words, 

if we are dealing with capacities of order Ab, on K(E). 
‘This uniqueness makes it possible to extend these results imme- 

diately to the case where E is an arbitrary Hausdorff space. 
More precisely, we have the following theorem. 


50, 4. THEOREM. — If E is an arbitrary Hausdorff space, 
and f a non-negative capacity of order Ab, on K(E), then there 
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exists one, and only one, generalized, non-negative Radon 
measure u. (see 26. 6, Chapter v) defined on K(E) with the classical 
topology such that, for every compact set X C E, f(X) is the u-mea- 
sure of the compact negative cone of vertex X in K(E). | 


To prove this extension, it is sufficient to observe that, for 
every compact set XC E, the restriction of f to K(X) is asso- 
ciated with a Radon measure whose support is #(X), and that, 
if X,c X,, then the measures thus associated with X, and X, are 
compatible on A(X,) because of the uniqueness of these 
measures. 


50. 2. Probabilistic interpretation of the elements f of .tb,. — 
We have already remarked that the probability f that a favo- 
rable event occurs at least once on a set XCE is a function 
of X which is alternating of order «; thus, the function 


g(X)=1 soil [ (X)), which expresses the probability that 
this favorable event occurs never on the complement of X, 
is a function which is monotone of order 2. 

Conversely, the above result shows that, under the condi- 
tions of regularity which we have indicated, and if, moreover, 
E is compact and f(E) = 1, then each function f(X) which is 
monotone of order x expresses the probability that some favo- 
rable event never occurs on the complement of X. 


51. Uniqueness of the representation of a non-negative capacity 
of order à. on À(E). — Suppose that E is compact, and that 
f is a non-negative capacity of order a, on X(E), and let & be 
one of the Radon measures on K(E) associated with f. 

Let f, of order .lb,, be the conjugate capacity of f (see 15. 6. 
Chapter 11). , 

If we set g = f(E) + f, then the capacity g is non-negative 
and of order .Wb,; hence, a uniquely determined Radon 
measure y > 0 on K(E) is associated with g. 

Now for every compact set XC E we have 


f(X) = the p-measure of the set of all T such that XNT+#0; 
hence: g(X) = f(E) + f(X) = f(E) — #(E — X) 


is the u-measure of the set of all T which do not meet (E — X) 
‘and which are therefore contained in X. 
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Since v is unique, we have u =, hence the following 
theorem. 


51. 1. Turorem. — For every non-negative capacity f of 
ordera, on K(E), where E is compact, the measure 4 on ÂÀ(E) 
associated with f is unique; furthermore, if v denotes the measure 
on À(E) associated with the non-negative capacity g of order Ab, 


defined by g = f(E) + f, then we have p =v. 


We remark, without giving the proof, that this result can 
be extended to the case where E is locally compact, in the 
following form: 

(1) w is unique; 

_ (2) wv whenever g=(f(E)+f) tis defined, that is, 
whenever f is bounded. 

When fis not bounded it is still possible to define a function 
g associated with f by using the following definition : 


g(X) = the u-measure of the set of all TC X. 


It can be shown that g(X) is the limit, as K tends to D, of the 
functions 


gx(X) = FR) + À (D) = FX) —f(K— X). 


For example, suppose that f is the Greenian capacity relative 
to a domain D; it can be easily shown that, for every X, we 
have 


[f(K) — f(K — X)|+0 as K+D. 


It follows that g(X) = 0; this fact implies that the measure wu. 
on #(E) has as its support the set of those closed subsets of D 
which are not compact. 


52. Functional study of the elements of & and Ab. — We have 
defined, for every f e J and for every ge Q_., 


(9) = ff (En) aa. 


As we know, it follows that f is positive, increasing, and 
positively homogeneous. 

We now seek to establish aye can be said about f when 
certain restrictive hypotheses are placed on f, such as, for 
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instance, that f be sub-additive, or that f belong to & 
f belong to Ab. 

Let (E X R) be the product of E and the real axis; and for 
every geQ, define [9] as the set of all points (x, y) in 
(E x R) such that y<o(x). Furthermore, let (A) be the set of 
all points (x, y) in (E X R) such that y=. We have, 
obviously, 


or that 


co ? 


E; = pre((¢] (A). 


Now the following two relations are true: 


LPs ha 2] RE [ou] U [3], I? à $e] + LA a [ge], 
where and ~ denote the operations sup and inf on the ©. 


These formulas make it possible to transform every relation 
satisfied by f, which involves no operations other than inter- 
section and union, into a relation satisfied by f(E;) and involving 
the operations ~ and — on the ¢. 

If these relations are linear, then it is possible to integrate 
and to obtain relations satisfied by f. If, in particular, f is 
sub-additive, then 


= = Lo) 


fa p)< flo) + fe). 


If fea,, then f is alternating of order æ on Q, (relative to 
the operation ~ on Q,). 
If fe Ab,, then f is monotone of order æ on Q, (relative to 
the operation — on Q.. 
But it is not true that every functional on Q, which is non- 
negative and increasing, and which satisfies one of the three 
preceding conditions is identical with the f associated with 
an fe J, where f is respectively sub-additive, of order &.,, or lb, 
This will be shown by examples, in which we shall choose 


E such that Es, 


52. 1. Study of an example. — Let the points of E be a, 
and x. Every function $9eQ, is defined by its values 
y= (x) (t= 4, 2).. Thus Q. is isomorphic to the ordered 
cone R® of all couples (y,, y.) Every fei such that f(g) = 0 
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is characterized by the three values f(x), f(x), and f(x;, 2). 
To say that fed is the same as saying 


f&)Z0, f(x.) 20, 
f(a, 2) sup (f(x), f(x). 


To say that fea is the same as saying 


f(%,) = 9, f(%.) 29, 
sup (f(x), f(x:)) Sf (%.°x2) )<f(x,) + f(z. 
To say that fe-lb is the same as saying 


f(x.) 9, f(x.) = 0, 
(a) +f (a2) S f(t, 22). 


In each of these three cases, the function f(¢) = f(y, Y2) isa 
linear function in each of the regions y, y, y,<y;; it 18 
defined by its values on the lines y, = 0, y, — 0, y, = y, and 
so it depends upon three parameters. 

Each function which is not of this type cannot belong to 3. 
The following are three such functions on R® which are more- 
over increasing and positively homogeneous and respectively 
alternating of order o for the operation ~ and monotone of 
order « for the operation -: 


_T+y+y. xy ue 
o= ag or == (27 ‘ 
x + y hey g = (xy) 


53. Definition and properties of the classes I, A, M. — Let E 
belocally compact. We denote by I the cone of the functions f(¢) 
defined on the lattice cone Q, which are (a) positive, 
(b) increasing, and (c) positively homogeneous. 

We denote by A (respectively M) the subcone of I made up 
of the functions on Q, which are alternating of order x for 
the operation ~ (monotone of order oo for ' the operation =). 


We know already that 3c I; ac A; tbc M. When E is 
compact, these cones 1, A, M, are locally compact under the 
topology of simple convergence. 

We can easily extend the definition of each f belonging to 
one of these classes to the lattice cone SS., with preservation 
of the functional properties of f. 

We shall now state without proof several results about the 
structure of these cones. 
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53. 1. Extremal elements of A. — The extremal elements of 


A are the functions f = 0, positively homogeneous on Q., and 
such that 


Ag) = F092) > ei $2) = £91) = (pu). 
An equivalent condition to this is the following : 


f(9:~ $2) = sup (f(¢,), f(¢2)). 


It is immediate that each such function belongs to A, and 
that it is an extremal element of this cone. The converse is a 
httle more difficult. 

These extremal elements can still be characterized in an- 
other way. Let (x;);r be an arbitrary family of points of E, and 
let (A;)er be some constants >0. The function/;(¢) = sup Aip(x), 

i€l 


which is assumed < + > for each ©, is an extremal element; 
and conversely each extremal element is of this form. 
This last formula can also be written as 


fo(?) = max (o(x).D(x)), 


where ®(zx) is any function > 0 and upper semi-continuous on 
E. There is a one-to-one correspondence between the extremal 
elements of A and the functions ® to which they are associated. 


For example, if @==1, f(x) is the ordinary norm on Q,. 


When E is compact, it is immediate that each f e A admits 
an integral representation such that 


f(z) = | fo(g)dp(®) foreach pess., 


where v. is a measure on the compact set of all ® normalized by 
the condition 


fab) dia af Jor max (@(x)) = 1. 


The topology on the set of these ® is by definition the 
topology of simple convergence on the corresponding fo. 
This topology can be interpreted as follows : each Ÿ is repre- 
sented in E X R by the compact set [®] of points (x, y) 
where 0<y<®(x). The set of these [D] is a compact subset 
of the space R(E x R) of subcompacts of E x R. The topo- 
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logy thus induced on the set of normalized @ is identical 
with the preceding topology. 
The measure u associated to each f e A is unique. 


Example of elements of A: 


ya \for each « > 1 and 


f(9) = Lie dy | /each measure y 0 on E. 


53. 2. Extremal elements of M. — We obtain a characteri- 
zation of the extremal elements of M analogous with the 
preceding by changing the operation ~ to — and sup to inf. 

We can write them in the form 


fulp) = int p(x). 


(We will have f+ 0 only if the (ti) are taken on a compact 
set.) | 

Or else, by designating by Ÿ an element of SS, (hence zero 
outside of a compact), 
fy(g) = max. of numbers k = 0 such that kŸ (x) < 9(x) for each 
æeË, which amounts to saying that 


ae ig A) 
fy(g)= mir es 


with the convention 


es = + co when (x) ='0. 


There is a one-to-one correspondence between the |< SS_ 
and the extreme elements of M. 


For example, if E is compact and if Y= 1, we obtain 
fy = minimum of + on E. 
Example of an element of M. 


f(e)=| ferav]™ 


for each «= 1/p with p a positive integer, and for each 


v=0 on E. 
The normalized set (by max 4 — 1) of YeSS, is locally 
compact by the topology of simple convergence on the corres- 
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ponding f. For each fe M there exists on this set one and 
only one measure uv such that 


f(¢) = | fy(¢) du (p) for each veSS.. 
In other words 
f(g) = J dy’, 

where wv’ is the product of v. with the function of L: min ee 
which is ~ 0 only when ¥ has its support contained in the 
support of ¢. 

Let us remark that, since f(g) is a function > 0, monotone 
of order co and continuous on the right on the lattice SS,, 
there exists, according to the theorem of A. Revuz mentioned 


previously, one measure y—0 and only one on the locally 
compact space 5S. such that 


f(g) = v-measure of the set of ¢’< #. 
_ The measure uw is obtained from » by the following relation : 
u(A) = ¥(B) 


where A is an arbitrary compact subset of the set of normalized 


Ÿ and B is the set of J’eSS. of the form 
vy = 04 where PRES and Je A. 


Conversely, y is also determined as soon as 4 is known. 


53.3. Extremal elements of AMM. — The elements f of 
AnM are characterized by the following relations : 

(a) f20; 

(B) fg) = (8) for ADO; 

(c) Fu $2) + Fle > G2) = fe) + fe). | 

The extremal elements of the cone Af) M are, up to a constant 


factor, the f,(¢) = ¢(a), where ae E. 
For each fe AMM there exists a unique measure pu = 0 on E 


such that 
)= ffa() du (a) = f (a) dp. 


In other aint the cone AMM is identical with the cone 
of Radon measures on E. 
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53. 4. Study of the cone I. — We want to show that the 
elements of I are closely related to the elements of A and M and 
more precisely with extreme elements of these cones. 


53. 5. Turorem. — (a) The superior envelope (supposed 
finite) and the inferior envelope of any family of functions f(¢) 
belonging to | also belongs to I. 

(b) Any element of I is the superior (inferior) envelope of 
a family of extremal elements of M (respectively A). 


Proof. (a) The first part of the theorem is immediate since 
homogeneity and monotony are preserved by the operations 
sup and inf. 


(b) Now let fe I; for each 9, e Q, where ¢,=£0, the function 


3) = min (Pet) 
= min ({ +2 
fe?) - (x) ? 
with the convention of section 53. 2. is an extremal element of 
M; the same is true of 


8 = (polar). 
Now, fo) = f(?0)f»,(~) for each g. In fact, if we set 


à = fale) = min (E) 
Do 
we have 9 = Ag, and hence f(2) = Af(9,),which is exactly the 
required relation. 

Hence, not only is f(¢) the superior envelope of a family 
of extremal elements of M, but for each 9, there is one of these 


elements, namely f(9,)f.,(2), which is equal to f(¢) for 9 = q. 
(c) For each e >Q and for each 9,€Q, (with 9,=£0), 


let e(x) be a continuous positive function on E such that 
e(x) <e and let 9, = sup (,, €(2)). 
Let us show that 


fle) S max (€ pie, 
where 


f(¢2) = sup f(9’) for all Lo. 


late à sé 
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À = Max ea) 
Pe, 


we have gry and so f(g) <Af(¢.) which is exactly the 
required equality. 
Now if € is small enough, 


max ()= 4; 


In fact, if 


hence, 


which is an extremal element of A, takes the value f(g.) for 
Pat Pe- 

Hence, if for each 9, and each € we can choose e(x) such 
that (f(9.)—f(¢,)) is arbitrarily small — a restriction that we 
have not indicated in the wording of the theorem in order not to 
complicate it — we have proved the last part of the theorem. 

This restriction, in the case where E is compact, concerns 
only functions ¢ which can take zero values on E; it is equi- 
valent in a way to the continuity on the right off. Note here 
that when E is compact, or more generally when E is the denu- 
merable union of compacts, this restrictive condition is satis- 
fied for each f e I which is sub-additive (for the operation ~), 
for example for each fe A. 


53. 6. Extremal elements of I. — When E is finite, we can 
give a complete characterization of the extremal elements of I. 
The study of an f, f =f (ys, y:,... Yn), Of I amounts indeed to 
the study of its trace on the simplex o defined by y,= 0 and 
Yy;= 1. This trace is locally Lipschitzian on the interior of 
the simplex; in order that this be the trace of an extremal /, it 
is necessary and sufficient that almost everywhere the graph of 
this trace has a tangent hyperplane which passes through 
any one of the n faces of the simplex. ; 

For example, and this is valid for any space E, each f which 
is the superior or inferior envelope of a finite family of ele- 
ments of A or M is an extremal element of I. From this it 


286 GUSTAVE CHOQUET 


follows that the set of extremal elements of I is everywhere 
dense on I. 


53. 7. Primitive elements of I and the operations sup, inf, 
and [. — Let us call each multiple Af, (where À > 0) of 
the function f,(9)=o(a) a primitive element of I. 

The preceding shows that we can generate A, M, AMM, 
and I by starting from the primitive elements and applying the 
following operations: superior envelope and inferior enve- 
lope of a family of functions f, and the operation Sf Ault), 
where u. is a non-negative measure on a set of elements of I. 

More precisely, let # be the class of primitive elements 
(which are indeed the extremal elements of Af) M). 


The class À of elements obtained from £ by the operation 
sup is made up of the extremal elements of A. 


The class 43,7, is made up of the extremal elements of M. 


The class te is identical with AMM. 


The classes Sup, int ANA Ling sup are identical to I. 


The classes an and Haas ge identical respectively to A 
and M. 

One could show that the class PT mp (2 int is identical to 
the class of positive, increasing, positively homogeneous and 
V-sub-additive (V-super-additive) (‘) functions defined on Q.. 
It would be interesting to characterize also these classes in 
terms of the operations ~ and -. 


For example, we can see easily that if fe & 


have S 
2 (ai $a ps) SAG > 2) + fais ps) + f(os— 9) 


as well as other inequalities of the same type. 


mp We always 


Let us add that we cannot form, with our three operations, 
classes other than those which we have pointed out above, 


(‘) For the definition, see section 54. 
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53.8. Remark. — We obtain an analogous classification 
of the positive and increasing set functions by using the ope- 
rations sup, inf, and {a 

For example, if we consider the functions f(X) defined on 
the set 2° of all subsets of a set E, the primitive functions are 
the functions f,(X), where wu is an ultra-filter on E, with 


f(X __(1 if Xeultra-filter u, 


) = ‘ 
) 0 otherwise. 


Our three operations lead to the classes ANA, a, Ab, 5 
and to other classes which we have not studied. 

Various problems related to these operations could be consi- 
dered. For example, if we apply the operation sup or inf to 
a family of positive capacities on the set ji(E) (where E is 
compact), for which the K-borelian sets are capacitable, to 
what extent is it the same for the function thus obtained? 


b) 


54. Relation between the alternating functions of order 2 and 
the pseudo-norms. — Let us first prove a lemma relative to 
the V-sub-additive or V-super-additive functions on a cone. 

Let € be a lattice cone, that is, a convex cone such that 
its natural order structure is a lattice structure. 

A real function f on € is called V-sub-additive (V-super- 
additive) if 

(a) f(Ax) = Af(a) foreach A=); 

a 
a 


(b) É( 


54.1. Turorem. — If the function f on € is positively 
homogeneous and if it satisfies 

(1) flaw b) +f(a-b)<f{a) + f(b) 
or 

(2) f(a=b) +f(a-b)Zf(a) + f(b), 


then f is respectively V-sub-additive or V-super-additive. 


Proof. The proof is based on the proof of the special case 
where € is finite dimensional (hence isomorphic to R"), and 
where f possesses continuous second derivatives for" 20; 


[set Jia Tuer) 
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t,+h,)}, where h;=0, 


we have 
a b = { (a; + hit, 
anes {(x;)}. 


When h; — 0, condition (1) implies that 
Hilde ne 
Fara 0) for LE Se à 


and, more generally, 
fasse 0 for ney 
Now since f is homogeneous of order 1, we have 


à Lif oe, 0, for each. 
] 


hence, 


Therefore the terms F of second degree in the development of f 
in the neighborhood of the point x satisfy 


= ef. (| 0] 20. 


It follows that fis locally convex on € and hence also globally, 
and this is known to be equivalent to saying that f is V-sub- 
additive. For the V-super-additivity, it is sufficient to change 
f into — f. 

Let us notice that the converse of that theorem is false. 
For example, in € = R°, the function 


p20 +y) 
e+y+sZ 


is V-super-additive (and it is increasing also), but it does not 
satisfy the inequality (2). The function 


D ET ET 
is V-sub-additive and increasing, but it does not satisfy the 
inequality (1). 
In order to verify this, it is sufficient to take a — (0, 1,1) 
and’ b's=9( 100,14), 
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54.2. Apprication. — Let E be a locally compact space, f 
an element of J,, and f the function on Q. which is associated 
to it. Recall that fis said to be a pseudo-norm on Q,, if we have 


(1) f(@: + 2) S#(e) + Fg). 


THEOREM. — In order that f be a pseudo-norm on Q., it is 


necessary and sufficient that f be an alternating capacity of 
order &.. 


Proof. Since f is increasing, it is equivalent to say that f 
is alternating of order &, or to say that we have 


FX UX) + f(XNX.) S F(X) + F(X 


Now this relation is equivalent to 


| Fi 2) + FG. > $2) SFG) + (en). 

According to the preceding theorem this relation implies that f 
is a pseudo-norm. Conversely, let us assume that fis a pseudo- 
norm. It is immediate that the relation (1) above can be 
extended to the functions seSS.. Therefore, if +, and +, are 


the characteristic functions of the compacts X, and X,, we 
have 


les + %) Le) + Fes) = FX) + FR 
Now (9,+ 9.) =2 on (X,MX,), is =1 on X,UX,, and = 0 
elsewhere. Hence by using the definition of section 48. 1.: 


Plo. + $2) =f(X,UX,) + f(X,1X,). 


The desired relation follows immediately. id 
In the same way, we could prove that in order for a positive 
capacity f to be monotone of order Ab,, it is necessary and suffi- 


cient that the associated function f satisfy the relation 


fle. + 92) Z fe) +£(¢.)- 


An immediate application of this theorem is the following : 
If a capacity f is only sub-additive, its extension f is not 
necessarily a pseudo-norm. | 


19 
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EXISTENCE THEOREM FOR n-CAPACITIES (') 
by M. BRELOT. 


1. For the study of inequalities in his theory of capa- 
cities [1], Choquet needed the existence of n disjoint compact 
sets of capacity 1, whose union is of capacity arbitrarily close 
to n; the capacities are in this case defined with respect to a 
fixed domain and its Green’s function. While the existence 
proof is easy in the case of the whole R° space (z >3), or in the 
ease of a Euclidean domain whose boundary is « sufficiently 
regular » (in a sense to be defined), this is not so in the general 
case, which is treated here on Choquet’s request. We will 
generalize somewhat on the conjectured theorem and deal 
with an arbitrary Green space 6,, (that is, a space of type (*) & 
which has a Green’s function, including in particular, the 
hyperbolic Riemann surfaces). Reference is made mainly to 
the paper [2] dealing with these spaces. : 

2. Consider a set E; let us denote its boundary by E, 
and its closure by E. Also, we introduce an Alexandroff 
point .b of 6, by means of which a compact space & is 
obtained. We shall use normaly the topology of &, and 
occasionally some notions in &, such as the boundary E’, 
and the closure E’ of a set E. Certain obvious properties of 
the Dirichlet problem in open subsets Q of &, with the topology 
of &, will be utilized. 


(1) This research was supported by the United States Air Force through the office 
of Scientific Research of the Air Research and Development Command. 

(2) We recall [2] that to every point P of the Hausdorff space & there correspond 
an open neighborhood Ÿ, and a homeomorphism from Up, onto an open set of R* 
(which is the Euclidean space compactified by a point at infinity) with a conformal 
(x = 2) or isometric (+ > 2) structure. ? 
d 19* 
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We recall that if H¥ is the solution corresponding to a 


function f given on he boundary 0, then the restriction of 
H® to an open subset w is equal to the necessarily existing 
saluted H» with respect to the function ¢ defined as follows : 


PT on bo 
: (He on on) 


We derive from criterion B, No. 15, of [2] the 


Lemma 1. — Suppose that K is a compact subset of &,. 
Then the inward flux into any regular (*) open set containing 
K is non-negative for every solution u = He-*, where 7 
- vanishes on .b and is non-negative on K. 

We recall that the equilibrium potential of K in 6, is equal, 
outside of K, to the solution U = HŸ°-$, where f vanishes at -b 
and is equal to 1 on K; the at SiLioH of this function U, 
defined by assigning to of the value 1 on K, is a quasi-super- 
harmonic function, equal, except at points at which K is thin, 
to a G-potential (Green-potential) of masses v. > o situated 
on K, and whose total is the capacity of K. Except for a 
numerical factor, this capacity is therefore also equal to the 
flux of U passing into any regular open set containing K. 

Let us now recall Lemma 9 of No. 22, article [2]. 


Lemma 2. — Suppose that K, is a compact subset, varying 
in a fixed domain Di of €, (where D} is defined by Gp > À). 
If the equilibrium potential of K, tends to zero at P, then the 
capacity tends to zero. 

From this the following fundamental lemma is obtained: 


Lemma 3. — In 6, consider an increasing sequence Q, of 
domains tending to &, as limit, such that each Q, is relatively 
compact in 6, (that is, such that the closure Q, of each Q, in &, 


is compact). We note that the set Di, where Gp >A, is not 
necessarily compact. 


It follows from the hypothesis that the capacity of the 


compact set «, = Din 6, tends to zero, and the capacity of 
the compact set K, = = D} n Q, tends to 1/A. | 


(*) Cf. [2] for precise definition. 


EXISTENCE THEOREM FOR 7-CAPACITIES 299 


We remark that in (6,—K,) the function 1/A. G$ is the 
solution of the Dirichlet problem for boundary values vanishing 


oe 
at .b, equal to 1 on (Dp n Q,) and less on«, than a constant h > 0 
independent of n (for n sufficiently large). Hence: 


eq. pot. of K, < 1/4 Gp < eq. pot. of K, + h. (eq. pot. of «,) 


Analogous inequalities hold, in the same order, for the respec- 
tive quantities of flux entering an open set containing K,, by 
virtue of lemma 1. Thus: 


cap. K,<1/A<cap. K, +h. cap. «, 


We shall show that the capacity of «, tends to zero; in view 
of lemma 2, it will be sufficient to show that the equilibrium 
potential V, of «, tends to zero at each fixed point. 

Now, set 8, = Din CQ, (this set contains «,) and denote by w, 
the connected component of CB, which contains P. V, is 
dominated by the solution », of the Dirichlet problem for w, 
respective to boundary values which vanish at .b, and are equal 
to 1 elsewhere. Now, we may prove easily, for instance, by 
application of theorem 6'-13 (No. 16 of [2]), that the quantity 
(G&°— G®=) is equal to the solution of the Dirichlet problem 
in w,, respective to boundary values vanishing at .b and equal 
to G® elsewhere; thus, this quantity dominates Aw,. The 
proof is completed by observing that G}» tends to Ge. 

3. The simplest method of establishing the proposed 
theorem seems to involve the following result obtained 


independently by N. Aronszajn and K. T. Smith. 


Lemma 4. — If K, is any compact set (not containing any 
point at infinity of6, when 7 > 3) (*), and if À is a non-negative 
number not exceeding the capacity y, of K,, then there 
exists a compact subset of K, whose capacity equals À (’). 

By means of sufficiently small neighborhoods of each point 


(+) A point at infinity of & (+ > 3) forms a set of strictly positive capacity; 
this necessitates the elimination of such points. 

(5) Choquet has pointed out that the following proof can be extended to any 
numerical function f(K) >> 0 (of a compact set K) which is continuous on the 
right, subadditive and such that f(K) =0 for any finite K. 

Choquet has proved also that if K is any compact set of greenian capa- 
‘city À > 0, for every » such that 0 <u <A, there exists a family with the power 
of continuum, of compact subsets whose capacity is equal to p. 
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of K,, this set may be covered with a finite number of compact 
sets «,, each of capacity less than <, where € is an arbitrarily 
preassigned positive number. We may then form a finite 
sequence of some intersections (K,n«,), taken in arbitrary 
order, whose union possesses a capacity just exceeding y. 
This union is a compact set whose capacity lies between A and 
(A +e). From this compact set we can then obtain in the 
same manner another one contained in it, whose capacity lies 
between A and (A + </2), and so on. We thus form a decrea- 
sing sequence of compact sets K, whose intersection is indeed 
a set of capacity y. This follows from the « continuity on the 
right » of the capacity, which may be proved, for instance, 
by using the well-known « continuity from inside » of the solu- 
tion of the Dirichlet problem. 

Instead of Lemma 4, we may also use the following lemma 
which permits the choice of a simple form for the compact 
sets of the proposed theorem. 


Lemma 5. — (°) Every open set w, of capacity y, > 0 (least 
upper bound of the capacities of all compact subsets of «,) 
eontains a compact set of pre-assigned capacity A (0 << A <y,) 
such that this compact set is « simple», i. e., is the union of 
finitely many disjoint compact sets which may be assumed 
« elementary » in the following sense: each of them is contained 
in a neighborhood Ÿ, and its image in Vp is a closed sphere 
or disc in the case of isometric structure; in the case of 
conformal structure, it is a domain whose boundary is a Jordan 
analytic curve. 

Let us consider first for the case of a 2-dimensional space 
(Tr = 2) a very regular (') open set w, and an open set o,, 
relatively compact (*) in &, such that @, ¢ w,, &, ¢ w, and that 
the capacity y, of @, exceeds A. By covering the boundary à, 
with a finite number of neighborhoods % which are dealt 
with in succession, we forma simple set E which does not meet 
&,, and which cover &, except for a set e of length less than a 
prescribed number [(’). 

(5) In this lemma the points at infinity cause no difficulty. By eliminating 
them, the capacity of the open set under consideration is not changed. 

(') For exact definition see [2] No. 6. 

(8) i.e., whose closure in &, is compact. 


(*) In the case of conformal structure, this length is defined in a pre-assigned 
metric, the definition of which is given in [2] No. 5. | 
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Now the equilibrium potential of E is a majorant for the 
solution of the Dirichlet problem in 6—a, for values vanishing 
on -b and e, and equal to 1 elsewhere. On w,, this solution is, 
for l sufficiently small, arbitrarily close to the equilibrium 
potential V of &,, by virtue of the nature of the harmonic 
measure in 6—&,. Thus, the elementary compact sets of E 
can be chosen in such a way that on &, the equilibrium potential 
of their union exceeds OV, where 0 < 1 is arbitrarily close to 1. 
Hence by virtue of Lemma 1, E may be chosen in such a way, 
that its capacity is greater than y,— ¢, with <> 0 arbitrarily 
prescribed. 

Thus, a simple set E whose capacity exceeds À can be 
obtained. 

Let us consider the elementary compact sets of such an E 
in any fixed order; we terminate the sequence as soon as the 
total capacity obtained is not less than A. 

Let us examine the non-trivial case when the total capacity 
of our partial sequence Ÿ actually exceeds it. Denoting the 
last set of © by S,, we consider S, on its local image. If the 
image is not a circle, then we consider a variable compact set 
S contained in S,, such that, under the conformal mapping 
of S, on an circle, S corresponds to a circle of radius ¢, concentric 
with the one on which S, is mapped. It is easy to sce that the 
capacity of the union of N—S, and the variable compact set 
is a continuous function of ». The continuity on the right 
(S considered decreasing) is obvious (in view of the continuity 
on the right of the capacity, or of the continuity from inside 
of the solution of the Dirichlet problem). As regards continuity 
on the left, (S considered increasing to S,, S¢5S,) we observe 
that the global equilibrium potential, which is majorated by 
the equilibrium potential of %, is an increasing superharmonic 
function whose limit is À in the interior of S,, and hence on 
its boundary (as well as on the remaining elementary compact 
sets). It follows that this limit is a majorant for the equilibrium 
potential of Ÿ, and hence is equal to it. It is obvious that the 
respective capacities converge correspondingly. The conti- 
nuous dependence on ¢ makes it possible to choose the variable 
compact set in such a way that the global capacity is exactly À. 

In the case of a t-dimensional space (+ > 3), the choice of 


the elementary compact sets which almost cover &, is more 


— 
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difficult. However, we can take for w, a union of spherical 
domains, eliminate a sufficiently small neighborhood of the 
intersection of their surfaces, and cover almost all the remainder 
of &, by means of small spheres orthogonal to the preceding 
ones. The rest of the argument is as before. 


EXISTENCE THEOREM. — Given a positive integer N, and 
«> 0, then there exist in 6, N mutually disjoint compact sets, 
each of capacity 1, such that the capacity of their union differs 
from N by less than ¢, and these compact sets may even be chosen 
to be simple. 

Let us consider an increasing sequence of domains (2, 
tending to 6,, and assumed relatively compact in &,. 

Recall the notations : Df denotes the domain in which Gp > À; 
Y; denotes its boundary, on which Gp = À; D denotes the union 
of these two sets, that is, the closure of Di. We choose a 
first value of A, say, À. We note first that the capacity 
of Din Q, or of its boundary (X#'nQ,) u (Q% n D}') tends to 
JA, as that of (Qn D}') tends to zero. Hence the capacity 
of Y3nQ, exceeds 1 for n sufficiently large. 

n (nQ,) we may choose in accordance with Lemma 4 a 
EAP ast ne a, of capacity 1, provided that A, has been chosen 
so that 2}' does not contain a point at infinity. 

We AN an (), containing «,; the ratio of the values of 
a variable positive harmonic function in Q, taken at P and at 
an arbitrary point of «, is always between two positive numbers 
r, and 4/r,(r, < 1). 

Observe now that (1/A,.Gp) is a majorant for the equilibrium 
potential of «,. 

We then choose À, small enough to satisfy : 

A) Ay Eh, Ay < €or (€ arbitrarily chosen > 0) 

b) Dé contains Q, 

c) XF does not contain a point at infinity. 

Consider n sufficiently large so that (2}: n Q n) 18 of capacity > 1; 
in this set we fix a compact set «, of capacity 1. On this Set; 
the equilibrium potential of «, will be less than &,; and its 
own equilibrium potential will be equal to À, at P, hence 


will be majorated by = ds hs €, On &. 


In like manner À, ee be found, such that on X} a compact 
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set «, of capacity 1 can be chosen, whose equilibrium potential 
is less than €, on &, and ©,, while the equilibrium potentials 
of &, and a, are less than €, on «.. 

Thus we successively form N compact sets of capacity 1, 
such that each of them has equilibrium potential less than &, 
on each of the other sets. Therefore, the sum of the equili- 
brium potentials is on each of them quasi-everywhere between 
4 and (1+ (N—1)e,). The value of this sum lies therefore 
between the equilibrium potential of the union and the quantity 
obtained by multiplying this potential with (1 + (N — 1)e,). 
It follows from Lemma 1 that the capacity of the union differs 
from N by less than N(N — 1)e,. 

To prove the existence of simple compacts the above reaso- 
ning must be slightly modified. Instead of choosing a compact 
set a, on 2 we shall consider the open set on which À << Gp <A, 
and its intersection with one of the Q,, choosing À; and À, 
elose to A, < 1, and n sufficiently large; in the open set thus 
obtained we choose a compact set in accordance with Lemma 


5, etc. 


Extensions. — 1). The reasoning can easily be modified 
to extend the results somewhat : Jt is possible to form a sequence 
of compacts K, (even simple compact sets) each of capacity 1, 
with the following property: given «>, there exists an index n, 
such that the union of any number N of compact sets of the 
sequence with indices >n, is a compact set of capacity lying 
between N and (N—Né), or even, according to an improvement 
of N. Aronszajn, between N and N—e. 

We can choose the À; and compact sets K; of capacity 1 
on x: or between two surfaces Xi and YA (with À; and A; close 
to A,), in such a way that, on each K,, the equilibrium potentials 
of all the other K; have a sum smaller than the term ¢, of an 
arbitrarily given sequence of positive numbers with finite sum. 

In order to obtain the result of Aronszajn, we must use his 
more subtle argument, as follows: Let » be the capacitary 
distributions of the systems S of N compact sets Jor Kot eet 
and u.,, the capacitary distributions of the compact K,,. 

If UY denotes the Green’s potential of y, we may write 


[UPS du, = [Urdu = f EU du. 
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The first integral is obviously equal to N; the last one is not 
> N 


greater than | du + > | ¢,,du.. The first term is equal to N. 
5 t= Kh; 


Le S 
Now, on K,, the total amount of u is not greater than the 


capacity of K,,, 1. e. 1. (Compare, for instance, the equili- 
brium potential of S and of K,, in the neighborhood of K,,,; 
N 


> 


one may use Lemma 1 or a similar one.) Y | ¢,,du is the- 
. ; 


refore not greater than Ye, < Ÿ €, which is arbitrarily 
i=1 p=nj 
small when n; is large enough. 

2) An obvious modification of the reasoning extends the 
results to compact sets K; of capacity not equal to 1 but to 
an arbitrary number 0 > 0. 

3) We may also consider capacities which are not necessa- 
rily equal, and we may form, for instance, N disjoint simple 
compact sets having given positive capacities, and such that 
their union is of capacity arbitrarily close to the sum of the 
capacities. 


= 1 Kp; 
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LES ESPACES DU TYPE DE BEPPO LEVI 
par J. DENY et J. L. LIONS. 


On sait que Beppo Levi a introduit une classe de fonctions 
qui jouent un rôle important dans la théorie du probleme 
de Dirichlet (') : les fonctions définies dans un ouvert Q de R”, 
qui sont absolument continues sur presque toute parallèle 
aux axes de coordonnées, et dont les dérivées partielles du 
premier ordre, qui existent presque partout dans Q, sont de 
carré sommable dans (2. Nikodym, qui les a étudiées systéma- 
tiquement, les appelle fonctions (BL) (?). 

La définition précédente a l'inconvénient de dépendre du 
choix des axes de coordonnées (*) et n’est pas toujours d’un 
usage très commode; il semble avantageux soit d’élargir 
la classe des fonctions de Beppo Levi (en considérant les fonc- 
tions dont les dérivées généralisées sont de carré sommable 
dans (2), soit au contraire de la restreindre. On obtient ainsi 
d’une part les fonctions que nous appellerons (BL) (“) : ce sont 
elles qui s’introdusent naturellement dans certains énoncés 
d'analyse fonctionnelle, et nous les étudierons tout d’abord; 
d’autre part les fonctions (BL) «précisées » (*) : elles intervien- 


(‘} Beppo Levi [1]. En réalité, Levi considère seulement des fonctions définies 
continues sur l’adhérence d’un ouvert plan assez régulier. La définition plus générale 
du texte est die à Nikodym. 

(2) Nikodym [1]. 

(3) La fonction égale à 1 sur le produit cartésien K de deux ensembles de 
Cantor portés par les axes Ox et Oy, égale à 0 partout ailleurs, satisfait a la définition 
de Beppo Levi (ou plutôt de Nikodym) relativement au système d’axes Oz, Oy, 
mais n’y satisfait plus si on prend pour axes les bissectrices des précédents (car la 
projection de K sur une telle bissectrice n’est pas de mesure linéaire nulle). 

(4) Nous nous écartons ainsi de la terminologie de Nikodym, mais d’une façon 
qui n’est pas essentielle (voir chap. I, théoréme 3. 1). 

(5) Ces fonctions sont appelées (BLD) par Brelot [6] et [7]. 

20 
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nent dans la théorie fine du potentiel newtonien, et leur étude 
fera l’objet de la seconde partie de ce travail. 

Plus généralement nous étudierons, sous le nom d'espaces 
du type de Beppo Levi, des espaces constitués par des distri- 
butions ou des classes de distributions définies dans un ouvert Q 
de R" et dont les dérivées du premier ordre appartiennent à un 
espace E de distributions dans Q (les fonctions (BL) étant 
obtenues pour E = L*(Q)); un court troisième chapitre est 
même consacré au cas où ce sont les dérivées d’ordre m qui 
sont dans E. 

De nombreuses propriétés des fonctions (BL) se trouvent dans 
la littérature (*); nous reviendrons sur les plus importantes 
pour y apporter des précisions et des compléments, et surtout 
pour obtenir des résultats nouveaux sur des problèmes simples 
concernant les dérivées généralisées de fonctions définies 
dans un ouvert: ainsi les relations entre ouverts de Soboleff, 
de Nikodym et de Poincaré (chap. 1, § 5); une caractérisation 
simple des ouverts connexes pour lesquels le problème de 
Neumann (") relatif à l'équation Au = 0 admet une solution 
quelle que soit la « donnée-frontière » satisfaisant à la classique 
condition nécessaire d’orthogonalité (chap. 1, théorème 10. 2); 
la caractérisation des ouverts connexes ( tels que l’espace 
complété de l’espace des fonctions indéfiniment dérivables 
à support compact dans Q, normé par la racine carrée de 
l'intégrale de Dirichlet, soit un espace de distributions (chap. 11, 
théorème 2. 1), etc. 

Nous nous plagons toujours dans un ouvert de R’, laissant 
de côté des extensions possibles aux « espaces de Green »(‘) 
et méme aux espaces de Riemann. 

On trouvera à la fin de l’article un tableau des principales 
notations et définitions. 

L'essentiel de ce travail a été résumé dans une note aux 


Comptes Rendus (Deny-Lions [1}). 


(°) Voir entre autres: Nidokym [1], Morray [1], Calkin [1] Fuglede [1]: 
pour les fonctions « précisées »: Deny [1], Aronszajn et Smith [1] Brelot [6], Lelong- 
Ferrand [1]; pour des propriétés semblables d’espaces fonctionnels voisins : Soboleff 
[2], Nikolsky [1]. 

() Tel qu’il est posé, par exemple, dans Courant et Hilbert [1]. 

(8) Brelot et Choquet [1], Brelot [7]. 
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I. — ETUDE GÉNÉRALE DES ESPACES BL(E) 


4. Espaces BL(E), BL'(E) — On désigne par Q un ouvert 
connexe quelconque de R"; on désigne par Dog l’espace des 
fonctionsindéfiniment différentiables sur Q, à valeurs complexes, 
à supports compacts, muni de la topologie de Schwartz (Cf. 
Schwartz [1] et [2]). Soit D4 son dual, espace des distribu- 
tions sur (2. 

On désigne par E un espace vectoriel topologique localement 
convexe séparé et complet, contenu dans Do avec une topologie 


plus fine. 


Dérinirion 1.1. — On appelle espace de Beppo Levi 
attaché à E, et l’on note BL(E), l’espace des distributions T 


) ‘ ‘ ‘ 
sur ( telles que a T soit dans E pour tout 1, muni de la topo- 
WO 


logie la moins fine telle que les applications T =? T soient 
continues de BL(E) dans E. 0x; 


Cet espace n’est pas séparé; cherchons l’adhérence de 0, 
soit Yb, dans cet espace: Te équivaut à ET = 0 pour 
Ti: 


tout 1 (car E est séparé), donc T est localement constante, et Q 
étant connexe par hypothèse, T est constante dans Q. Donc: 
Te = sous espace des constantes. 

On désigne par BL'(E) l’espace vectoriel topologique séparé 
associé à BL(E), z.e. le quotient de BL(E) par %. On désigne 
par T° un élément de BL'(E); si T est quelconque dans T', 
€ Do, T° est l’ensemble des distributions {T + c}, c — cons- 
tante quelconque. 

On va montrer le 


THÉORÈME 1. 1. — L’ouvert Q étant connexe, et l’espace E 
séparé et complet, l’espace BL'(E) est complet. 
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Démonstration. — Soit T} un filtre de Cauchy dans BL'(E); 

. ù 
pour T,eT! quelconque, à = cath est un filtre de Cauchy dans E, 


donc, E étant complet, <a T, 5, dans E, et il reste à mon- 
trer qu'il existe T dans De, telle que —T = 5, pour tout t. 
da, 


Si Q = R"*, c’est le théorème VI, de Schwartz [1], p. 60. 
Dans le cas général, c’est une conséquence immédiate du 


3e théorème de Rham (cf. de Rham-Kodaira [4], Th. C, p. 40) : 


il faut montrer en effet que le courant w = a5} 5; daz; est un 
i=4 

d-bord (d= différentielle extérieure); or w est limite dans 

l’espace des courants de si 1, des courants w, : 


se Ta da, =. dF gz, 


Oy, => 


ey 


qui sont donc des sbi saat: des d-bords étant fermé, 
est un d-bord. c.q.f.d. 


Exempres. — 1) L’exemple le plus important est celui 
où E est l’espace L*(Q) des (classes de) fonctions de carré 
sommable sur Q (pour la mesure de Lebesgue ordinaire dz). 
On pose alors sil n’y a pas ambiguité: BL(L*(0)) = BL 
ou BL(Q). Si Te BL(Q), on pose 


d 


dT; 


[TE = 


ce qui définit sur BL(Q) une structure Abe On pose 


BL'(L*?(Q)) = BL’ ou BL'(Q). Ona: 
CorotLarre 1. 1. — L'espace BL'(Q) estun espace de Hilbert(*). 
2) On prend E = L?(Q), espace des (classes) de fonctions de 


puissance p” intégrale sur 2, 1<p< (ip = 
L?(Q) est l’espace des fonctions essentiellement bornées sur 0). 


On a alors: 
Corotiarre 1.2. — L'espace BL'(L?(Q)) est un espace de 
Banach. 


(2) Ce théorème est dû pour l’essentiel à Nikodym [1]. 
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3) On prend : 


E = Lg,(Q), espace des fonctions sur Q qui sont localement 
dans L?; si Q, est une suite croissante d’ouverts bornés, de 
réunion Q, Lf.(Q) est muni de la suite de semi-normes : 


(f,,\uP de)” 


L’espace L?,(Q) est alors un espace de Fréchet (i.e. métri- 
sable et complet) et 


Corotiaire 1. 3. — L’espace BL'(L£.(Q)) est un espace de 
Fréchet. 


2. Propriétés locales, avec E= Li,,(Q); théorème de den- 
sité. — On va montrer le 


TutorEMe 2.1. — Si TeBL(E), E = L£.(Q), alors T 
est presque partout égale à une fonction (notée encore T) de 
l’espace Lf. où 1/q = sup(4/q,, 9), 1/q, = 1/p — jn, sauf 
a) sip — 1, auquel cas on peut seulement prendre q avec 1/q < 1/q, 
(mais alors la propriété reste valable en remplaçant Lf, par 
un espace de mesures sur 0); b) si p—n=£1, auquel cas 
Te Li.(Q) pour tout r fini. Si p > n, T est continue. 


Démonstration. — Soit w un ouvert borné, avec wc Gc QQ, 
Appelons voisinage régulier de w un ouvert borné, contenu 
dans ©, et contenant tous les points à distance € de w, ¢ assez 
petit. Soit alors w € (), € Q,¢ (), chaque ensemble étant ouvert, 


et étant un voisinage régulier du précédent. Soit 9 e Do, = 1 sur 


Q,, = 0 hors de Q,. Soit Te BL(E), et posons S = 9T. On 
peut considérer S comme distribution à support compact 
dans R". 


Soit maintenant yeD—a,—= 1 au voisinage de l’origine 


dans R". On a (cf. Schwartz [2] p. 39) : 
A(—tfa,.yr'"") =C +e, 9, 


à — mesure de Dirac (' ‘. 
Il en résulte : 


(2, 1) S+C«S = ÿ 


Dace 


1/a,yr°—") sen 


('°) A désigne le Laplacien; le coefficient a, ne dépend que de n. 
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La fonction ¢,5 est indéfiniment différentiable. Tout est 


donc ramené à l’étude locale du 2€ membre de (2, 1), t.e. à 


de ù ù RE 

Or —S= Fe e)T + Pinned? et comme ¢ vaut ! sur Q,, il 
; 0 | 

en résulte que (2 e)T est nulle sur (),, donc le produit de 

composition:  \—¢ / 


d pee! Oar. 
dt; (yr ") “af =) T 


est nul sur w sil’on prend le support de y assez petit. Finalement 
on est ramené a l’étude sur w de 


\ 


=) 
dx; 


M EUR 
— vr" © 
Lt el 


Le théorème résulte alors d’un théorème de Soboleff (cf. 


Soboleff [1] et Schwartz [2]). 


Remarque 2. 1. — Il est commode de retenir le cas particulier 
suivant du théorème précédent, dont la démonstration n’utilise 
pas d’ailleurs le théorème de Soboleff : 


CoRoOLLAIRE 2. 1. Si E= [4,(Q), toute distribution T de 
BL(E) est localement dans L/. 


Remarque 2. 2. — Si dans le théorème 2. 1, on prend 
E = L?(Q), le théorème est évidemment valable, mais on 
prendra garde que, en général, il n’est pas vrai que T soit dans 
LQ); le Théorème 2. 1 est essentiellement un théorème 
local (*’). 


Démontrons maintenant le 


THEOREME 2.92 —“Soit B= LE (0)fT;tupe suite de distri- 
butions de BL(E) tendant vers T, dans cet espace; il existe alors 
une suite de constantes Cy telles que Ty + Cx tende vers T, dans 


L£,.(Q), ow Li(Q) pour tout r fini sip=nF-1. 


("') Pour l’étude des propriétés globales, problème bien naturel, voir les n° 5 et 6. 
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Démonstration. — Désignons par F l’espace des fonctions 


ue L£,.(Q), telles que — u € E pour tout 7, muni de la topo- 
i 
logie la moins fine telle que les applications u—u et uw 
L 

soient continues de F dans Lj, et E respectivement. Cet espace 
est complet (immédiat), c’est donc un espace de Fréchet. 
Considérons l’espace quotient F° de F par le sous-espace 
vectoriel fermé des constantes; F° est encore un espace de 
Fréchet; cet espace coincide algébriquement avec BL'(Q) 
(théorème 2. 1) et il est muni d’une topologie à priori plus fine 
que la topologie de BL'(Q). Donc, d’après le théorème de 
Banach sur les isomorphismes (Cf. Bourbaki [1], p. 34) ces 
topologies coincident. Done si T; est la suite de l’énoncé, 
T;.— T° dans F°; comme F° est le quotient de F par le sous- 
espace vectoriel des constantes, il existe une suite c, de cons- 
tantes telles que T,-+c¢c,—T, dans F, d’où le théorème. 
Méme démonstration pour le cas p = n. 


Théorème de densité. — On désigne par &Q l’espace des 
fonctions indéfiniment différentiables sur Q, de support quel- 
conque, muni de la topologie habituelle et par 6, l’espace 
dual des distributions à support compact sur @. On va 
démontrer le théoreme de densité: 


THÉORÈME 2. 3.— Si E = L’(Q) ow Lf,.(Q), l’espace 80 n BL(E) 
est dense dans BL(E). 


Démonstration. — Soit }a,} une partition de lunité sur Q : 


1= ¥ a sur Q, a, e Vo, telle que si S, est le support de hy, 
k=1 
alors parmi les S;, 5, rencontre seulement S,_,, S, et S,_,. 


Soit T e BL(E) donnée, ainsi que « > 0. On va construire f, 
élément de 6gn BL(E), tel que Hee mir e L°(Q) pout: tout à, 
et vérifie : dé rad 


ù re) : 
fl Le, pour tout 1, 
a 


eye 
dt; 0x; 
ce qui évidemment entraine le théoréme. 
Pour cela, on écrit d’abord: T=ST,, T,=a,T, série 
k 


(2, 2) 


convergente dans Do. On considère alors b,¢ Dm, b, > à 
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dans 6m lorsque À — 2, etle support de b, étant contenu dans 
une boule de rayon assez petit pour que les supports de T,xb, 
aient la méme propriété que les S,. Il en résulte que la série: 
f= 2T;xb, converge dans 6a. En outre, on a dans Do: 


> \ r x ‘ ù 
Or, d’après le théorème 2.1, a T, est dans L?(R") (on 
prolonge par 0 hors de (2), done on peut choisir b, de sorte que 
d N ao | 
la norme de la? (o — b,) dans L?(R") soit <e,, avec: 


5 
poeta tn arm 


Il en résulte qu'avec ce choix des b,, la série dans (2, 3) 
converge dans L?(Q) vers un élément de norme <«. On a donc 


‘ ù : 
(2, 2), et sz est dans E pour tout 1, donc f est dans BL(E), et 
i 


aussi dans 60; le théorème est donc démontré. 


3. Propriétés d'absolue continuité, avec E = Lf,,(Q). — Appli- 
cations. — Voici tout d’abord un énoncé emprunté à 


L. Schwartz ([1}, p. 58); nous disons qu’une fonction F(z), 
définie dans un ouvert Q, est absolument continue sur une 
droite D si la restriction de F à tout intervalle fermé contenu 
dans Dn Q est absolument continue : 


Lemme 3: 1. — à) Si une fonction F(z), localement sommable 
dans un ouvert Q, est absolument continue sur presque toute 
parallèle à Paxe des x, et admet presque partout pour dérivée 


§ dF 1: 
(au sens usuel) une fonction localement sommable Fe roy 
. 0 . . . 
on a aussi F = g, au sens des distributions. 
Rs 4 #239 
b) Si une fonction F(x) admet pour dérivée = F, au sens 


1 


des distributions, une fonction g,, F est presque partout 
égale à une fonction F, absolument continue sur presque toute 
parallèle à l’axe des x, qui admet presque partout pour dérivée 


oF ; 
au sens usuel (il la fonction g,. 
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Ce lemme simple nous suffira pour les applications que nous 
avons en vue; cependant, pour faire le rapprochement entre 
les définitions adoptées dans ce travail, et l’ancienne définition 
de Beppo Levi et Nikodym rappelée dans lintroduction 
(cas E = L*(Q)), nous allons préciser quelque peu ce résultat. 


Dérinirion 3.1. — Une fonction F(x) possède la propriété 
(AC) dans Q si elle est absolument continue sur presque toute 
parallèle à chacun des axes de coordonnées. 


Lemme 3.2. — Si une fonction F(z) admet pour dérivées au 
sens des distributions dans Q des fonctions g;(i — 1, ..., n), 
F est presque partout égale à une fonction F* possédant la 
propriété (AC) dans Q ('*). 

Démonstration. — Il suffit de montrer que la propriété a leu 
sur tout compact K de (2; or, sur un tel compact K, F coincide 
avec une fonction de méme nature, nulle hors d’un autre 
compact: le produit de F par une fonction de Dg égale a 1 
sur K; on supposera donc F définie dans R" tout entier et 
nulle hors d’un compact. 

Posons : 


aS f iby Fa HAS at 


et définissons de même F,, ... F,. La fonction F; est absolument 
continue sur presque toute parallèle à l’axe des x, et F; = F 
presque partout (1 = 1, ..., n). 

Considérons maintenant la régularisée f, = F+a, de F par 
une fonction a,¢9(R"), avec a, > 0, x; = 0 pour |x| >1/k, 
an a; dx = 1; il est bien connu que, pour k — o, f, converge 
fortement vers F dans L'(R"); de même 

ù ÿ à 
ÎRk— ep sage le F 
dx; dx; dT; 


dans L'(R"); on a donc: 
fx oF 
din EE 


(*) On trouvera un énoncé ‘équivalent (au langage près) dans Calkin {1) 
(théorème 4. 1). 


dfx 


Le 


CES 
dre" 


dr (dr, .… da, +0. 


LES ESPACES DU TYPE DE BEPPO LEVI 315 


ll existe donc une suite partielle, notée aussiff,!, telle que 


a 
y Ro 
| ee — g,|dx, —0 
1 

pour presque tous les systèmes de nombres (a, 2%), C'est-à- 
dire sur presque toute parallèle à l’axe des x. Sur une telle 
droite, f, converge uniformément vers F,, car 

x + 00 

va) of | = A dfx 
morc [eee [le 
If |< | ue 81) iS J lon, 81 


dx, — 0. 


Par nouvelles extractions de suites partielles, on voit qu’on 
peut supposer que f, converge uniformément vers F; sur presque 
toute parallèle à l’axe des x;, et ceci pour i = 1,...,n. Soit 
F"(x) = lim f,(x); cette limite existe en presque tout point x 
et vaut F(x) presque partout. Sur presque toute parallèle à 
Paxe des x;, F* est identique à F;(1— 1, ..., n), donc est abso- 
lument continue, d’où le résultat. 

Remarque. — On peut aller plus loin, et choisir la fonction F* 
de façon qu’elle possède la propriété (AC) quel que soit le 
système de coordonnées (voir C.B. Morray [1], th. 6.5). 

De l’étude précédente résulte aussitôt le 


THÉORÈME 3. 1. — Pour qu'une distribution soit dans BL(E), 
avec E = L£,.(Q) il faut et il suffit que ce soit une fonction (presque 
partout) égale à une fonction F possédant la propriété (AC), 


et dont les dérivées au sens usuel [=] sont dans Li.,.(Q) ; 
i 

ces fonctions al sont alors les dérivées de F au sens des 

distributions. : 

Démonstration. — En effet toute fonction F possédant la 
propriété (AC) est sommable sur tout compact de Q ("); la 
condition est donc suffisante (lemme 3.1 a); elle est aussi 
nécessaire (théoréme 2. 1 et lemme 3. 2). 


(!3) Démonstration sommaire (avec n = 2 pour simplifier) : supposons F abso- 
aw . ‘ 
lument continue sur æ, = 4). {Dans un voisinage du point A(a,, ay) ‘de [Q, on a 


presque partout F = G + H, où 
Ca de RAB age fe are 
G (e,) = f° (t, a) dt e 4e TEE (as 


fi Ce a ae 2 


sont évidemment sommables (au voisinage de A). 
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Nous allons maintenant donner quelques applications du 
lemme 3.1; signalons auparavant un lemme tout à fait élé- 


mentaire : 

Lemme 3.3. — Soit u(t) une fonction à valeurs réelles de la 
variable réelle t; absolument continue dans l'intervalle (a, 8); 
les fonctions à = sup(u, 0), u — sup(—u, 0), lu =u+u 


sont absolument continues dans (a, B); si Y(t) est la fonction 
caractéristique de l’ensemble E,(u(t) > 0), on a, presque par- 
tout dans (a, G) : 


du _ du (t) qul| _ du), 
ddr. Van} | 
Démonstration. — La première partie de l’énoncé est une 


conséquence immédiate de la définition de l’absolue conti- 
nuité ; les dérivées au sens usuel dü/dt, du/dt, d\ul/dt existent 
donc en presque tout point ¢ de l’intervalle (a, 6); si u(t) 0, les 
relations à démontrer ont évidemment lieu pourvu que du/dt 
existe; enfin du/dt = dju\/dt = du/dt = 0 presque partout sur 
l’ensemble e = E(u(t) = 0) (d’une façon précise: en tout 
point limite de e en lequel ces trois dérivées existent). 


THÉORÈME 3. 2. — Soit F une fonction à valeurs réelles dans 


BL(E), avec E = Lf,.(Q); les fonctions F, F et |F| sont dans BL(E); 
st U(x) est la fonction caractéristique de l’ensemble E,( F(x) >0), 
on a, presque partout dans Q : 


grad F = 4()gradF,  |grad|F|—|gradF| 
C’est une conséquence immédiate des lemmes 3. 1 et 3. 3; 


grad F désigne le vecteur dont les composantes sont les fonc- 


tions ce F. 
dx; 


Remarque 3. 2. — Si F et G sont des fonctions à valeurs 
réelles de BL(E), avec E = L£,.(Q), il en est de même de 


sup Gyan UP moG ce [Roa Glpietrdé ind (Fh a G} 


perey 


Remarque 3. 3. — Si Fe BL(E), avec E = Lf,,(Q) est à 
valeurs complexes, on a encore |F|e BL(E), mais on ne peut 
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plus affirmer l'égalité presque partout des modules des gra- 
dients; on a seulement : 
grad F\|< grad F| 


presque partout dans (, l’égalité n’ayant lieu (presque partout) 
que si F est le produit a une fonction e BL(E) a valeurs réelles 
par une constante réelle ou complexe (vérification facile). 


PROPOSITION 3.1. — Soit FeBL(E) à valeurs réelles 
(E = Li.(Q)); soit N un entier > 0; la fonction Fy(a) = F(a) 
si FF) L<N, =N si F)>N, =—N si F(x) <—N est 


dans BL(E); de plus, si K est un compact de Q, on a: 
lim /J,jgrad (F — Fy) "dx =0. 
K 


N > 00 
Démonstration. — La première partie de l’énoncé résulte 
de la remarque 3. 2 appliquée à Fy =inf (sup (F, —N), N); 
d’autre part on a presque partout dans Q : 


grad Fy = x grad F; 


où py est la fonction caractéristique de l’ensemble E,( F(x) < N); 
donc 


Jrigrad (F—Fy) Pda = fj igrad FY(1 — dn)? dx 


tend bien vers 0 avec 1/N (théorème de Lebesgue). 

On peut mettre la proposition 3. 1 sous la forme : 

Lorsque N >, F;—F dans BL(E), E = Lf,.(Q) (et 
en outre Fy — F dns L£.(Q), donc dans DQ). ; 

De la même façon on a la 


Proposizion 3. 2. — Si E= L?(Q), la fonction Fy définie 


comme à la proposition 3. 1 à partir de F élément quelconque de 


BL(E), tend, lorsque N — «, vers F dans BL(E). 


4. Décomposition canonique de l'espace BL'(Q). — Rappelons 
que BL'(Q) désigne l’espace BL'(E), avec E = L'(0). On va 
maintenant utiliser de façon essentielle la structure d’espace 
de Hilbert de cet espace. 

Considérons l’image 9, de Do dans BL’, dans application 
canonique BL— BL’. 


Dérinition 4. 1. — On désigne par BL, L:(0) l’adhérence de 
9, dans BL'(Q). 
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On a alors le 


THÉORÈME 4. 1. Si l’on décompose l’espace de Hilbert 
BL'(Q) en somme directe de deux espaces orthogonaux : 


(4, 1) BL'(Q) = BL:(Q) @ #'(Q), 


R'(Q) est l’espace des classes T° de distributions T e BL(Q) telles 
que AT = 0. 

Démonstration. — En effet T e #'(Q) équivaut à (T, &), = 0 
pour tout & dans Do, Te T’ quelconque, 1.e. < AT, 5 > —0 
pour tout ¢ dans Do, done AT = 0, c.q.f d. 

On va maintenant interpréter l’espace BL;((). 

Pour cela on considère comme il est naturel, l’espace Vo 
muni de la norme ||o||,, © e Da, et l’on introduit l’espace 9'(Q) 
complété de Dg pour cette norme; 9 1(Q) est un espace de 
Hilbert. Cet espace n’est utilisable que s’il est contenu dans 
l’espace Dy des distributions sur 2; pour voir s’il en est ainsi, 
il faut distinguer deux cas selon que Q est borné ou non. Si Q 
est borné, il est utile d’introduire l’espace &}:(Q) des fonctions 


u e L*(Q) telles que - u e L*(Q) pour tout 1, muni de la norme : 


leafs = (Utell + [feel s)**. 


C’est un espace de Hilbert. On a alors le 


THÉORÈME 4. 2. — Lorsque Q est un ouvert connexe borné, 
l’espace D'(Q) coincide avec Vadhérence D:(Q) de Do dans #t:(Q). 
Démonstration. — Comme Q est borné, il existe une constante 


C(Q) ne dépendant que de Q telle que pour tout + e Da on ait : 
Ilglle < C(Q)|fglh (9. 


(*) Cf. Garding [1]. Voici la démonstration, en bref: soit ® la prolongée de oa 
R®" par 0 hors de Q; on a par exemple : 


* = (rt PR 

(A) 9 (x) iS aa Ctr teh 
dou: 

(Ft) \lP]l22 < (diamètre Q) || 9 ||?. 


Evidemment on peut améliorer cette majoration. De façon précise : si Q est borné, 
on montre (Gärding) que l'injection de 9}, (Q) dans L?(Q) est complètement continue, 
de sorte que — À — À est un isomorphisme de 9!, (Q) sur l’espace dual ,(Q) sauf 
pour un ensemble dénombrable de valeurs de À > 0; soient 0 < Xa L'Yo. ces 
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Il en résulte que sur Do, les normes lei et |loll, sont équiva- 
lentes, d’où le résultat. | 


Remarque 4. 1. — On aura un résultat analogue chaque fois 
que l’on aura une majoration : {fgll: < C(Q) [el Exemple : Q 
est dans R* contenu dans une bande a < 2, < b, a, b finis. 

La situation est moins simple si Q n’est pas borné. On va 
d’abord signaler deux résultats négatifs : 

a) pour n = 1, on prend Q = R, axe entier, x, = x. Alors le 
complété 9° de 9 pour ||g|| n’est pas un espace de distributions. 
Voici un contre-exemple. On considère, pour chaque entier k, 
une fonction f;, nulle pour |2|>k*, =k pour x—0, —0 pour 
æ = +k’, linéaire, et 9, = f,*p, pe Ÿ. 


. . A d 9 r x 
On voit aussitôt que FL —> 0 dans L*(R), et néanmoins ®, 
X | 


ne converge pas dans 4. 

b) pour n = 2, on prend Q = R’, plan entier; ici encore le 
complété D‘ n’est pas un espace de distributions. Voici un contre 
exemple. On prend des coordonnées polaires (r, 6), et on va 
construire une suite 9, de fonctions de ®, ne dépendant que 


de r, telles que Vr gun converge dans L*(0, +0) et que 9, 
r 


ne converge pas dans 4”. Pour cela on prend une fonction a(r), 
indéfiniment dérivable dans r>0,=1 pour r> 3, >0, 
et de sorte que (rlogr)~‘a(r) soit nulle pour r = 2 ainsi que 
toutes ses dérivées. On considère ensuite a,(r) =a(r) pour 
r<k,=0 pour r > k+1, indéfiniment dérivable, > 0, et 


on pose : 9,(r). = — fe (tlog t) ‘ax(t) dt. 


On a là une fonction indéfiniment dérivable dans r >0, 
nulle pour r >k+1 et dont toutes les dérivées d'ordre > 1 
sont nulles pour r —0; donc on peut considérer 9, comme 


\ 1 


élément de Ÿ; . ax(r) = + (rlogr) 'a(r), donc 


Vr£ Dr) > + (Vrlogr)-‘a(r) dans  L*(0, +) 


valeurs propres. Si alors ||o}|L: << C (2) |jg||,, C(Q) désignant la meilleure constante 
possible, on voit facilement que: C(Q) = 1/V%;. 

Par ailleurs on voit, à partir de (*), que pour obtenir une inégalité du type (**), 
il suffit que Q soit « d'épaisseur bornée » dans une direction (cf. alors l'exemple de la 
remarque 4. 1 ci-après). 
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lorsque k-> «©, et néanmoins, 9, ne converge pas dans 9’; en 
k 7 ; : ‘ 
effet, pour r > 3, |9,(r)|> f. (tlogt) ‘dt qui tend vers linfini 
avec k. | 
Considérons maintenant sur R, un ouvert Q égal à un demi 
axe, soit x > 0, pour fixer les idées. Alors, le complété de Do 
pour ||g||, est cettefois contenu dans ®. En effet, pour toute 
fonction ge, on a: 
eA z\do? 
p(x) = oF (4) dt done ewr<x [ ae 
0 dt 0 
et donc si 9, est une suite de Cauchy dans 9g pour ||¢/|,, 
alors +, converge uniformément sur tout compact, d’où le 
résultat. 
Pour Q contenu dans R’, on a le 


THEOREME 4. 3. — Si Q est un ouvert connexe de R° dont le 
complémentaire a un intérieur non vide, alors D'(Q) est contenu 
dans l’espace Li,.(Q) des (classes de) fonctions localement de 


carré sommable dans Q (muni de la topologie naturelle 
d’espace de Fréchet) ("). 


Démonstration. — On peut supposer que le‘disque de centre 0, 
et de rayon p est contenu dans [ Q. Soit & e Do; ona: 
fs 2 do ) 
LV x, (tx) + x, — (tx) )dt 
ola) = f° (a DE (a) +, À (ta) a 
d’où, en désignant par c; des constantes diverses, 


LOIR | s (es (tx) a (tx) 1) dt, 


0 1 T2 


2 


> 


lorsque x demeure dans un ensemble compact contenu dans Q, 
soit K. Lorsque x parcourt K, tx parcourt tK, et comme ¢ est 
nulle pour |a|<p, tK rencontre le support de ¢ lorsque ¢ varie 


dans un intervalle [e(K), 1], e(K) > 0, donc: 
a 2 1 ae 4 d a 
f. de<e, [+ at | (LE col + es 
€ tK 


02, 
(5) On déterminera plus loin, en utilisant les méthodes de la théorie du potentiel, 
les ouverts connexes de R? pour lesquels ce résultat est encore vrai. (chap. II, 
théorème 2. 1). 


9 (2) 


2 
{4e 


}de < e.(K)lel 
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Il en résulte que si +; est une suite de Cauchy dans %o pour 
[lp], alors +; est une suite de Cauchy dans l’espace Li,..(Q), d’où 
le théorème ('°). 

Notons également la 


Proposition 4. 1. — Soit Q un ouvert connexe de R° tel 
que D*(Q) soit un espace de distributions. Dans ces conditions, 


si F, est une suite de 9'(Q) qui tend vers F dans cet espace, 
alors F,— F dans Li.(Q) pour tout r fini. 


Démonstration. — Désignons par A, l’espace des fonctions 
: ù : 
ue Lj,.(Q), r fixé quelconque, telles que ap HE LQ) pour 
XV; 


tout 1, muni de sa topologie naturelle d’espace de Fréchet. 
Si 9'(Q) est un espace de distributions, alors : 9'(Q) c BL(Q), 
algébriquement, done, par le théorème 2. 1, cas exceptionnel b), 
D'(Q) est contenu dans A, (algébriquement). Mais il résulte 
du théorème du graphe fermé que l'injection u > u de 9'(Q) 
dans A, est continue, d’où la proposition. 


Remarque 4. 2. — Un raisonnement analogue à celui du 
théorème 4. 3 vaut évidemment pour Q contenu dans R’, 
n quelconque, mais pour n > 3, on a un résultat meilleur 
comme on va voir. On introduit une fois pour toutes le nombre 
q donné par: 


1/q=1/2—1/n, ~(n>3), 


‘ ù 
et l’espace 6; ,(Q) des fonctions ue L‘(Q) telles que ue L°(0) 
pour tout 7, espace que l’on munit de la norme i 


[luelleg so = [lel ue + [lel 


L’espace &!,,(Q) est un espace de Banach (”). Ceci posé, 
on a le 


(15) Il faut encore montrer que l'injection de 91(Q) dans L?,(Q) (ou dans DJ) est 
biunivoque, 1.e.: soit ued(Q), avec (u, p) =0 pour toute pe; alors u doit 
être nulle dans H1(Q); or (u, 9), =u, — Ag), donc (u, 9%), —0 pour toute 
geo, donc u = 0 dans 9*(Q). 

(17) On démontre exactement comme au théorème 2. 3 que l’espace & n 64 »(Q) 
est dense dans 6} ,(Q). Si TE& ,:, on a, avec les mêmes notations: T,;eL2(Q); on 
gHoisit-done;bi tel que.||Tr+ (5 bdlia< set lee 
d’où le résultat; même chose pour l’espace &}2(Q). 


à Tex (Ô — b)] <s pour touts 
L? 


21 
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THÉORÈME 4. 4. Si Q est un ouvert connexe quelconque 
(borné ou non) de R", avec n > 3, alors le complété ®'(Q) de Do 
pour la norme |\9\\,, est identique à l’adhérence 9,,,(Q) de Da 
dans 63,2 (Q). 

Démonstration. — Si Q n’est pas borné, il n’existe pas de cons- 
tante C(Q) telle que {follx < C(Q)[felh, mais d’après le 
théorème de Soboleff, déjà utilisé au théorème 2. 1, il existe 
une constante S(Q) telle que pour tout ¢ dans Do on ait: 


lIellur < S(Q)1lell: 


(et ceci vaut pour Q borné ou non), d’où le théorème. 

Ce théorème améliore le théorème 4. 2, si n > 3, (et si Q 
est borné), mais l'intérêt du théorème 4. 2 est qu’il est très 
élémentaire, alors que le théorème 4. 4 utilise le théorème de 
Soboleff. 

Interprétons maintenant l’espace BL;(Q); l’apphcation 
eg 9" de Do dans Do définit par prolongement un isomorphisme 
de 9'(Q) sur BL; (Q), soit X — X', avec: ||X'||, = ||X{|,, On va 


en déduire le 


Taéorème 4. 5. — Si 9'(Q) est un espace de distributions, 
toute distribution Te BL(Q) admet une décomposition unique : 
(4, 2) T=u+h, 
où u€D'(Q), hEBL(Q) avec Ah= 0, et: 
(4, 3) TE = [fells + [|All 
Démonstration. — On considère la classe T° définie dans 


BL'(Q) par T; par le théorème 4.1, T° se décompose de 
façon unique en: 

T=u+h, weBL(Q), et hed. 
Soit alors u l’élément unique de H' (Q), d’image wu’ dans l’iso- 
morphisme de 9'(Q2) sur BL'(Q); alors h = T — u est dans h’, 
donc Ah=0, d’où (4, 2). En outre [fl = [lu|f} + ||A'|P 
donne (4, 3), d’où le théorème. 


Remarque 4. 3. — Le théorème 4. 5 redonne, si n > 3 et 
E = L*(Q) le théorème 2. 1 en le précisant. 
Remarque 4. 4. — Insistons dès maintenant sur l'intérêt de 


la formule (4. 3) : on verra qu’en général les éléments de 9'( Q) 


7. ae 
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sont les fonctions de la classe BL(Q) que l’on peut considérer 
comme « nulles » sur la frontière de ( (cf. chapitre m, n° 5); 
la décomposition (4, 2) fournit alors la fonction harmonique 
h (Ah = 0) prenant sur la frontière de Q « les mêmes valeurs 
que T », ce qui résout le problème de Dirichlet. Cette résolution 
du problème de Dirichlet ne diffère d’ailleurs qu’en apparence 
de la résolution de Gärding (cf. Garding [1]), du moins si Q 
est borné. Voir aussi Browder [1]. 


Remarque 4. 5. — On peut munir BL(Q) d’autres structures 
préhilbertiennes équivalentes à la structure (u, »),. Voici un 
exemple important: on donne des fonctions g;(i, ] —1,..., n) 


sur (, mesurables et essentiellement bornées, avec g, = g; 
pour tout couple (1, 7), et telles que, pour tout système de n 
nombres complexes {,, ..., ¢,, on ait 
n = 
DRTIOI EL IE 
D | 

avec a > 0, presque partout dans Q. 

On pose alors, pour u et ¢ e BL(Q): 


< du ay 
(u, %)= Z| gy— — da, 


ce qui définit sur BL(Q) une structure préhilbertienne équiva- 
lente à (u, »),. Dans ces conditions on a, sous les hypothèses 
du théorème 4. 5, la décomposition unique: T = uw, + h,, 


Te BL(Q), ue D'(Q), et À, e BL(Q) avec: Dh, =0, où, pour 


Se BL(Q), ona: 
en 0 ù 
DS = ate 4 (as) 


Cette décomposition résout le problème de Dirichlet relatif 
à l’opérateur elliptique D, à coefficients non continus. On peut 
encore généraliser : us 

a) en remplaçant les g; par des éléments de £(L*, L’); on 
obtient alors pour D un opérateur intégro-différentiel. 

b) en prenant un opérateur D non auto-adjoint (cf. Lions [3]). 


Etude de la stabilité du probléme de Dirichlet. 


Lemme 4. 1. — Soit Q un ouvert contenu dans Q. Si 9*(Q) 


est un espace de distributions sur Q, alors D*({') est un espace 


—” \ 
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de distributions sur Q/. Il existe une application linéaire continue 
u — à de D'(Q’) dans D'(Q) telle que u =u dans YY et u= 0 
dans [ 0. On a: |\àl}, = [lu 


Démonstration. — Soit +, une suite de Cauchy dans Dg: 
pour la norme ||el|. Soit de façon générale, si y € Do, & la fonc- 
tion de Do prolongée de © par 0 hors de ’. Alors &, est une 
suite de Cauchy dans Do pour ||q||,, donc, par hypothèse, 
converge dans ®, vers T. Soit T’ la restriction de T à Q/; 
la suite 9, tend vers T’ dans Do, donc Do, muni de la topologie 
induite par 9,(Q’), a une topologie plus fine que la topologie 
induite par Do, d’où la première partie du lemme ("*). 

En outre l’application 9— 9 est une isométrie de Dg muni 
de la topologie induite par 9'(Q’) dans Do muni de la topo- 
logie induite par 9'(Q), et se prolonge donc en l’isométrie 
u— à de 9'(Q’) dans D'(Q), d’où le lemme. 

On va alors démontrer le 


Tutorime 4. 6. — Soit Q un ouvert de R" tel que 9*(Q) 
soit un espace de distributions sur Q. Soit Q, une suite croissante 
d’ouverts contenus dans Q, de réunion Q. Soit Te BL(Q) 
que l’on décompose suivant (4, 2). Soit T, la restriction de T 


à Q,( = BL (Q;)) et soil : 
(4, 4) k= Ur thx, Ux eD'(Q,),A h,=0 dans Q,, 


la décomposition canonique de T,. Alors x, élément de 9'(Q) 
(défini comme au lemme 4. 1) tend vers u dans 9' (Q). 


Démonstration. — Soit ¢ —($) application canonique de Dg 
dans BL; (¢ = prolongée à Q par 0 hors de Q,, et (6) = classe 
de $ dans BL'(Q)); on a: || ||, = ||9||, donc cette application se 
prolonge en une isométrie ua de 9'(Q,) dans BL,;(Q). Soit Ÿ, 
l'image de D'(Q,) dans cette isométrie, c’est un sous-espace 
vectoriel fermé de BL; (Q), et: 


BL, (Q) = (U%). 


(8) L’injection de gi (Q) dans ÿ(Q est biunivoque (voir note (16). 


LES ESPACES DU TYPE DE BEPPO LEVI 325 


Soit alors T° l’image de T dans BL’, et vy, la projection de T° 
sur Ÿ,; on a: 


(4, 5) T =o.+f, ’ 


où f, est dans l’espace orthogonal de %;. On a donc: (f, &) 0 
pour tout 9 dans Do,, et donc soit f, quelconque dans la classe frs 


et soit g, la restriction de f, à Q,; on a: (g,, o), = 0 pour tout 
9 e Vo,, done Ag, = 0, autrement dit : 
(4, 6) BE \) dans Q,. 


> x r ° rier . . . 
D’après la théorie élémentaire des projections dans un espace 
de Hilbert, »;, projection de T° sur %;, converge vers uw’, 


projection de T° sur BL;(Q) = ( [U®:) lorsquek— oo, dansBL'(Q). 
k 


Soit ©, (resp. u) inverse de 9, (resp. u’) dans les isomor- 
a es 


phismes canoniques de 9'(Q,) sur 0; et D'(Q) sur BL; (Q). On 
a donc (**): 


(4, 7) Dx—u dans 9'(Q) fort. 


Or de (4, 5) et (4, 6) on déduit: 

T,=%,.+f,, Af,=0 dans Q,, donc par restriction a Q,: 

T, = 9, + (restriction de f,), et en vertu de l’unicité de la 
décomposition (4, 2), ona: u, = 9, de sorte que (4, 7) démontre 
le théorème. 


Théorème sur la partie harmonique d’une fonction BL (Q). — 
On va maintenant démontrer le 


THÉORÈME 4. 7. — Soit Q un ouvert de R", n quelconque, 
tel que D'(Q) soit un espace de distributions sur Q. Soit T donné 
dans BL(Q), à valeurs réelles et positives (presque partout). 
On décompose T suivant (4, 2). Alors h (partie harmonique de T) 
est positive dans Q(”). 


(9) Soit u—>u* l'isomorphisme canonique de 91 (Q) sur BL} (Q). Cet iso- 


oa ie ea 
morphisme applique 9! (Q,) (image de D1(Q,)) sur Uk. 
(20) Etant donné qu’on ne sait rien pour l’instant sur le comportement des fonctions 
T, u, h, à la frontière, et que d’autre part il n’est fait aucune hypothèse sur cette 


frontière (puisque 1(Q) est par exemple un espace de distributions sur un ouvert Q 
quelconque de R" sin > 3), ce théorème n’est pas évident. 
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Démonstration. — a) Supposons T continue dans ( (et même 
Fr ne différentiable, si l’on veut). 

Soit (2, une suite croissante d’ouverts relativement compacts, 
contenus dans Q, de réunion {), chaque 2, ayant en outre une 
frontière régulière (par exemple, les Q, sont des réunions de 
cubes de côtés de plus en plus petits, et contenus dans l’inter- 
section de (2 avec des boules de rayon R— æ). 

Soit encore T, la restriction de T à Q,. On effectue la décom- 
position canonique de T, dans Q,: T, = u, + A,. La fonction 
h,, harmonique dans Q,, est la solution du probleme de 
Dirichlet au sens classique, pour la donnée frontiére continue 
T,, de sorte que le principe du maximum sous sa forme 
élémentaire donne: 


h,>090 dans O.. 


Or, par le théorème 4.6, %,—wu dans 9'(Q); T, est dans 
L'(Q), on peut donc considérer T,, élément de L'(Q), et 
h,=T,— i, (prolongement par 0 hors de Q,) tend donc 


~ 


vers h=T—vu dans D; comme h, est >0 pour tout k, on 
a: h>O0 dans Q, d’où le théorème dans ce cas. 

b) Soit maintenant T quelconque dans BL(Q) (à valeurs > 0). 

On approche T par une suite T* de fonctions de BL(Q), 
continues (ou même indéfiniment différentiables) dans Q, >0, 
avec T*—T dans 9Q(*'). On décompose canoniquement T°; 
sa partie harmonique h* est d’après le a), positive: h* > 0. 

Or (T°) T° dans BL'(0), donc (u*) —u', donc u° uw 
dans 9'(Q), et donc h* > h dans 9}, d’où le théorème. 


5. Ouverts de Soboleff et de Nikodym. — On se borne pour 
simplifier au cas n > 3. 

Comme on a déjà remarqué (note (‘‘) un problème natu- 
rel à partir du théorème 2. 1 est le suivant : soit T donnée 
dans BL(Q); pour quels ouverts Q, T est-elle dans L(Q)? 
Si Q est de mesure infinie, les constantes, qui sont dans BL(Q) 
ne sont pas dans L4(Q); il faut modifier la question comme suit : 
pour quels ouverts ( existe-t-il une constante C(T) dépendant 
de T telle que T+ C(T) soit dans L‘(Q)? La réponse est 


(?) Ilest clair que c'est possible; on utilise à cet effet le procédé du théo- 
rème 2, 3. 
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alfirmative si Q = R", et peut être négative (*) sur certains 
ouverts. On est donc conduit à poser les définitions suivantes 


(ef. Lions, [2]): 


Derinition 5. 1. — Soit Q un ouvert connexe de R’, 
n > 3. On dira que Q est un ouvert de Soboleff (en abrégé, 
ouvert (S)) si pour toute distribution T de BL(Q), T est dans 
L4(Q) si Q est de mesure finie, ou s’il existe une constante C(T) 
telle que T + C(T) soit dans L{Q) si (2 est de mesure infinie, 
q étant donné par: 1/q = 1/2 —1/n. 

Avant de donner des exemples d’ouverts de Soboleff (cf. 
N° 6) donnons des inégalités intéressantes auxquelles ils donnent 
heu. 


THÉORÈME 5. 1. — La condition nécessaire et suffisante pour 
qu'un ouvert  connexe de mesure finite, soit un ouvert de Soboleff 
est qu’il existe une constante S(Q) ne dépendant que de Q, telle 
que, pour tout u dans &}, ,(Q) (définition 4. 3) on ait: 


(5, 4) inf. |jw + do L'S(Q)flul,,  c—= constante. 

Démonstration. — a) La condition est nécessaire. 

Considérons l’espace de Banach (6, ,(Q)) quotient de 64, ,(Q) 
par le sous-espace des constantes (( étant de mesure finie, les 


constantes non nulles sont dans 6/,,(Q)). La norme quotient 
est 


Considérons alors l'application identique : 


(5, 2) mw wu’ de... (8:,(Q)) _ dans BL’(0). 


u' 


(= inf. + aie + [hll, w= fut el. 


Cette application est linéaire continue biunivoque, et, 2 
étant un ouvert Soboleff, elle est sur; c’est donc un isomor- 
phisme d’après le théorème de Banach (cf. Bourbaki [1]), d'où 
l’on déduit Pinégalité (5, 1). 

b) La condition est suffisante. 

Supposons donc que (5, 1) ait lieu, et considérons l'apphca- 
tion identique (5, 2). Tout revient à montrer que cette applica- 
tion est sur. Or (5, 1) entraîne que l’image de (6,:(Q))° dans 


(22) Voir Courant-Hilbert [1], Chap. var, § 8, N° 2, et Nikodym, [1]. 
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BL'(Q) est fermée. Il suffit donc de montrer que l'image 
de (&!,,)’ est dense dans BL'(Q). Or soit u dans BL(Q); il 
suffit de montrer qu’il existe une suite u, de fonctions de &;,,(Q) 
telles que [lu; — ul|, > 0. On se ramène au cas où u est une 
fonction à valeurs réelles; on prend alors : 


u(t) = ule) si ju(a)|<h, 
k si u(x) >k, —k si u(x) << —k. 


On a alors le résultat d’aprés la proposition 3. 1. 


Tutorime 5. 2. — Si () est un ouvert de Soboleff de mesure 
infinie, il existe une constante S'(()) ne dépendant que de Q, 
telle que, pour tout u dans &;,,(Q) on ait: 


(5, 3) Jul for < S’(Q)||u|),- 
Démonstration. — On considère cette fois l’application 
(5, 4) u—u de &!,,(Q) dans BL’(Q), 


qui à u dans 6,,(Q) fait correspondre la classe fu + c{. Cette 
application est linéaire continue, biunivoque (car © est de 
mesure infinie) et sur (car ( est un ouvert de Soboleff), donc 
par le théorème de Banach déjà cité, c’est un isomorphisme, 
d’où le théorème. 


Problème non résolu. — Nous ignorons si, réciproquement, 
un ouvert connexe de mesure infinie, donnant lieu à (5, 3), est 
un ouvert de Soboleff. La question se ramène à ceci : l’image 
de &,,(Q) par (5, 4) est-elle dense dans BL’ (Q)? 


Dans le cas des ouverts 2 de mesure finie, une notion utile 
moins restrictive que celle d’ouvert de Soboleff est la suivante : 


Dérinition 5. 2. — Un ouvert ( connexe de mesure finie 
est dit ouvert de Nikodym si toute distribution T de BL (Q) est 
dans L?(Q). 

Il est évident qu’un ouvert de Soboleff de mesure finie est 
un ouvert de Nikodym; la réciproque peut être inexacte. 
~ Au sujet des ouverts de Nikodym on a le 


THÉORÈME 5. 3. — La condition nécessaire et suffisante 
pour qu'un ouvert Q connexe de mesure finie soit un ouvert de 


LES ESPACES DU TYPE DE BEPPO LEVI 329 


Nikodym est qu'il existe une constante P(Q) telle que pour tout u 
dans 6i:(Q) (*) on ait: 


2 


(5,5) ie ae Life (x) da 


nes ©) dg (0) de) < P(O)uif (9. 


Démonstration. — On opère comme pour le théorème 5. 1, 
en remplaçant (&,,(Q)) par (&1,(Q))', le carré de la norme 
sur cet espace étant donné par: 


errs ty ais Leone EVE 
ju ||? = [ul — — x) ds : 
| = [halle yf 9 de) + ill 
d’où le théorème. 
Deérinition 5. 5. — L’inégalité (5, 5) est dite: inégalité 


de Poincaré (**). La meilleure constante possible dans (5, 5) 
est dite la constante de Poincaré de 2. On en donnera plus loin 
une interprétation. D’après le théorème 5. 5, l'inégalité de 
Poincaré caractérise les ouverts de Nikodym. 


6. Exemples d'ouverts de Soboleff et de Nykodym. — Donnons 
maintenant un exemple d’ouvert de Soboleff; la démonstration 
ci-après est adaptée de Soboleff [1]. On considère un ouvert Q 
connexe borné de frontière Q*. On désigne par Q, l’ensemble 
des xeQ, à distance <e de Q*. On considère une fois pour 
toutes le secteur conique C(O) que voici: on rapporte l’espace 
R"(n > 3) (coordonnées x,, ..., x,) à un système de coordonnées 
polaires (r, 0), 4 = (0,, ..:, 0,_:); C(O) est l’ensemble des (r, 4) 
avec: 0<r<aet6,e (0, a,] où 0 < a, < +; on désigne par C,(O) 
la portion a/3< r < 2a/3 de C(O). | 

Hypothèse (H). — On dira que l’ouvert Q vérifie (H) lorsque 
les conditions suivantes ont lieu: pour tout æeQ on peut 
placer dans Q un secteur C(x) égal à C(O), de sommet 2, dans 
une orientation arbitraire (C(x) est déduit de C(O) par un 
déplacement quelconque). On désigne par C,(z) la portion 


(23) Cet espace est défini p. 318. | 

(24) mes (Q) = mesure de Q. De façon générale il semble plus facile de 
montrer directement qu’un ouvert Q est un ouvert de Soboleff ou de Nikodym et 
d'en déduire les inégalités (5, 1) (5, 2) et (5, 3), que de démontrer directement ces 
inégalités. L’inconvénient est que ce procédé ne donne aucune évaluation des cons- 
tantes S(Q) et P(Q); pour cette dernière quantité, voir toutefois le N° 10. 

(25) Voir Poincaré [1], Courant-Hilbert [1]. On trouve des variantes de cette 


inégalité dans Friedrichs [1]. 
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de C(x) correspondant à C,(O). On suppose que lorsque & 
parcourt (2 on peut choisir les C(x) et « > 0 de sorte que Ga 
demeure dans ().. 

Il est clair que tout ouvert suffisamment « régulier » vérifie 
(H). Il en est ainsi des ouverts bornés limités par un nombre 
fini de surfaces à courbure bornée, ou domaines de De La Vallée 
Poussin; ils sont définis par la propriété suivante: il existe 
un nombre e > 0 tel qu’à tout point frontière x on peut associer 
deux boules ouvertes de rayon p, tangentes en x, l’une étant 
intérieure et l’autre extérieure à (. 


Tuéorème 6. 1. — Si Q est un ouvert connexe borné qui 
vérifie (H), dans R", n > 3, c’est un ouvert de Soboleff. 
Démonstration. — Soit Q vérifiant (H); on supposera a = 1 


(ce qui est loisible en faisant une homothétie). 

Soit Fe BL(Q); on peut la décomposer suivant (4,2) 
(Théorème 4. 5) comme suit: F = f+ g, fe BL(Q), Af = 0, et 
ge D'(Q). Par le théorème 4. 4, la fonction g est dans L’(Q); on 
veut montrer que Fe L?(Q); on est donc ramené à montrer que f 
est dans L7(Q) si fe BL(Q) et est indéfiniment différentiable 
dans ( (on peut supposer aussi f harmonique, mais ceci ne nous 
servira pas (*)). 

Considérons pour un xe ( donné, le secteur C(x); soit y un 
point de C(x); on pose: r —|y— xl; on désigne par (r, 6) 
les coordonnées polaires de R", l’origine étant x; lorsque y 
parcourt C(x), alors r parcourt [0, 1], et 0; parcourt [B,, yj], 
avec y; — Bi = 4. 

On prend une fois pour toutes une fonction r — a(r), indéfi- 
niment différentiable dans [0, 1], =1 dans [0,1/3], =0 dans 
[23,1]. 

Exprimons f(y) dans le système de coordonnées (r, 4): 
f(y) = F(r, 6). On a: F(0, 8) = f(x), d’où : 


(6, 1) eae i ECO 0)) dr. 


(*) L'usage fait ici de la décomposition canonique (4, 2) est commode mais 
un peu artificiel. On peut prendre à priori f dans BL(Q) indéfiniment différentiable; 
on effectue les majorations qui suivent; on passe alors au cas général en utilisant le 
théorème de densité 2. 3. De cette façon il n’est pas fait usage de la structure hilber- 
tienne de BL°(Q), ce qui permet des généralisations utiles. 
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L'élément de volume dy vaut : 
dy =a r’~" (9) dr.db, s(@) fonction continue bornée de 4. 
Multiphons les 2 membres de (6, 1) par s(0) dû et intégrons en 6, 


die (8: vil : 
[ fla)s(0) dd =of(e)=— [© (alr) Flr, 0)pr' "dy. 


ry Gt) dr 
(on désigne par ¢,, c., ... des constantes diverses) 
Or, calculé au point y, (at) Fir, 0)) vaut : 

d = in sO 
4, alr) Er, 9)) = a(r)f(y) + à ay) ay FU), 


où a’ est la dérivée de a (donc nulle hors de [1/3, 2/3]) et 
où les a; sont des fonctions bornées continues. Donc: 


1 


f(x) = ¢s i EG) ns dy 
ù 1 
> Ÿ (y) — ad 
+ Cs > J ow ay, / ) PF cocks 
d’où : 
(6, 2) (f(x) <e,h(a) + c x ki{x) 
avec 


ha) = froide 18<k—vi<28 ve 


= ees Bs pdt tah —y\<1, ye Q. 
k;( = fred jt — y, y 


Soit y, (resp. x.) la fonction caractéristique de 1/3 <|a|< 2/3 
(resp. de |2| < 1). Soitif.| la fonction définie dans R” égale à |f| 
dans Q., à 0 ailleurs; cette fonction est dans L%(R"), et on 
peut écrire : 

h= fl 


Jnl 
Comme y,|z|'~" est sommable, on voit que h est dans L'(R”). 


= 


De même soit g; la fonction définie dans R", égale a 
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dans Q, 0 ailleurs; cette fonction est dans L*(R"); on peut 
écrire : 


et il résulte du lemme de Soboleff que cette fonction est dans 
L!(R"). Done f est une fonction indéfiniment différentiable 
dans Q, majorée (à l’aide de (6, 1) par une fonction appar- 
tenant à L’(Q), done f est dans L%(Q) ce qui démontre le 
théorème. 


Remarque 6. 1. — On peut améliorer le théorème 6. 1 dans 
le sens suivant : on suppose ( non borné, et on suppose avoir 
trouvé Q, (défini comme précédemment) tel que pour toute 
T e BL(Q) on puisse trouver une constante C telle que T + C 
soit dans L’(Q.). On suppose ensuite que l’hypothèse (H) a 
lieu (ce qui est indépendant de Q borné ou non). Dans ces condi- 
tions ( est un ouvert de Soboleff. En effet soit T e BL'(Q); 
on choisit le représentant F de la classe T° qui est dans L2(().); 
on décompose F comme ci-dessus : F = f + g; comme g est 
dans L‘(Q), on voit que f est dans L4((.) et on termine comme 
précédemment. Exemple : ( = complémentaire d’un compact 
K; Q. — ensemble des x à distance > e de Q l'hypothèse (H) 
ayant lieu. Soit ae &g, =1 sur Q., nulle au voisinage de Q*. 


Soit Te BL(Q), posons S = aT. Comme a est à support 


compact dans Q, et comme T est dans L’ sur tout compact 
(en particulier dans L* sur tout compact) la distribution S 
est dans BL(Q), et peut être considérée comme élément de 
BL(R"); comme R" est un ouvert de Soboleff on peut trouver C 
constante de sorte que S + Ce L!{R"), done T + Ce L#(Q.). 
L’ouvert considéré est de type (S) (”). 


REMARQUE 6. 2. — Il est souvent beaucoup plus élémentaire 
de donner des exemples d’ouverts de Nikodym que des ouverts 
(S). Exemple : 


Tutorime 6. 2. — Soit Q un ouvert borné, étoilé par rapport 


(7) Il est bon de donner le contre-exemple suivant: dans R? la bande 


0 < a; <1 n’est pas un ouvert de Soboleff. On prend en effet : F = oe diras 
(1 + af + 23)* 
0<a< 1/6. Cette fonction est dans BL(Q), n’appartient pas a L7(Q), et est 
nulle à l'infini; il n’existe donc pas de constante c telle que F + ce LZ. 
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à l’origine de R"; c’est un ouvert de Nikodym. (Étoilé par rap- 
port à l’origine signifie : 4Q <Q pour tout { 1; évidemment le 
résultat vaut pour ( borné étoilé par rapport à l’un quelconque 
de ses points) 


Démonstration. — Soit Fe BL(Q); on la décompose canoni- 
quement en : 

F—f+8 feBL(Q) avec Af=0, et ge®(0). 
Comme g est dans L*(Q), on est donc ramené à montrer que 
si f, indéfiniment différentiable, est dans BL(Q), alors elle 


est dans L*(Q). Or prenons t, < 1 assez petit pour que t,Q c Q. 
On peut écrire : 


fle) = fa) + fF (pea) a 


Ie fle) = flux) + > 1h Le À ftw) dé 


d’où : FF < ei (fla) + 3 s 


i=1 to 


LEA | dt) 


02; 


Soit € > 0 fixé quelconque et Q, l’ensemble des points de Q a 
distance >e de Q*. Intégrons l’inégalité ci-dessus sur Q,; 


on a: ‘hi fa) dat { |fy) 


A toQde 
comme 4,0). c t,Q ¢ Q ceci est majoré par une constante indépen- 


dante de €. Résultat analogue pour J de | ~~ fitz) di; 
Oh to i 


donc i \f(x)// da est majorée par une constante indépen- 


‘dy; 


dante de «d’où le résultat. 


7. Prolongement des distributions BL(Q) sur la frontière de Q. — 
On veut définir, dans un sens raisonnable, un prolongement 
des distributions Te BL(Q) sur la frontière [ de Q. On 
suppose pour cela que la frontière de Q est assez « régulière ». 
On peut donc déjà supposer que l’hypothése suivante a lieu: 


(7, 1) Q est un ouvert de Soboleff, n >3— (*). 
(28) Si n=2, on pourra supposer que Q est un ouvert de Nikodym au voisi- 


nage de chaque point de sa frontiére. On est ramené (localement) a prolonger les 
fonctions de &} +({2). 
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Il s’agit alors d’effectuer le prolongement sur l’ des fonctions 
de l’espace &y, .(Q). 
On introduit les notations suivantes : si x = (%, ..., Z,) est le 
point générique de R", on pose: 
wih (8), NA LS Sate a” vi 
dr = deat aE Ur Ol 
On pose ensuite : 
hhc ensemble des x avec |a*|< 14, |z,| < 1, 
(7, 2) ?W., ensemble des x e W, avec x, > 0, W, ensemble 
des xe W avec x, = 0. 


On fait maintenant sur {2 l’hypothèse suivante : 


! Pour tout ae |’, il existe un voisinage U(a) de a 
dans R'" et une application x— A(x) = (A;(x)) 
de W dans U(a) qui est biunivoque, sur, 
| une fois continuement différentiable, d’inverse 
Prési) x A '(x) =B(x) =(B;(x)) ayant les mêmes 
propriétés, les fonctions A; et B; ayant des 
dérivées d’ordre 1 bornées, et de sorte que 
U(a) 0 Q (resp. U(a) nl’) soit l’image de W 
| (resp. W,). 


On suppose enfin: 


| 
| 


ere 


I] existe un recouvrement de [ par des U(a;) 
(Pr. 2) qui est localement fini, 1. e. tout compact de R" 
rencontre seulement un nombre fini de U(a;). 


On pose: 
(7, 3) g=2"— 


n—2 
Soit s le point générique de I’, ds la mesure superficielle. 
On désigne par Lf.(l) l’espace des fonctions sur [' qui 
sont localement de puissance gq“ intégrable, avec la topologie 
habituelle. Ceci posé on a le 


THÉORÈME 7. 1. — On suppose que Q est un ouvert de 
Soboleff et que les hypothéses (Pr 1), (Pr 2) ont lieu. Alors 
il existe une application linéaire continue et une seule, u —yu, 
de 6;,.(Q) dans l’espace LI’), telle que yu coincide avec la 
valeur de u sur I’ si u est continue dans Q. 
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Démonstration. 


1. Notons tout de suite que l’unicité est évidente. En effet, on 

eut supposer 2 borné ; alors pour toute usb, (Q) il existe 
. fe . Sr . à ) à 

me suite Ur de fonctions continues dans (), tendant vers u dans 
ote), d'où lunicité. 

2. Prenons un recouvrement U(a,). Soit U’ un ouvert c De 
el que les U(a;) et U’ recouvrent 2 (on prend U’ avec U’ € Q). 
Jn construit alors des fonctions F;, F', ayant les propriétés 


uivantes : 


| Fe 6o, de support dans U’, 
(7, 4) | Fie Dm, de support dans U(a,), 0 < F <1 partout, 
_ JF) +ZF{z)—=1 size. 


On désigne par f” et files restrictions à Q des fonctions F’ 
t F;. Soit u dans &,,,(Q). On peut écrire : 


#7: 5) u = fu + Xfiu. 

La fonction f’u est nulle au voisinage de [’, et fu est dans 
espace 64, ,(U{(a;) n Q). 

Supposons que l’on montre ceci: 


_ Pour tout 1, il existe une application linéaire 
\ continue (et une seule) de &;,,(U(a;) n Q) dans 
(7, 6) ©? L(U(a)o ['), soit u—y;yu, coïncidant avec le 


| prolongement par continuité sur [ si wu est 
‘continue dans U(a;) n Q. 

On aura le théorème. En effet, posons : 

(7, 7) yu = 2yifiu). 

La somme a un sens (car le recouvrement U(a,) est locale- 
vent fini) et converge dans Li, (I'). L’application u —y u est 
yntinue, on a le théorème. Reste donc à montrer (7, 6). 

3. Or grâce à (Pr 1), les fonctions de &,,(U(a)nQ) (on 


ipprime l'indice i dans a;) correspondent biunivoquement et 
icontiniment aux fonctions de 63,,(W.) (*). 


(28) En effet : soit pe 8}, .(W.) n 6, et soit: 
pur) = p(AT!(x)), te U (a) NQ. 
On définit ainsi une fonction une fois continuement différentiable dans U(a) n Q, 


grâce aux hypothèses faites sur les fonctions A; et B;, Vapplication 9 —> 9, est 
ntinue pour les topologies induites par 6,.(W.) et &,.(U (a) 9 Q). Comme d’après 
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Soit alors u dans 6, ,(W.). Elle définit une fonction de &,,(W), 
soit i, par: 
op i Nufr}ssime Wa 
(7, 8) AE =} —x,) si æeW, x, <0. 
Or l’espace F des fonctions de &,(W) qui sont indéfiniment 
différentiables dans W, est dense dans 6, (W). Si ç est dans 
F, on a la majoration : 


(7,9) fleta, Ode < Ciléonllelh.w + ll 


c= constante: 


On part pour cela de: 


= [Fl ay LU — beta", #)P*) de, 


et l’on prend 2a = (q+ 2)/2 = q'. 

Désignons par w(œ) la fonction x°—+(x", 0); (7, 9) montre 
que l’application 9 —w/(g) est linéaire continue de 6,,,(W) 
dans L® (W,), et comme F est dense, cette application se prolon- 
ge en » — w(v), continue de &,(W) dans L”(W,), et finale- 
ment on a obtenu une application : 


(7, 10) u — w(u) 


|p(a", 0 


linéaire continue de &),(W_) dans L7(W,), coincidant avec le 
prolongement par continuité pour les fonctions continues 
dans W... 

Comme &,,,:(W,) (resp. L”(W,)) est isomorphe à l’espace 
&,(U(a)nQ) (resp. LT™(U(a)n I) (à l’aide des A, At), à 
l'application w correspond une application y = y; donnant 
lieu à (7,6), ce qui achève la démonstration du théorème (*’). 


Remarque 7. 1. — L'application y est dans et non sur. 


la note (!"), l’espace 6n6/,,(W,;) est dense dans &!,,(W.), cette application se 
prolonge en une application u—> u, de 6, (W,) dans 6}, (U (a) NQ). 

Réciproquement, si 7, est dans 6N6&},,(U(a) Nn), on définit » dans W, par 

¢ (x) = 9, (A(a)), et l’application se prolonge en u, > u continue de 64, (U (a) nQ) 
dist &4.2 (W.); cette application est l’inverse de u > u,, qui est done un omental 
de &},.(W..) sur 8},, (U (a) nQ). 

(3) On dauionien, par une méthode analogue, que la condition nécessaire 
et suffisante pour que u, élément de 8} 3 (43), soit dans Dé; (Q), est que y u = 0 | (presque 
partout) (sous les hypothéses du shaban 7.1) 
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Remarque 7. 2. — On peut évidemment obtenir des résultats 
globaux, t.e. un prolongement u — yu de 64,:(Q) dans L?(T) 
(et non plus Li.([)) avec L non compact; en effet il en est 
par exemple ainsi lorsque Q est le demi-espace x, > 0 et on 
fait des hypothèses sur Q permettant de se ramener à ce cas 
(comme dans le théorème 7. 1). 

On peut également, dans le théorème 7. 1, prendre pour I 
un morceau de la frontière (au lieu de toute la frontière). 


Remarque 7. 3. — Notons également ceci, utile dans les 
problèmes aux limites (Lions [3]): si l’on veut prolonger dans 
l'espace Li.([) on peut remplacer (7, 9) par: 


ete", 0)P da" < e! {oP de + c!|felkacmli¢lls, ws 


Wo 
(ci = constante) d’où la propriété : 


(7, 11) full < cillul| + Cy 


ul|,||ul|,, 0, compact de I. 


8. Prolongement des distributions BL(()) à R". — On suppose 
encore que () est un ouvert de Soboleff. On désigne par E 
Pespace Li,.(R"). On a le 


THÉORÈME 8. 1. — Sous les hypothèses (Pr 1) et (Pr 2) (N° 7) 
ul existe une application linéaire continue (évidemment non 
unique) de &6,:(Q) dans BL(E), soit u — Ru), telle que 
(8, 1) R(u) = wu presque partout (p.p.) dans Q. 

Démonstration. — On prend le recouvrement U(a,), U’, 
les fonctions F;, f; etc. comme au N° 7. Toute fonction u de 
6%, (Q) s’écrit : 

u = f'u + Xfu. 

On peut considérer f'u dans R"; c’est un élément de BL(E) 
et l'application u — f'u est continue de 6; ,(Q) dans BL(E). 
Supposons alors que l’on ait montré ceci : 

pour tout i, il existe une application linéaire 
continue u— R;(u) (non unique) de 6,,,(U(a;) n Q) 
(8, 2) | dans &},,(U(a:;)) telle que Ri(u) = u p. p. dans 


U(a,) n Q. 
On aura alors le théoréme en prenant : 
(8, 3) R(u) = UVER(V fu) + fu. 


22 
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En effet on peut supposer que VF; est dans Dp» (*'), de sorte 
que VF,R(\/f,u) soit dans BL(E); alors la somme (8, 3) 
converge et l’application u— R(u) est continue de &), .(Q) 
dans BL(E). En outre, pour x dans 0 (ce qui suit a un sens p.p.) : 
R(\/f;u) (2) = Vfiu(x) d’où Ru(x) = u(x), on a donc le théorème 
si l’on a (8, 2). Tout revient done a montrer (8, 2). Or c’est 
immédiat : en effet, comme on a vu dans le théorème 7. 1, 
81 ,(U(a;) n Q) est isomorphe à 6,,,(W,) et on a défini au théo- 
rème 7. 1 l’application » — 6 de &,,.(W.,) dans &.(W), qui 
vérifie: » = 9 p.p. dans W.. A cette application #56 cor- 
respond une application w—R,u) donnant lieu a (8,2), 
d’où le théorème. 

Remarque 8. 1. — Si Q est un ouvert borné vérifiant (Pr 1) 
et (Pr 2), c’est un ouvert de Soboleff. 

C’est un cas particulier du théorème 6. 1, mais aussi une consé- 
quence immédiate du théorème 8.1. En effet si we BL(Q), 
soit R(u) le prolongement à R" défini par ce théorème. Alors si 
o € Dan, © — 1 sur (, on a: pR(u) e BL(R"), donc gR(u) e LR") 
et par suite ue L{({)). 


9. Un théorème de complète continuité. — Le théorème qui 
suit n’est pas lié directement à l’étude des fonctions BL(Q), 
mais il sera utile au N° suivant. Voir aussi pour le théorème 
ci-après : Courant et Hilbert [1], Soboleff [2], Kondrachoff [4], 
Koudriavzeff [1]. 


Tutorime 9. 1. — Soit Q un ouvert borné quelconque de R" 
(de frontière quelconque, Q connexe ou non). Pour tout « > 0, 
Pinjection de 6,,:(Q) dans L’~*(Q) est complètement continue. 

Démonstration. — Soit B la boule unité de &),,(Q); il faut 
montrer qu’elle est relativement compacte dans L‘~*(Q), 
donc, d’après A. Weil [4], p. 53, 54, il faut montrer : 

a) pour tout €, > 0, il existe K compact de Q, tel que pour 
tout fe B on ait: 


Joclf(@)ftda<e,. 


(3!) Si G’, G; est une partition de l’unité indéfiniment différentiable positive 
associée au recouvrement U’, U (a;), on prendra: 
; se G? 
F’ = ——— ——— F; = —_It_. 
G? + DG?’ '~ Gt 3G? 
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b) Pour tout <, > 0 il existe n tel que 


Tal ai, heey < & 
pour tout feB, || < 1, où f désigne la fonction dans R" 
égale à fsur (, 0 ailleurs, et +, f la translatée de f de À — (As 

Démonstration de a). — On déduit aussitôt de l'inégalité 
de Hélder, K étant un compact quelconque de Q, 

ar Sa | 
exif ‘da < (mes Rushes pour tout f e B; 

or ceci est majoré par <, pour K convenable. 


Démonstration de b). — On choisit d’abord K de sorte que 
If lue (x) <e,/3. pour tout f  B. 


On prend ensuite K, avec K,>K, et l’on choisit n, tel que 
ze [K, et |k|<n, entraînent x—he [ K. Alors on a, pour 
ih} < y et pour tout feB: 


lta Fl| nex) <e/3. 
Soit alors ae %g, =1 sur K,, et b=1—a, e&. On a: 


loaf —F las de 
—=|\(af)— af + 24 6f) — BF ha: la(af) —aflh + 2/3. 
Mais on applique à (af) Schwartz [2] p. 41, 42; il vient: 


ra (af) — af het & CAF, 


ou C est une constante indépendante de fe B, et s est donné 
par : 1/s = 1/(q —e) —1/q. Ceci est majoré par ¢,/3 pour |h|< y,, 
d’où le résultat en prenant n —inf(n,, 2). 


CororLatRE 9. 1. — Si Q est un ouvert de Soboleff borné, 
l'injection de &}:(Q) dans L*(Q) est complètement continue. 

Démonstration. — Si Q est (S), &:(Q) est identique à 6, ,(0) 
algébriquement et topologiquement (ce dernier point parce que 
2 espaces de Banach algébriquement identiques dont lun a 
une norme plus grande ont nécessairement des normes équi- 
valentes) et L’ contient L’~*, « tel que g — € > 2 avec une 
topologie moins fine, d’où le résultat par le théorème 6. 1. 
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10. Ouverts de Nikodym, constante de Poincaré, problème de 
Neumann. — Soit ( un ouvert de R’, pour l'instant quelconque. 
On rappelle que &{:(Q) est l’espace de Hilbert des fonctions 


3 0 - . 
ue L’(Q), telles que Shihan L? pour tout 1, avec la norme: 
T; 


Nul = (halle + af). 


On désigne par N (cf. Lions [1]) l’espace des fonctions u e &r;:(()) 
telles que Au soit dans L*(Q), et telles que l’on ait: 


(10, 4) (— Au, +). = (u, 9), pourtout ¢ e &,.(Q). 
Cet espace contient 9; muni du produit scalaire : 
(u, v}n = (u, v)gt, + (Au, Apr 


c’est un espace de Hilbert. Si la frontière de Q est « régulière » 
toute fonction de &:, de laplacien de carré sommable et de 
dérivée normale nulle sur la frontiére de Q, est dans N. Les 
fonctions de N sont des fonctions de dérivée normale nulle 
sur la frontière de 2 dans un sens généralisé, et valable quelle 
que soit la frontière de Q. 

Ceci posé on a le 


THÉORÈME 10. 1. — L'opérateur —A—d, est un 1somor- 
phisme de N sur L* pour tout À < 0. 

Démonstration (**). — On veut résoudre l’équation : 

(40, 2) — Au — Àu = f, 


f donné dans L’, u cherché dans N. Pour » quelconque dans &},, 
on a: 


(10, 3) (u, ¥)ge— (A+ 1)(u, ou = (fo) 


et réciproquement si u est dans &1:(Q), et vérifie (10, 3) pour 
tout » dans &j;(Q), u est dans N et vérifie (10, 2). Donc (10, 2) 
équivaut a (10, 3). 

Or pour f donné dans L’, » > (f, px: est une forme semi 
linéaire continue sur &:(Q), donc &;:(Q) étant un espace de 


Hilbert, 
beet oe AM 


(*) Voir aussi Lions [3]. Ce théorème se généralise par le même procédé 
de démonstration aux opérateurs elliptiques à coefficients variables. 
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ce qui définit G, élément de l’espace £(L*; 6:)(*). Si Pon 
désigne par G, la restriction de G à {(61:; Sis), on a là un 
opérateur hermitien positif, et (10, 3) équivaut à : 

(10, 4) (1—(Q+1)G,)u= Gf 

Or (Gu, U)gt:=||u||I-, d’où résulte facilement que 1—(A-+ 1)G 
est inversible pour À < 0, d’où le théorème. 


Par définition, on appellera probléme de Neumann, relati- 
vement à l’opérateur —A—A, le 


Problème 10.1. — Trouver U dans L*, avec AUe | 
solution de 

11095) —AU—AU—F, 

F donné dans L’, avec la condition aux limites 

(10, 6) h—UeN, 


h donné dans L* avec Ah e L’. 

En posant u = h — U, il résulte aussitôt du théorème 10. 1 
le 

CorozLaIRE 10. 1. — Le problème 10. 1 admet une solution 
unique pour tout À << 0. 


DériniTioN 10. 1. — On appelle spectre de A pour le problème 
de Neumann, l’ensemble des À tels que —A— 7 ne soit pas 
un isomorphisme de N sur L’*, ou encore, l’ensemble des À tels 
que: 1 — (À + 1)G, ne soit pas inversible dans £(6[:; 612). 

Ce spectre est réel, et porté par le demi axe À > 0, ceci par 
le théorème 10. 1. 

On va l’étudier de façon plus précise moyennant l’hypothèse 
supplémentaire : 


Q est un ouvert connexe borné tel que l’injection 
de 61:(Q) dans L*(Q) soit complètement continue. 


(10, 7) 


Exemple. — Q est un ouvert de Soboleff borné; on a bien 
alors (10, 7), par le théorème 9. 1. 

Sous l'hypothèse (10, 7), l’opérateur G,, composé de l’injec- 
tion de &!; dans L’ et de G, est complètement continu, donc 
le spectre est dénombrable; À, = 0 est valeur propre de dimen- 


(33) De façon générale, si E et F sont 2 espaces vectoriels topologiques, 
& (E; F) désigne l’espace des applications linéaires continues de E dans F. 
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sion 1, car Au—0, ueN, équivaut à {|u, = 0, ve. à 
u = constante, donc si l’on range les valeurs propres par ordre 
de grandeur croissante, on a : 


MO CM ENST 


On va étudier maintenant de façon plus précise le problème 
pour À = 0 et À = Ay 

Le problème de Neumann pour l'opérateur — A(À = 0). — Pour 
étudier le problème de Neumann relativement à — A, il n’est 
pas nécessaire de supposer que l’on a (10, 7). On supposera 
seulement que Q est un ouvert connexe borné. On cherche alors 
u dans N, solution de 


(10, 8) — Au = f, f donné dans L*. 


Comme la fonction 1 est dans &::(0), si (10, 8) a une solution 


on a: (— Au, 1): = (u, 1), = 0 donc: 
(10, 9) Jota) dx = 0. 


On désigne par L? le sous-espace vectoriel fermé de L*(Q) 
formé des fonctions f qui vérifient (10, 9). 
On a alors la 


Proposition 10. 1. — Soit ( un ouvert connexe borné. 
Si À applique N sur Lj, alors Q est un ouvert de Nikodym. 

Démonstration. — On va démontrer que sous les hypothèses 
de la proposition, (2 donne lieu à l'inégalité de Poincaré; on a 
alors le résultat par application du théoréme 5. 3. 

Soit done A l’ensemble des fonctions u e &j; telles que 


Jou(z)dr=0 et — [ful <4 


On aura linégalité de Poincaré si l’on montre que A est. 
borné dans L;. 

Or soit f donné quelconque dans L?; il existe par hypothèse 
au moins une fonction u, dans N telle que — Au, =f; on a 


alors 
{—- Au,, U)L = (Up, u), = (f, Ur 
d’où : \(f, u)2|< [lus 


pour tout ue A, ce qui montre que A est faiblement borné 
dans Lj, donc est borné, c.q.f.d. 
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On a réciproquement la 
Proposition 10. 2. — Si © est un ouvert de Nikodym, le 
probléme (10, 8), avec la condition (10, 9), admet une solution, 


déterminée à une constante additive près. 


Démonstration. — Puisque l’on a (10, 9), pour tout » e BL(Q) 


(done à 61: (Q), vu que Q est un ouvert de Nikodym), on a: 


(f, vhe = (f, e+ chu, ¢ = constante quelconque. 
Donc : 
(10, 10) D — (f, ei 
est une forme semi-linéaire sur BL'(Q). En outre : 
(f, #)2el <Tfleinf Île + ells < Cllfl hello) 


puisque sur () on a l’inégalité de Poincaré. Donc (10, 10) est 
une forme continue sur BL'(Q), donc: 


(10, 11) (f; oie SE (Hf, 9") 
ce qui définit Hf dans BL'(Q) et H est élément de #{L;; BL’(Q)). 


Il est maintenant immédiat que Hf=w’ donne lieu à (10, 8) 
pour tout uw dans u’, d’où la proposition. 
On peut résumer les 2 propositions précédentes dans le 


Tutorime 10. 2. — Pour que le problème de Neumann 
homogène (10, 8), avec la condition (10, 9), admette une solution 
(unique à une constante additive près), il faut et il suffit que 
Pouvert Q soit un ouvert de Nikodym(**). 


La 22 valeur propre , et la constante de Poincaré. — On a à 
ce sujet le 
Tutorime 10. 3. — Si l’ouvert Q vérifie (10, 7), alors c’est 


un ouvert de Nikodym, et la constante de Poincaré P(Q) est 
égale à 1[X,, À, étant la 2° valeur propre du problème de Neumann. 


Démonstration. — On a (Cf. par exemple Courant et Hilbert), 
en désignant par u, la 2€ valeur propre de l'opérateur G,, 
la suite u,, ,, … des valeurs propres de G, étant non croissante, 


max. (Gu us, webb, |lulles=1, Joux) dr =0. 


(34) On a, par la même méthode, un théorème analogue pour des opérateurs 
elliptiques à coefficients variables. 
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Mais : 
(Giu, u)g!, = |[lu/[i: et ur, = 4/(A, + 1). 


Donc pour tout u dans &;:, avec fu x) dx = 0 on a: 
Aaffuifée < Tluf. 


Si maintenant f est quelconque dans 6j:, on pose: 


‘eam LÉ Q ff a 


on peut appliquer à u l’inégalité ci-dessus, d’où : 


f\feytac——* | fra) del < LR 


i} 


a a dd à4 


et dans cette inégalité, 1/À, est la meilleure constante eesti q 


d’où le dius tt: 


aot aq 

. vt} AFS 
à : UE eto 

VASE ri ie i ASS ted he 

hr Jon sis" np vit 
we GUY a KW Ty 10" stay ae rh 

La ps ; 

ses snl a Ke À sta à “Gris 
" Baeble = 


how ry a LE 
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Il. — PROPRIETES FINES DES FONCTIONS (BL) 


1. Capacité, énergie, fonction de Green. — Nous allons rassem- 
bler dans ce paragraphe les notions de théorie du potentiel 
indispensables pour l’étude approfondie des fonctions de 


Beppo Levi. 


Notations. — Nous désignerons par: 
h(x) le noyau newtonien dans Rx" si n > 2, —log|a| 
Bre) 2} 


U(x) = / h(x—t) du(t) la valeur en x du potentiel new- 
tonien engendré par la mesure 1. 

U(x) ce même potentiel lorsque & = fda est la mesure 
de densité f. 

a, le « flux élémentaire » dans R", c’est-à-dire (n — 2)s, 
sin > 2 (s, = aire de la sphère unité), 2x sin = 2. 

Nous appellerons domaine (de R") tout ouvert connexe (2; 
la frontière et l’adhérence de 2 seront notées respectivement 


Ô et Q. 


Capacité. — Nous utiliserons exclusivement la capacité 
de Wiener. La capacité d’un compact e de R'(n > 2), notée 
cap (e), est la borne supérieure des masses totales des mesures 
u > 0 portées par e, avec U#(x) <1 partout; on définit ensuite 
la capacité d’un ouvert w (borne supérieure des capacités des 
compacts contenus dans w), puis la capacité extérieure d’un 
ensemble quelconque e, notée aussi cap (e). Un ensemble de 
capacité extérieure nulle sera dit polaire; on dira « quasi- 
partout » au lieu de « sauf sur un ensemble polaire ». La capacité 
extérieure de la réunion dénombrable d’ensembles e, satisfait 
à la relation fondamentale : 


- æ 


(1, 4) cap ( U en) <3 Oo 
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La situation est moins simple pour n = 2; les définitions 
précédentes s’appliquent encore si on se borne a considérer 
des ensembles contenus dans un cercle de rayon 1, mais encore 
faut-il prendre garde que la relation (1, 1) n’a pas toujours lieu 
si les e, ne sont pas tous contenus dans un ensemble de dia- 
mètre 1. 

On pourrait chercher à utiliser d’autres procédés : introduc- 
tion de capacités négatives, du noyau log(a/|a|) (a> 1), 
de la capacité logarithmique; tous ont leurs inconvénients, 
c’est pourquoi nous nous contenterons des définitions précé- 
dentes; elles nous suffiront, jointes à celle-ci: un ensemble 
plan e est dit polaire si cap (e n K) = 0, quel que soit le compact 
K de diamètre < 1. 


Energie. — Une mesure de Radon u dans R'(n > 2) est 
dite d'énergie finie si l'intégrale 


I(u) = [{h(w—y) du(x) du(y) = [ U(x) du (x) 


est absolument convergente. Le nombre I(x), appelé énergie 
de u, est réel. 

Pour n> 2, I(u) est positif, nul seulement si 4 = 0; sa 
racine carrée est donc une norme hilbertienne sur l’ensemble 
des mesures d’énergie finie. 

Pour n = 2, I(u) peut être <0; cependant c’est encore le 
carré d’une norme hilbertienne sur chacun des ensembles 
suivants : 

a) les mesures d’énergie finie portées par un même cercle 
de rayon < 1. 

b) les mesures d’énergie finie de masse totale nulle. 

Le produit scalaire associé est l'intégrale 


Ju, v) = [[ h(a — y) du(x) diy) = [U"(a) dy(æ), 
appelée énergie mutuelle de u et v. 


Si LL est de la forme d dx, avec 4 e D(R") (ou même seulement 
continue à support compact), on a la formule élémentaire : 


(1,2) 1) == flared Uta)f de = + jury, 


valable même pour n= 2, mais en supposant alors ) de masse 


totale nulle ( {de = 0). 
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Une autre formule élémentaire, mais moins connue, et que 
nous n'utiliserons qu'au paragraphe 6, est la suivante: si 
n 
B= (9, 0) = {D(R*)|" et si b = > 29,/d0,=— divi (ce qui 
k==1 
suppose Ÿ de masse totale nulle), on a: 


AP Rae 
(1, 3) Ip) <a, fli(æ)| de (**), 
l’égahté n’ayant leu que si i est un vecteur gradient; à noter 
que le potentiel UŸ peut alors s’écrire : 


Ut (x) = [ grad, (x —t) . i(t) dt. 


Nous allons maintenant établir, dans un cas simple, un résultat 
souvent utilisé en théorie du potentiel : (**) 


Lemme 1. 1. — Soit 9 e 9D(R"); si n = 2, on suppose  nulle 
hors d’un cercle de rayon < 1; soit E l’ensemble des points x en 
lesquels on a: \o(x)| > x, nombre positif donné; alors : 


nil ete 
(1,4) cap(E)< | |grad gf dr = à 


Démonstration. — Supposons d’abord réelle = 0; d’après la 
formule élémentaire de Poisson on a: 9 = UŸ, avec 4 = — Agja,,. 
Soit e un compact contenu dans E; si la capacité de e n’est pas 
nulle il existe par définition, pour tout e compris entre 0 et 
cap (e), une mesure positive portée par e, telle que 


yf du. > cap (e)—e, et Se) St 
pour tout x e R"("); ’énergie mutuelle des mesures Ÿ dx et u est: 


Ib, u)= f'Utdu = fe du > alcap(e) —ce]; 


(35) Cette formule est établie dans un cas plus général (vecteur t de carré 
sommable dans R", à support compact sin = 2) dans Deny [1], en utilisant la trans- 
formation de Fourier; on peut évidemment l'obtenir directement; dans R, par 


exemple, elle résulte de l'identité connue : 
a — [9 
figrad urpar + [rot VF dr = 16 #7 | HE 


où Ÿ = | grad h(a—t) À i (t) dt; cette identité admet d’intéressantes générali- — 
sations. rs # Pr 

(38) Voir un énoncé; voisin, nommé « principe de Dirichlet », dans Polya et 
Szego [1] (chapitre Il); lafdémonstration rapide que nous en donnons s’appuie sur 
une idée de Cartan [1]. 

(31) On pourrait aller un peu plus vite en ut 


de e. 


lisant la distribution capacitaire 
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mais l'inégalité de Schwarz s’applique à J(), u), même pour 
n = 2, car d dx et u sont portées par un même cercle de rayon 
Casta ie coe ; 

[JY WP < (4) (4) < [eap (e) — e] Halt 
(d’après (1. 2), valable même pour n = 2, car 4 est de masse 
totale nulle). En rapprochant il vient : cap (e) —e <||9||*/a,2°, 
d’où (1. 4) en faisant e—0 (car cap (E) est la borne supérieure 
des nombres cap (e)). 

Supposons maintenant + à valeurs complexes; |¢| est continue; 
c'est une fonction de BL(R"), et ||(\¢)[|<|l¢(|, (voir I, 
remarque 3. 3 dans un cas simple). Soit 9, = gp, la régula- 
risée de |¢| par p,e D(R"), à valeurs réelles >0, nulle pour 
Ix|> 1/k, de masse totale 1(k— 1, 2...); 9,(x) converge uni- 
formément vers |o(x)|, et 9, converge vers |¢|dans BL(R”). Soit 
alors €, 0e < a; pour k assez grand, E est contenu dans 
l'ensemble E,(o;(x) >a—e) (en vertu de la convergence 
uniforme), donc d’après la première partie de la démonstration 
cap (E) <[j¢,l|{/a,(a—e)*, d’où (1. 4), en faisant tendre k vers 
+ co et € vers 0. Ce raisonnement est encore valable 
pour n = 2, car, pour k assez grand, les +, sont nulles hors d’un 
cercle de rayon < 1. 


Fonction de Green. — Tout domaine Q de R" avec nee 
tout domaine plan (© de complémentaire non polaire, admet 
une fonction de Green et une seule, notée G(x, y)(x, y € Q), carac- 
térisée par: 

a) G(x, y) > 0. 

b) Pour x fixe, G(x, y) est harmonique en tout YF x et 
est équivalente à h(x— y) au voisinage de x. 

c) Pour x fixe, lim G(x, y) — 0 pour « quasi » tout point- 
frontière y, (d’une façon précise: en tout point-frontière 
régulier). 

Cette fonction est symétrique : G(x, y) = Gly, x)(x, ye Q); 
on peut la définir pour x et y e R" en lui attribuant la valeur 0 
dès que l’un au moins des points x ou y est extérieur à Q, ou 
point-frontière régulier. Pour être complet, il resterait à la 
définir lorsque l’un au moins des points 2 ou y est point- 
frontière irrégulier, mais ce raffinement est sans importance 
pour notre objet (*). 
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Il est possible de développer une théorie du potentiel 
par rapport à la fonction de Green en tout point semblable 
à la théorie newtonienne, ces deux théories étant identiques 
pour (= R" avec n > 2 (dans ce cas on en a en effet 
G(x, y) = h(a — y)). Dans cette nouvelle théorie le cas n = 2 
ne se distinguera pas des autres. 


On définira ainsi des potentiels de Green Uf(x) = | G(x, t)du.(t), 


Ce 


et des mesures d’énergie finie « relativement à la fonction de 
Green », c’est-à-dire les mesures u dans (, pour lesquelles 
Pintégrale 


Io(u) = [fG(a, y) du. (x) du (y) = [ Ud du. 


est absolument convergente. La racine carrée de Ig(u.) est une 
norme hilbertienne sur l’ensemble de ces mesures. 
On a encore des formules élémentaires analogues a (1, 2) 


et (1, 3); si Pe D(Q), on a: 


(1,5) lot}) =~ | lgrad Ud (a)f de == Up. 


ne 


Si d’autre part ) = divi, aveci = CPR e Ÿ(Q), ona: 
(4, 6) la) < a fl ()f de (°); 


(38) Si xeQ, G (x, y), déjà définie quasi-partout, peut être prolongée de façon 
à être sousharmonique en y £ x dans R" tout entier; finalement, grâce à la symétrie, 
G (x, y) est encore définie quasi-partout si x est point-frontière irrégulier, et on peut 
la prolonger aux y qui sont points-frontière irréguliers par un procédé analogue. Ceci 
résulte immédiatement de Brelot [3] (p. 326-327), où un cas plus général est envisagé, 
celui d’un ouvert de l’espace R" rendu compact par adjonction d’un point à l'infini. 
Rappelons ici un résultat utile : si Q, tend en croissant vers Q, la fonction de Green 
correspondante G, (x, y) tend en croissant vers G (x, y) (voir par exemple Brelot 
[3] p. 327). 

(38) Si Q est assez régulier (par exemple borné et limité par un nombre fini 
de surfaces à courbure bornée), cela résulte de la formule élémentaire de Green 


appliquée a U = U} : 


[vant faute Lui 
a a a dv 


car U = Osur Ô et les hypothèses de régularité entraînent que les dérivées du premier 
ordre de U sont continues et bornées dans Q. Le cas général s’en déduit par passage 
à la limite, à l’aide du théorème rappelé à la fin de la note précédente. 

(#0) Cette formule se déduit de (1. 3) et de l'inégalité Ia(p) <I (}), qui 
suppose ¢ de masse totale nulle sin = 2; cette dernière inégalité est une conséquence 
connue de la théorie du balayage, le seul cas délicat étant celui où n = 2 et Q non 
borné (on utilise alors le passage à la limite signalé dans la note précédente). 
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US peut alors s’écrire : 
Ub(#) = fgradG.(a, t).i(t) dt. 


Pour achever ces préliminaires, observons encore que, de 
même que G(a, y) peut être définie pour x et y¢Q, on peut 
donner un sens a Ig(u) pour certaines mesures de R'. En 
particulier [g(Ÿ) est fini et >0 pour toute 4 e 9(R"); on a d’ail- 
leurs Io(p) <I(), même si n= 2, mais en supposant alors 4 
de masse totale nulle. 

La racine carrée de IQ(Ÿ) est donc une semi-norme hilbertienne 
sur (R") (mais non en général une norme); la forme bilinéaire 


\ 


associée Jo(y, L) satisfait à l'inégalité de Schwarz: 
(1:77) Ja(g, 4) < lo(¢) lo(Ÿ). 


2. Retour sur l'espace 9' (Q). — Les méthodes de la théorie du 
potentiel vont nous permettre d’améliorer le théorème 4. 3 du 
chapitre len caractérisant les domaines plans non bornés (2 tels 
que 9'(Q) soit un espace de distributions. 


Tutorime 2. 1. — Soit un domaine plan Q; pour que D'(Q) 
soit un espace de distributions, il faut et il suffit que le complé- 
mentaire [2 soit non polaire; les éléments de 9'(Q) sont alors 
des fonctions qui, prolongées par 0 hors de (2, sont dans Li,.(R°) 
pour tout r fint. 


Démonstration. — La condition est suffisante : soit en effet Q un 
domaine plan de complémentaire non polaire, et soit {o,{ une suite 


de Cauchy dans 9(Q), normé par ||¢\|, toi figrad g| dx) 2, 
on va montrer que 9, converge dans d(Q) et même que, 
si 4 est le prolongement de ¢ par 0 hors de Q, >, converge 
dans D'(R°); a cet effet il suffit de vérifier que afi o, Ÿ dx converge 
(Schwartz [1], p. 75) quel que soit 4 e D(R*); or si on pose 
di —A$/2r, on a , = Uh = Uk (“), d’où, d’après (1, 2) et 
(HAT 


(*) Conséquence simple de la propriété suivante: tout potentiel de Green 
engendré par une mesure à support compact dans Q admet la pseudo-limite 0 quasi- 
partout a la frontiére de Q (voir au paragraphe suivant les définitions et références 
relatives à la notion de pseudo-limite). Il est plus élémentaire d’observer que si Q est 
régulier, Use = 0 partout a la frontière, donc la fonction harmonique bornée Use — Ut 
est identiquement nulle dans Q; ie cas où Q est quelconque (de complémentaire 
non polaire sim = 2) s’en déduit par passage à la limite (voir les notes précédentes). 
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rea Fadel =| f (UR — UE) dal = | Joue —ÿu D 
1 i 
< Io(de à om Vx) To(v) = a lx. h — Dll lo (Ÿ) 


¢ 
eet 
—_— 
wey) 


d’où le résultat; pour montrer que 9'(Q) est bien un espace 
de distributions, il reste à vérifier que Pinjection de D1(Q) 
dans ’(() est biunivoque, ce qui est facile (*). 

Soit T la distribution dans R’, limite de la suite {¢,{ ; évidem- 
ment Te BL(R*), done Te Lj..(R*) pour tout r fini (I, théo- 
rème 2. 1); larestriction T de T à Q est la distribution de D'(Q) 
associé canoniquement à l’élément de ®'(Q) défini par la 
suite} of. 

Il reste à montrer que la condition est nécessaire; cela 
résulte immédiatement (°°) du contre-exemple b (I, remarque 
4. 1) et du théorème suivant, intéressant par lui-même et 
valable quel que soit n > 2; la démonstration que nous en 
donnerons fait appel à la théorie du « balayage », et on pourra 
la laisser de côté en première lecture : 


THÉORÈME 2. 2. — Soit Q un domaine de R", n >2, de 

complémentaire polaire; D(Q) est dense dans D(R"), normé 
a > Pp 2 
par |lell = ( figrad el de)" 

Démonstration. — Soit en effet g¢9(R"); on va voir qu'il 
existe ) e DR"), nulle hors d’un compact de ( avec ||p— (| 
arbitrairement petit. Soit B une boule hors de laquelle 9 = 0 
(si n = 2, on supposera le diamètre de B < 1; cela ne restreint 
en rien la généralité puisque toute 9 e D(R”) est somme finie 
de fonctions indéfiniment dérivables, nulles hors de telles 
boules). : 

Soit {w,{ une suite d’ouverts tels que @¢.,° Nw, = Q, 
et cap (a, n B)—0 (une telle suite existe, car Q est polaire). 


(*) Voir note (?) p. 321. . 
(#2bis) Soit 9, une suite de Cauchy dans Da pour la norme ||9||,, UC R?. Si o%, 


converge dans 4, alors $, converge dans Dhs. En effet, si pO Das ii $(x) dx — 0, 
alors | o,/dx converge. Si maintenant Ÿ est quelconque dans 9°, on prend aeDo, 
de masse totale 1, et on introduit 0Ô—4— @ nf ddx ; alors { ?.k0dx converge, donc 


[tds converge, c. q. f. d. 
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Soit & la mesure de densité —Ag/a,; y. est portée par B, 
et o = Ut. Désignons par y, la restriction de 4 à | w,, par Va 
et »,, les mesures « balayées » de uw et ux, sur @, U [B ou, ce 
2 * 
. . x _ gs a 43 
qui revient au méme, sur (@, n B) uB, pour h>k(*). 
Ope r 2 1/2 
Nous noterons ici |A] la norme-énergie (I(A))'” de la 
mesure d’énergie finie À; il résulte aisément de la théorie du 
balayage des mesures d’énergie finie que 
[a — vx al TI — ll 0 


avec 1/k, et que [|| — 0 avec 1/h (*); done 
x, all + [val 


est arbitrairement petit pour k et h assez grands. 
Considérons maintenant le potentiel d’énergie finie 


u = Ur — Ur; 


par définition du balayage, il est nul dans w, et hors de B; sa 
régularisée |) = uxp par une p e 9(R") convenable est dans D(Q), 


AIRES 


car le support de w est à distance positive de 0, et c’est le 
potentiel engendré par la mesure (u,—v,,,)*9, qui converge 
fortement (au sens de la norme-énergie) vers u;—u,, lors- 
que p converge vers ¢ en un sens convenable (**). 

Finalement on a, d’après (1, 2) : 


ap — |, = || — (x — Ye, x) * pÎ| 
[le dll + fa al] + [|e — Ye, à — (tee — Ye, a) * gl 


(3) Voir Cartan [2] pour la théorie du balayage; on ne considère ici que 
des mesures d’énergie finie; si \’ est la balayée de A > 0, — 2’ et id’ sont par défi- 
nition les balayées de — X et de iA; la théorie de Cartan est valable pour n = 2, sion 
se place dans un compact de diamétre < 1. 

(#) Pour montrer que »u,—>p fortement (au sens de la norme-énergie), 
on peut supposer p > 0; les potentiels U# forment alors une suite croissante, majorée 
par un potentiel d'énergie finie; il en résulte (Cartan [1]) que ux converge fortement, 
donc vaguement, vers une mesure qui n’est autre que p. Démonstration analogue 
pour v; > 0 (on utilise le théorème de Cartan sur les suites décroissantes de potentiels). 
Enfin la relation ||v, — va, x || < ||» — || exprime que le balayage d’une mesure 
n’augmente pas l’énergie. 

(**) Si A est une mesure d'énergie finie, et si a, est une mesure positive de 
masse 1, portée par la boule de centre O et de rayon 1 /k, \xax converge fortement 
vers À; c’est bien connu si a, est la distribution homogène de la masse 1; le cas 
général n’est pas difficile à démontrer (on trouvera une démonstration, faisant appel 
à la transformation de Fourier, dans Deny (1)). 
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quantité qui peut être rendue arbitrairement petite en prenant 
k et h assez grands, puis o suffisamment « voisine » de 0; le 
théorème est done établi. 


REMARQUE 2. 1. — Nous verrons plus loin (§ 5) que toute 
fonction continue de 9'(Q), prolongée par 0 hors de Q, admet 
la « pseudo-limite » 0 quasi-partout sur (2; il en résultera 
que la condition « [a polaire », qui est déjà suffisante, est 
également nécessaire pour que 9(Q) soit dense dans 9(R"), 
normé par ||¢| 


4" 


3. Fonctions (BL) précisées. 


Définition 3. 1. — Une fonction F, définie quasi-partout 
dans un domaine Q de R", n> 2, possède la propriété (P) si, 
quel que soit e > 0, il existe un ouvert w de capacité <e tel 
que la restriction de F à Q—w soit continue; si n—2, 
F possède la propriété (P) dans Q si F satisfait à la condition 
précédente dans tout domaine Q, € Q de diamètre <1. 

Les résultats suivants sont des conséquences immédiates de 
la définition : 

Proposition 3. 1. — Si F est quasi-partout égale à une fonc- 
tion possédant la propriété (P), F possède la propriété (P). 


Proposition 3. 2. — Deux fonctions possédant la propriété 
(P), qui sont presque-partout égales, sont quasi-partout égales. 


Proposition 3. 3. — Si F et G possèdent la propriété (P), 
il en est de même de F + G, FG, |F| et, st F et G sont réelles, 


de sup (F, G) et inf (F, G). 


Proposition 3. 4. — Si F possède la propriété (P) dans Q, 
« quasi toute droite » parallèle à une direction À arbitraire 


A 


découpe sur ( des intervalles tels que la restriction de F à 
chacun d’eux soit continue. 

Autrement dit : les traces des droites exceptionnelles sur un 
hyperplan Il perpendiculaire à À constituent un ensemble 
polaire (dans R"); en effet, d’après un théorème connu de 
M. Brelot [1] sur les transformations minorant les distances, 
la capacité de la projection sur I de l’ensemble » de la définition 


ee est. <. €. 
23 
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Définition 3. 2. — Une fonction F, définie quasi-partout. 
dans Q, est dite fonction (BL) précisée dans Q si: 

(a) Fe BL(Q); 

(b) F possède la propriété (P) dans Q. 

Cette définition est indépendante du choix des axes de 
coordonnées. D’aprés la proposition 3. 4 et I, lemme 3. 2, 
toute fonction (BL) précisée posséde la propriété (AC) dans Q, 
et ceci quel que soit le choix des axes. 

Tutorime 3. 1. — Toute fonction Fe BL(Q) est presque 
partout égale à une fonction (BL) précisée dans Q(**). 

Démonstration. — Il suffit de montrer qu'il en est ainsi dans 
tout domaine borné de (); sin = 2, on supposera done © borné 


et de diamètre <1. En outre, d’après le théorème de décom- 


position (I, th. 4. 5), F est la somme d’une fonction harmonique 
et d’une fonction de 9'(Q); on peut donc supposer F eŸ (02). 

Soit une suite de fonctions ¢, convergeant vers F dans Ÿ' (Q); 
on peut supposer, en prenant une suite partielle, que la série 
YA, —cilf converge. Appelons ¢, le prolongement de 9, 
par 0 hors de {2 et posons 


C7 as E,(|2:.1(x) — $,(2)| > 1/25), GO; — L Je: 
d’après (1. 1) et (1. 4) ona: D 


cap(w,) < ¥ cape) <> S Arr. — ul 
k=j ank=j 
donc cap (w,) tend vers 0 avec 1/7. Mais dans R"—w, la suite }$,} 
est uniformément convergente; donc &, converge quasi-partout 
vers, une fonction F*, dont la restriction à R" — w, est continue; 
F" possède donc la propriété (P). 

Il reste à montrer que F* = F presque partout dans (); 
or 9, > F dans &;:(Q) si Q est borné (I, théorème 4. 2), 9, > F 
dans 6,,,(Q) sin >2 (I, théorème 4. 3); dans tous les cas 
considérés, si Ÿ est une fonction mesurable bornée à support 


compact, J gud de [ FY dx; mais si Ÿ est nulle dans «, on a, 
d’apres la convergence uniforme : 


[tien fede f Phe 


(**) Deny [1] chap. IV; nous reproduisons, à quelques variantes près, la 
démonstration de cet article. 
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on a done F° = F presque partout sur [ quel que soit 7, et 


par suite presque partout dans Q (l'intersection des w, étant 
polaire, donc de mesure nulle) 


REMARQUE 3. 1. — La démonstration donne plus; la fone- 
tion F* qui vient d’être construite possède la propriété (P) 
dans R" tout entier; on peut donc énoncer, compte-tenu de la 
proposition 3. 1: 

Si F est une fonction (BL) précisée de 9'(Q), avec Q borné 
st n= 2, le prolongement de F par 0 est une fonction (BL) 
précisée dans R". 

Nous reviendrons plus loin (§ 5) sur ce résultat que nous 
étendrons facilement aux domaines plans non bornés. 


Pseudo-limite et continuité fine. — La définition 3. 2 a le 
mérite de faire appel au minimum de notions de théorie du 
potentiel, mais pour une étude approfondie, notamment à la 
frontière, il nous sera utile de donner une définition équiva- 
lente mettant en jeu des propriétés plus subtiles. 

A cet effet, rappelons qu’une fonction F(z), définie quasi-par- 
tout au voisinage de x,, admet la pseudo-limite / en x, s’il existe 
un ensemble e effilé en x,, tel que lim F(x) = l(a +a,, v€ e) ("’). 
Si de plus F(x,) = 1A ~, F est finement continue en x, (“). 

Nous renvoyons a M. Brelot [2] pour la définition et les 
principales propriétés des ensembles effilés. Rappelons simple- 
ment qu’un ensemble effilé en x, est très rare, au point de vue 
métrique, au voisinage de x, : pour l’instant les deux propriétés 
suivantes nous suffiront (*) : 


Proposition 3. 5. —- Deux fonctions finement continues en 
x, et presque partout égales au voisinage de x, ont la même 
valeur en x. 


Proposition 3. 6. — Toute fonction possédant la propriété 
(P) est quasi-partout finement continue. 

Voici la caractérisation des fonctions (BL) précisées que 
nous avions en vue : 


(*) Brelot [2] | 

(*) On trouvera dans Cartan [2] une étude détaillée de la « topologie fine ». 

() La proposition 3.5 est une conséquence immédiate de la définition; 
la proposition 3. 6 est établie dans Deny [1] (chap IV, lemme 3). 
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Tutorime 3. 2. — Pour qu'une fonction Fe BL(Q) soit 
une fonction (BL) précisée, il faut et il suffit qu’elle soit 
finement continue quasi-partout dans Q. 


Démonstration. — La condition est nécessaire, d’après la 
proposition 3. 6. Soit inversement Fe BL(Q), quasi-partout 
finement continue; soit F* une fonction (BL) précisée égale 
à F presque partout dans ( (théorème 3. 1); on a F = F* 
quasi-partout (proposition 3. 5), donc F est une fonction (BL) 
précisée (proposition 3. 1). 


4, Un théorème de complétion. — Nous allons d’abord étendre 
le lemme 1. 1 aux fonctions (BL) précisées de 9'(R”) : 


Lemme 4. 1. — Soit F une fonction (BL) précisée de D'(R") 
nulle hors d’un compact de diamètre < 1 sin = 2; soit e l’ensemble 


E,(F(x) > «> 0); on a: 


IF 
ER) cap (e i PAE, 
Démonstration. — Soit F le prolongement de F par 0 hors 


de Q. D’après la démonstration du théorème 3. 1 et la propo- 
sition 3. 1, il existe une suite de fonctions ¢,€9, nulles hors d’un 
même compact de diamètre < 1 sin = 2, telles que 9, converge 
vers F dans 9'(R"), et que ©,(x) converge uniformément vers 
F(a) sur le complémentaire d’un ouvert w de capacité arbi- 
trairement petite (cap (w) <e). Soit alors ¢,,0 Le, La; soit 
ex = E,(),(x)| > a«—e,); pour k assez grand, on a, d’après 
la convergence uniforme : ece,;u w, d’où, d’après (1, 4): 


cap (e) < cap (w) + cap (e,) < nie de 
(a—e 
d’où (4, 1), en faisant tendre k vers + 00, € et e, vers 0. 
Le théorème suivant montre que si 9'(Q) est un espace de 


distributions, l’ensemble des fonctions (BL) précisées de 9' (Q) 
constitue une classe hilbertienne hypernormale au sens de 
N. Aronszajn (°°); l'introduction de ces fonctions résout donc 


(°°) Voir Aronszajn [1], Aronszajn et Smith [1]. 


LES ESPACES DU TYPE DE BEPPO LEVI 357 


le probleme de la « complétion fonctionnelle parfaite » de 


Bus: : 3 , fc 1/2 
D(0), normé par ||9||, = Cf lgrad +} dx) : 


THÉORÈME 4.1. — Soit Q un domaine quelconque de 
R"(n > 2), de complémentaire non polaire si n = 2; soit {F,} 
une suite de fonctions (BL) précisées de 9'(Q) conver geant, 
au sens de la norme, vers une telle fonction F ; on peut en extraire 
une suite partielle |F,,\ telle que F,,(x) converge quasi-partout 


vers F(x) dans Q. 


Démonstration. — Supposons d’abord que, si n = 2, Q est 
borné et de diamètre < 1. En utilisant le lemme 4. 4 au 
heu du lemme 1. 1, on voit, en suivant la méthode de démons- 
tration du théorème 3. 1, qu’on peut extraire une suite partielle 
\F,,{ convergeant quasi-partout vers une fonction F*, la conver- 
gence étant uniforme hors d’un ouvert w, de capacité arbitrai- 
rement petite (il en est ainsi dès que ¥4?||F,,.,— F,,||f << œ). 
Comme les F, possèdent la propriété (P), il existe un ouvert w, 
de capacité arbitrairement petite hors duquel toutes ces 
fonctions sont continues (d’après (1. 1)); en vertu dela conver- 
gence uniforme, F est continue hors de , u w,, qui est de capa- 
cité arbitrairement petite; F* possède donc la propriété (P). 
Or on a F* = F presque partout dans 2 (comme pour la deu- 
xiéme partie de la démonstration du théoreme 3. 1), donc 
quasi-partout (proposition 3. 2), d’où le résultat. 

I] reste à examiner le cas où © est un domaine plan quel- 
conque, de complémentaire non polaire; on sait que F’,, converge 
encore vers F dans 9’(Q) (I, proposition 4. 1). L’ouvert Q est 
réunion dénombrable de domaines w; de diamètres < 1. A chaque 
w,associons des domaines w; et w; tels que @; ¢ w; e @; e wi, le dia- 
mètre de w/ étant <1. Soit pe Mu’), =1 dans w. On a: 
F,p;e D'(w!); en effet grad (F,o;) = F, grad p; + 9; grad F, e L’, 
car F,e Li,.(R*), et on peut construire, par régularisation, une 
suite de fonctions de D(w;) convergeant vers F, dans BL(R’). 
De même Fp;e D*(w;); Fye;—— Fo; dans cet espace lorsque 
k— + w, car. 


Fe: — Foi], <|IF4— Fl], sup lod + [F4 — Flu sup |grad pi] 


tend vers 0 avec 1/k. D’aprés la premiére partie de la démons- 
tration, on peut extraire, pour tout 1, une suite partielle F,, telle 
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que F,,p;-- Fe; quasi-partout dans w;, done Foot quasi- 
partout dans w,; par le procédé diagonal, on obtient finale- 
ment une suite partielle convergente quasi-partout vers F. 

Voici une application aux suites convergentes de fonctions 
(BL) précisées dans un domaine quelconque : 


THÉORÈME 4. 2. Soit {F,} une suite de fonctions (BL) 
précisées dans 2, domaine quelconque de R"(n > 2), convergente 
au sens de la semi-norme de BL(Q); st F,(x) converge quasi- 
partout, la limite F(a) est une fonction (BL) précisée dans Q, 


et de plus ||F — F,|, — 0. 


Démonstration. — Soit G une fonction (BL) précisée telle 
que ||F,, — Gi}, tende vers 0 avec 1/k; il existe une constante 
C, telle que F,, + C,— G dans Lj,.(Q) (I, th. 2. 2). Soient w, 
w’, w” trois domaines bornés, contenant chacun l’adhérence 
du précédent, avec w” € Q; soit os e D(w’), 9 — 1 dans w. Comme on 
a déjà vu, (F,+ C;)e et Ge sont dans 9'(w"), et (F,+ C;)2 > Ge 
dans cet espace. D’après le théorème 4. 1, on peut trou- 
ver une suite partielle convergeant quasi-partout vers Gp 
dans ww’; les F,-+ C, correspondantes convergent quasi- 
partout vers G dans w; comme par hypothèse F, converge 
quasi-partout (vers F), C, admet une limite fime C; donc F, 
qui est quasi-partout égale à G—C dans w est (BL) pré- 
cisée dans w, d’où le résultat, © étant un domaine relative- 
ment compact arbitraire de Q. 


5. Le problème de Dirichlet fin. — Pour obtenir des énoncés de 
topologie fine, valables dans le cas de domaines non bornés, 
_ il nous est indispensable de faire appel à la notion d'ensemble 
eflilé à l'infini et de pseudo-limite à l’infini. Nous renvoyons 
encore à M. Brelot [3] pour les définitions, d’où il résulte que, 
dans R” avec n> 3, tout ensemble de capacité extérieure 
finie est effilé à Pinfini (*°*); cette remarque ‘et le lemme 4. 1 
conduisent au résultat suivant : 


Lemme 5. 1. — Toute fonction (BL) précisée de D'(Q), avec 


n > 3, admet la pseudo-limite 0 à l'infini. 


(5°) On peut même montrer que, pour n > 8, il y a identité entre les ensembles 
effilés à l'infini et les ensembles de capacité extérieure finie. 
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Voici maintenant une caractérisation des fonctions précisées 


de D'(Q), valable sauf si Q est un domaine plan de complé- 
mentaire polaire : 


THÉORÈME 5. 1. — Soit Q un domaine quelconque de R", 
n > 2, de complémentaire non polaire si n — 2; pour qu une 
fonction précisée de BL(Q) soit dans D'(Q), il faut et il suffit 
quelle admette la pseudo-limite 0 quasi-partout à la frontière, 
et à Vinfini sin > 3 (*). 

Seuls les points-frontiére où © n’est pas eflilé interviennent 
dans cet énoncé; l’ensemble de ces points est non polaire si la 
frontière est non polaire (mais l’ensemble des points-frontière 
où © est effilé peut aussi être non polaire, et même de mesure 
positive). De même la partie de l'énoncé relative au point à 
Pinfini est vide de contenu si Q est borné ou effilé à l'infini. 


Démonstration. — On a déjà vu que la condition est nécessaire 
sin > 3 ou si © est un domaine plan de diamètre < 1: cela 
résulte de la remarque 3. 1 et du théorème 3. 2 pour les points 
à distance finie, et du lemme 5. 1 pour le point à l'infini. Il reste 
à examiner le cas d’un domaine plan quelconque (de complé- 


mentaire non polaire). Soit F une fonction précisée de D'(Q); 
considérons trois domaines w, w’ et w”, chacun contenant 
ladhérence du précédent, w” étant de diamètre < 1; si pe D(w’), 
on a Foe ®'(Q nw") (*); on est alors ramené au cas déjà 
connu : Fo admet la pseudo-limite 0 quasi-partout à la frontière 


de Qnw’; en prenant ¢ = 1 dans w, on voit que F admet la 


pseudo-limite 0 quasi-partout sur On w, et par suite sur Q 
tout-entier. 

Soit inversement F une fonction précisée de BL (Q), admet- 
tant la pseudo-limite 0 quasi-partout à la frontière et a l'infini 
(pour n > 3 et 2 non borné ni effilé à l'infini). On va voir que 


Fe'{Q); on peut évidemment supposer F réelle. Supposons 


(51) Une autre caractérisation des fonctions précisées de D'(Q) est la suivante : 
ce sont les fonctions précisées de BL(Q) dont la radiale est nulle (voir Brelot [5] 
[6] et [7]); d’autre part on peut interpréter ces fonctions comme des « pote 
d’énergie finie par rapport à la fonction de Green » (voir Deny [1], où le cas n = 2, Q 
non borné n’est pas traité). , 

(82) Fp est dans BL(22Nw") et est nulle hors d’un compact de Qnw/; 
elle est donc limite dans BL(Q N w”) de régularisées qui, étant nulles hors d’un compact 
de Q N w/, sont dans D(Q Nw’). 
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d’abord F bornée; alors (I, théorème 4. 5), F = u + H, avec 
ue 9'(Q) et H har "monique dans Q; mais H est bornée (d’apres I, 
théorème 4. 7); d’après la première partie de la démonstration 
(nécessité), H = F —u admet la pseudo-limite 0 quasi-partout 
à la frontière (et éventuellement à l’infini); un théorème récent 
de M. Brelot (*) entraîne que H=0, d’où F — ue ®'({)). 
Si F est non borné, considérons Fx(x) = F(x) si|F(x)| > N, = N 
si F(x) > N, = —Nsi F(x) < — N; c’est une fonction précisée 
de BL(Q) (d’après I, proposition 3. 1 et Il, proposition 3. 3), 
bornée et satisfaisant aux conditions de l’énoncé; donc 
Fy e 9'(Q), et il en est de même de F, puisque ||F — Fy||, — 0 
avec 1/N (I, proposition 3. 2). 

Le théorenie 5. 1 montre que la « partie harmonique » H 
d’une fonction précisée F e BL(Q) a méme comportement a la 
frontiére (au point de vue de la topologie fine) que la fonction F, 
puisque la différence F — H admet quasi-partout a la frontiére 
la pseudo-limite 0. En particulier, si F admet en quasi-tout 
point frontière x une pseudo-limite f(x), on voit que H est la 
fonction harmonique (unique) qui résout ce qu’on peut appeler 
le « probléme de Dirichlet fin » pour Q avec donnée-frontiére 
f(2). 

Un cas particulier intéressant ot on peut affirmer que toute 
fonction précisée de BL(Q) admet une pseudo-limite quasi- 
partout à la frontière est celui d’un domaine suffisamment 
régulier : 

THéoRÈèME 5. 2. — Si le domaine borné Q vérifie les hypothèses 
(Pr. 1) et (Pr. 2) (voir I, § 7) toute fonction précisée de BL(Q). 
admet une pseudo-limite finie quasi-partout à la frontière. 

Démonstration. — En effet une telle fonction F peut être 
prolongée par une fonction Fe BL(R"), qu’on peut supposer 
précisée (I, théorème 8. 1); F admet donc une pseudo-limite 
finie quasi-partout dans R" (théorème 3. 2), en particulier 
quasi-partout sur la frontière de Q, et il en est de même de F, 
restriction de F à Q. 

En particulier : 


Remarque 5. 1. — Toute fonction (BL) précisée dans une 
boule de R* admet une limite radiale finie le long de tout rayon, 


(5) Brelot [4] (lemme 1). 
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sauf le long de certains rayons découpant sur la frontière 
un ensemble polaire (**). 


6. Représentation intégrale canonique des fonctions (BL) précisées. 
— Etant donné un domaine Q (de complémentaire non polaire 
si n = 2), nous allons former une intégrale convergeant quasi- 
partout, dont la valeur est une fonction (BL) précisée représen- 
tant la «projection » de F sur 9'(Q). A F on pourra donc associer 
canoniquement une fonction précisée presque partout égale a F : 
la somme de l’intégrale précédente et de la partie harmonique 


de F. 


Lemme 6. 1. — Soit i e[L?(R")]" un vecteur dont les compo- 
santes sont des fonctions de carré sommable dans R', nulles 
hors d’un compact si n= 2; l’intégrale : 


f(x) =f grad, h(x —t}.i(t) dt 


est quasi-partout absolument convergente; elle représente une 
fonction possédant la propriété (P) dans R’. 

On trouvera la démonstration d’un énoncé plus général, 
concernant le cas où i e[Le(R')}, aveeo HE p20 dans 
Deny [2]; par contre le cas n=p=2, qui demande une 
adaptation, d’ailleurs facile, n’est pas traité; nous ne revien- 
drons pas ici sur la démonstration. 


TueorEMeE 6. 1. — Soit i e[L'(Q)], () étant un domaine 
quelconque de R", de complémentaire non polaire si n =; 
l'intégrale : | 


f(x) = f'aradiG(a, t) .i(t) dt 


: : poet Tl 
converge quasi-partout; c’est une fonction précisée de D'(Q). 


Démonstration. — Supposons d’abord ia support compact 
dans Q; en observant que la fonction de Green (x, y) est de 
la forme G(x, y) = h(x — y) — g(a, y), où g(a, y) est harmo- 
nique régulière en ye (pour x fixe), on voit que f(x) est la 
somme d’une fonction harmonique et d’une intégrale du type 


(5+) Lorsque la fonction BL est harmonique dans un cercle on retrouve un 
théorème connu de Beurling [1]; pour le cas plus général d’une fonction (BL) continue, 
voir Deny [1]. 
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considéré dans le lemme 6. 1; f(a) possède donc la propriété (P). 
n, 


‘ C1 - 2 ot : 2 
Soit d’autre part à, € [9(Q)]", convergeant vers 1 dans [L*(Q)}"; 
considérons la fonction indéfiniment dérivable 


fila) = f grad, G(x, t). à (0) dt; 
d’après (1, 5) et (1, 6), f, est dans BL(Q), et même dans D'(Q), 


d’après le théorème 5. 1 (elle admet la pseudo-limite 0 quasi- 
partout à la frontière, comme tout potentiel de Green engendré 
par une mesure à support compact dans ©); or f, converge 
dans 9'(Q) (toujours d’après (1, 5) et (1, 6), {f,{ est une suite 
de Cauchy dans cet espace), et par suite dans ®’((), vers un 
élément de 9'(Q) qui n’est autre que f, car il est évident que f, 
converge vers f dans 9(©); on a donc bien f € 9'(Q) et de plus 


If, = lim ||f;||,, d’où : 
(6, 1) If 


hie ewes ee À 
Dans le cas général, on pose 1 — Six, où 1, est à support 
compact et disjoint de tout compact K c Q pour k>k, = k,(K) 


assez grand. D’après (6, 1) la série Uf, = > / grad. G(a, t) . i,(t)dt 


converge dans 9'(Q) done eo fx(x) converge uniformément 


1 ai (lilt)! dt. 


sur K (les f;(x) étant harmoniques au voisinage de K, et 
convergeant au sens des distributions dans un tel voisinage). 
Finalement on voit que la série Xf,(x) converge quasi-partout 
dans Q (en tout point x où les intégrales f,(x) sont 
absolument convergentes); la somme f(x) est une fonction 
précisée de 9'(Q), satisfaisant à Pinégalité (6, 1). 

Voici maintenant la représentation de la fonction précisée 
associée canoniquement à une fonction F e BL(Q): 


THÉORÈME 6. 2. — Soit Fe BL(Q), Q domaine quelconque 
de R", de complémentaire non polaire si n = 2; si H est la 
partie harmonique de F, la fonction 


F*(x) = H(e)— > f grad. Gla, 0 .grad F(0 de, 


qui est définie quasi-partout dans Q, est une fonction (BL) 


précisée presque partout égale à F. 
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Démonstration. — La fonction 


HET rever APE Ey 

f(x) = —— | grad, G(+, t). grad F(t) dt 
est une fonction précisée de D'(Q) (théorème 6. 1); tout revient 
donc à montrer que F — f est presque partout égale à une 
fonction harmonique (unicité de la décomposition I (4, 2)), 
ou encore que les distributions AF et Af sont identiques. 
Pour cela considérons i, ¢{9(Q)]", à, — orad F dans [L°(Q)|" 
et posons : 


f(x) =—+ fard. G(x, t). i, (t) dt = — 4 ve A (y) 


8 


D’après (6, 1), f, > f dans 9'(Q), donc dans 4’ (2), et par suite 
Af, ~ Af dans 9'(Q); or Af, = divi,— div (grad F) = AF, 


d’ot le résultat. 


REMARQUE 6. 1. — Lorsque {2 = R" avec n > 3, la fonction 
(BL) précisée canoniquement associée a F est 


Rx) — C me | grad, h(a —t). grad F(t) dt, 
où la constante C est la pseudo-limite à l’infini de n’importe 
quelle fonction précisée presque partout égale à F (**); il ny 
a pas de résultat analogue pour n = 2, une fonction précisée 
de BL (R’) n’admettant pas toujours de pseudo-limite à l'infini. 


(55) C est la constante telle que F — C € L7(R") (voir I, n° 5). 


II. — ESPACE BL, (E). 


4. Lemme. 


Lemme 1. 1. — Soit T, un filtre de distributions sur Q, 


) ; 
ouvert connexe quelconque de R", tel que —T, soit convergent 
dans DQ pour tout i (alors par le théorème 1.1, 1, Fe T, converge 


ù , a oe | | 
ES él DQ). Dans ces conditions il existe une famille 
Ti 


de constantes c, telles que T, + cz converge dans Do. 


Démonstration. — a) Soit K un cube ouvert contenu dans {). 
Pour fixer les idées on suppose que K = (]0, 1[)". On introduit 
n fonctions &,, d,, ..., 4, OU a; est une fonction indéfiniment 


différentiable sur ]0, 1[, à support compact, de masse totale 1, i.e. 


fo a,(t)dt = 1. 


Soit alors f un élément quelconque de Dx. On désigne par f, 
la fonction : 


mer fs) fafls Oh wiry oat. 


Cette fonction est dans l’espace Dx, K, = (10, 1[)" ', les 
variables étant 2,,..., x, Si alors l’on considère la fonction 
g = f—a,f,, elle est dans Dx et vérifie : 


Je MP ee M) at =). 
Si donc l’on pose: 


hy() = J." gilt, &,.…., a) dt, 


on définit ainsi un élément de 9%, donc: 


HA 1) = a + = CORE h, € De. 
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On considère maintenant f, dans 9x,; elle admet une décom- 
position du type (1, 1): 


ù 
i: ee dif: + Da. (hy), h, € Dx, ia € Dr, ou: Ke = (Op 


les variables étant 2, ... , x,. 

On a donc : 

ra) 
f= af: Lo Ze (euh) + (hi), 
et ainsi de suite. Finalement : 
re) 
Re = G,@.... + —(a,... 
( , ) f did: Anf n i dt, ER an 1 h,) +: chat as 


avec : : = TE dx 
b) Considérons alors la famille T, et considérons les restrictions 
(encore notées T,) de T, a K. Si f e Dx, on a: 
ro) é 
— T.(f) meee pour ‘toute ps ==) en. 


Décomposons f suivant (1, 2). On a alors: 


PT DE 4) Neal, pe ake 


Si l’on pose: RON 
T(aax..a)=—c{(K), T(a, ...a@,) =—c(K), 
on a: 
CT. + ca(K), f>=— 3 
tend vers À 


Rire 


1 dT; 


_ Ah) =<T +6(K), f>; 
et ceci pour f dans 9x, uniformément lorsque f parcourt un 
ensemble borné de cet wa 

Done T,+ (c,(K)—c(K))~T dans 9x, 


donc : pour tout Se ouvert K contenu dans {), il existe une 
_ famille de constantes d,(K), dépendant de K, telles que 


Tiét- di(K) > T dans. D 


~ ~~, 
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c) Soit alors K et K’ deux cubes ouverts de Q, d’intersection 
non vide. Il existe, d’après 6), une famille c, (resp. ¢,) telle 
que : 


T, +c,—T dans % (resp.T, +c,—T dans 2x). 


On en déduit par restriction à KnoK’, et en faisant la 
différence: c, — c,—0 (dans le corps des complexes), done 
T, + c,—T dans Dgyx'; on en déduit aussitôt le lemme. 


2. Espace BL;(E). — On donne sur ®, ouvert connexe 
quelconque de R", un espace E, comme au § 1, N° 1, séparé 
et complet. On désigne par BL,,(E) l’espace des distributions 
Te D, telles que D'TeE pour tout p avec |p| = m, muni de 
la topologie la moins fine telle que les applications T — DPT 
soient continues de BL,,(E) dans E. Cet espace coincide avec 
BL(E) sim = 1: BL,(E) = BL(E). 

L’espace BL,,(E) (m > 1) n’est pas séparé. Soit  l’adhérence 
de 0 dans cet espace; T e Tb équivaut à D’T = 0 pour tout p 
avec |p| = m, donc équivaut à T = polynome de degré m—1. 
Donc : Yb = sous-espace des polynomes de degré < m—1. 


Définition 2.1. — L'espace BL, (E) est dit espace de Beppo- 
Levi d'ordre m attaché à E. On désigne par BL,;, (E) l’espace 
quotient de BL,(E) par Ye (espace séparé associé). 

On va maintenant démontrer le 

THÉORÈME 2. 1. — L'espace BL,, (E) est complet. 

_ Démonstration. — a) Soit T; un filtre de Cauchy sur BL;, (E) 
et prenons T, quelconque dans la classe T,. On pose: 
2 13 ETES ER 
Pour q avec |q| = m—1,$,,, est dans BL,(E) et 
Su, € BL (E) = BL’(E) 


est un filtre de Cauchy dans cet espace qui est complet (I, Théo- 
reme 1. 1), donc: 


? 


Si.,25S; dans BL'(E). 


Il en résulte, grâce au lemme 1. 1, qu’il existe une famille de 
constantes c,,, telles que 


Say + Ca,qg—> Sy dans No. 
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Désignons maintenant par (q) le nombre tel que D4((q) x?) = 1, 
et posons : 


(2, 1) MATE MS Lg) ae 
q|=m—1 
Ona: 
(2, 2) DAT) —5, dans Do, 


q quelconque tel que |g) = m—1. 

b) Démonstration du théorème dans le cas: E = Do. 

On opère par récurrence sur m. Le théorème est vrai pour 
m= 1. Admettons le pour 2,..., m— 1, et démontrons le 
pour m. 

Soit T, un filtre de Cauchy dans BL}, (MG); on a (2,1) et 
(2, 2); T, est dans BL,_, (DQ), et (2, 2) signifie que (T!)' est 
un filtre de Cauchy dans BL,,_, (96), donc, grâce à l’hypo- 
thèse de récurrence : (T,)° ~ T° dans BL,,_ ,(DQ), donc: 
D(T,) — DT) dans Do pour tout q, |g) = m—1. 

Si maintenant p est quelconque avec |p| — m, il existe q avec 


\g\ = m—1 tel que D? = a D’, donc : 
da; 


D'T,) = | (D’T,) = = (DT!) — - D'T = D’T, 


L 


donc T; > T° dans BL;(%0) ce. q. f. d- 

c) Cas général. 

Soit T; un filtre de Cauchy dans BL‘, (E). Ona (2, 1) et (2, 2). 
Comme par le b), BL;,_ ,(DQ) est complet, il résulte de (2, 2) que: 
DYT!)— DUT) dans 94, |g =m—41, donc, comme dans 
le cas b, D'T,— D?T dans 9G, p quelconque avec |p| = m. 
Or, T, étant un filtre de Cauchy dans BL;(E), on a: D'T — f, 
dans E, |p| = m, donc f, = D’T et finalement : DPT, — DPT 


dans E, ce qui démontre le théorème. 


Remarque finale. — Le cas E = L'(Q) est particulière- 
ment intéressant (on posera alors BL,(L*(Q)) = BL, (Q)); 
introduisons ®"(Q) espace complété de Dg pour la norme 
gl; il est facile d’étendre le théorème de décomposition 
4. 5 (chap. I): 

Si DQ) est un espace de distributions, toute distribution 
TeBL,(Q) admet une décomposition unique : T=u+h,où 
ueD"(Q), Anh = 0. 
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Le problème important est donc de caractériser les ouverts 
connexes © tels que "(Q) soit un espace de distributions; 
il est facile de voir qu’il en est ainsi lorsque 2 est borné, ou 
lorsque n > 2m + 1; pour atteindre le cas n< 2m + 1, Q non 
borné, il faut introduire une définition appropriée des ensembles 
polaires (d’ordre m) et des méthodes différentes de celles utilisées 
au chapitre I]; cela nécessite quelques développements, sur 
lesquels nous nous proposons de revenir dans un prochain 
travail. 


TABLEAU DES PRINCIPALES NOTATIONS ET DÉFINITIONS 


DcEc9',E complet, D = Pa, 9’ = D4, Qc R". 
BL(E): Te, 2 Re E pour ipute = 1.4, he 
Ti 


BL'(E) : espace séparé associé à BL(E). 
BL(Q) ou BL: espace BL(E), avec E = L?(Q). 
BLi(Q) : adhérence de 93 dans BL’ (Q). 


ee AT Ôo 2\ 4/2 

D1(Q) : complété de Da pour ||glh = ( a ) . 
Ti 

8{2(Q) :ue L*(Q) <. u € L?(Q) pour tout i. 


(2) : u e LA(Q), 2 PEL Ais aa Af ok fa nS 


Di2(Q): adhérence de Dp dans &1:(Q). 
D}, o(Q): adhérence de Da dans &}, 2(Q). 
Propriété (AC) : p. 344; propriété (P) : p. 353. 
Problème de Dirichlet (fin) : p. 323 (p. 342); problème de Neumann: p. 360. 
Ouvert de Soboleff : p. 327; ouvert de Nikodym: p. 328. 
Inégalité de Poincaré : p. 329. 
h(x) (noyau newtonien) : |z|?—" si n > 2, —logja! sin = 2. 
Ur, US: potentiels newtoniens. 
a, (flux élémentaire) : p. 345. 
Ensembles polaires, quasi-partout : p. 345. 
I(u), J(u, v) (énergie, énergie mutuelle) : p. 346. 
G(x, y) (fonction de Green) : p. 348. 
To(u), Ja(u, v) : p. 349. 
: Fonction (BL) précisée : p. 354. 
Pseudo-limite : p. 355. 
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ETUDE ET EXTENSIONS DU PRINCIPE DE DIRICHLET * 
par M. BRELOT *. 


I. — INTRODUCTION 


1. Renvoyant pour l’historique et la bibliographie à des 
traités comme celui de Courant-Hilbert ou à l’ouvrage récent 
de Courant [7], rappelons une forme élémentaire du principe 
de Dirichlet inventé pour résoudre le problème de Dirichlet : 
dans un domaine euclidien (2, parmi les fonctions réelles bornées 
telles que 

a) le gradient soit fin icontinu et de carré sommable dans Q, 
b) elles prennent à la frontière des valeurs données ¢, 
il existe, grâce à des hypothèses restrictives sur la frontière et 
la donnée ©, une fonction et une seule dont l'intégrale de Diri- 
chlet 18 grad f du (dw mesure ordinaire) soit minima; elle est 
harmonique et c’est donc la solution du problème de Dirichlet 
pour la donnée-frontière 9. 

Or, sans doute en partie à cause de ces hypothèses restric- 
tives décourageantes, le problème de Dirichlet a été beaucoup 
étudié de façon indépendante: depuis 30 ans, il s’est élargi, 
il a été développé avec des domaines plus généraux comme les 
surfaces de Riemann et avec des conditions-frontière variées. 
En comparaison, le principe de Dirichlet a beaucoup moins 
progressé pendant ce temps et il y a lieu de le reprendre pour 


(*) This resarch was supported by the United States Air Force through the office 
of Scientific Research of the Air Research and Development Command. 

(*) à Paris et à Lawrence, (Visiting research professor, University of Kansas, 
Lawrence, 1954). J’ai plaisir à remercier ici MM. les professeurs B. Pricer, 
N. Aronszagn et K.T. Smiru pour leur aide aimable et efficace, matérielle ou scien- 
tifique, pendant la mise au point de ce travail 4 Lawrence. 
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le mettre au même niveau. C’est un essai de modernisation dans 
ce sens que nous allons faire ici, mais en utilisant la théorie 
moderne et indépendante du Probleme de Dirichlet et du potentiel 
(voir la bibliographie dans [4 e}) 

2. Rappelons que selon Zaremba [13] puis Nikodym [10], 
la fonction minimisante du principe est aussi caractérisée 
comme la seule fonction harmonique (à une constante additive 
près) d’intégrale de Dirichlet finie et minimisant l’intégrale de 
Dirichlet de u—f; cela fait disparaître les conditions-frontiére 
et pose un nouveau problème pour des fonctions f qu'on peut 
prendre bien plus générales, comme le fit surtout Nikodym, 
qui apporta d’autre part simplicité et clarté par usage, qui 

s’impose depuis, d’espaces de Hilbert avec la norme de Dirichlet 


V/ ferad’ fdw; la recherche d’un minimum revient a une 


projection orthogonale. 

Parmi les travaux ultérieurs, insistons sur l’étude récente 
par Bochner [3] du cas particulier d’un domaine euclidien Q 
borné dont la frontière est formée de quelques surfaces sphé- 
riques. I] montre en utilisant des développements en série 
de fonctions sphériques, que pour toute fonction f dans Q, 
continiment différentiable par morceaux et de norme finie, 
sans conditions-frontiére, il y a pour chaque sphère limitante 
une certaine « fonction-limite », qui va remplacer l’ancienne 
fonction des valeurs à la frontière; c’est la limite en moyenne 
quadratique de la fonction sur une sphère concentrique 
infiniment voisine, considérée comme fonction de la direction 
du rayon, c-à-d d’un point sur une sphère-unité (dont la mesure- 
aire sert a prendre les moyennes) ('). Parmi les fonctions f 
dont l’une f, est choisie, il en existe une et une seule harmonique 
(à une constante près) qui minimise la norme de u—f,; c’est 
parmi les f, la seule qui possède les mêmes « fonctions-limite » 
que f, et qui soit de norme minima, ou encore qui soit harmo- 
nique. 

3. Cela va inspirer le travail qui va suivre, annoncé dans 
[4 d,e]. D’une part on opèrera dans des variétés plus générales 
que les domaines euclidiens (par exemple les surfaces de 
Riemann), et en général dans les espaces & déjà étudiés [5], 


(!) Il y a d’ailleurs une convergence a plus forte d’aprés N. Aronszajn dans des 
travaux a publier. 
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à 7>2 dimensions, lorsqu’il y a une fonction de Green Gp 
(espaces de Green). D’autre part les sphéres approchantes de 
Bochner et leurs rayons seront remplacés par les heux Gp = Const, 
et leurs trajectoires orthogonales ou « lignes de Green » étudiées 
dans [5]. Cela permettra, sans disposer d’une frontière, de 
définir certaines fonctions-limite ou « radiales » (Limites en 
moyenne simple, calculée avec une certaine mesure sur l’en- 
semble des lignes de Green issues du pôle P). Les résultats 
de Bochner s’adapteront. 

Enfin, au lieu des anciennes fonctions continiment différen- 
tables par morceaux, ou des fonctions plus générales introduites 
par Beppo Levi et appelées fonctions (BL) par Nikodym [10] 
qui les a étudiées et utilisées ainsi que, parallèlement, Evans et 
Calkin-Morrey [6], nous nous servirons de fonctions voisines 
de ces dernières et qui semblent les mieux adaptées au sujet. 
Ce sont les fonctions « BL précisées » ou (BLD), récemment 
introduites et approfondies par Deny [8] puis par Deny et 
Lions dans ce même volume [9]. On les obtient comme limite à 
la fois quasi-partout (*) et en norme de fonctions régulières, 
même de classe C* (*). Dans l’espace de Hilbert que forment 
les fonctions (BLD) (définies quasi-partout à une constante 
près), le principe de Dirichlet s’interprète d’ailleurs par la projec- 
tion d’une fonction (BLD) sur deux sous-espaces fermés ortho- 
gonaux complémentaires, celui des fonctions (BLD) harmoni- 
ques et celui des fonctions (BLD) de radiale nulle. Ces dernières 
fonctions sont justement les limites F quasi-partout et en norme 
de fonctions (BLD) nulles hors d’un compact. On retrouve ainsi 
une décomposition connue dans l’espace euclidien (Voir Deny [8] 
inspiré de Ahlfors [1] et suivi de [9]) mais avec une nouvelle 
caractérisation des fonctions F (*). 

Le principe de Dirichlet s’interprète plus directement par la 
projection de l’origine sur l’ensemble des fonctions (BLD) de 
même radiale que f et cela nous amènera à une extension du 


(2) c.a.d. sauf sur un ensemble polaire (ensemble qui est localement de capacité 
extérieure nulle). | 

(3) Leur usage aurait d’ailleurs été amené par les idées générales de Aronszajn [2] 
sur les espaces fonctionnels normés avec des ensembles exceptionnels qui seraient 
ici les ensembles polaires. ive 

(4) Une autre caractérisation récente [9] dans les espaces euclidiens bornés, est que 
ce sont les fonctions (BLD) admettant quasi-partout a la frontiére des pseudo-limites 


nulles. 


374 M. BRELOT 


principe pour une partie « libre » de la frontière, étude qu’il y 
aurait lieu de poursuivre. 

La théorie générale que l’on va faire fournira aussitôt les 
résultats classiques et bien d’autres. Mais pour faciliter la 
lecture en séparant les difficultés et les nouveautés à introduire, 
nous commencerons par reprendre (d’une façon sans doute 
un peu nouvelle) et améliorer le principe de Dirichlet classique 
avec des hypothèses et une technique simples ou très classiques. 
Les raisonnements serviront de modèles pour l'étude générale 
ultérieure : on part de cas restreints faciles à étudier de façon 
élémentaire et on fait des passages à la limite sur les fonctions 
ou les domaines. 


II. — LE PRINCIPE CLASSIQUE DE DIRICHLET. 


4. Considérons dans un domaine quelconque © de l’espace 
euclidien R*(z > 2 dimensions) les fonctions réelles f finies 
continues admettant un gradient fini continu de carré 
sommable; pour toute partie mesurable « on introduira 


[PNR Ge grad* fdw. La quantité ||f\\o s’écrira aussi ||f||, dite 


norme de Dirichlet. 
Rappelons et démontrons la «forme préliminaire du principe» : 


THÉORÈME 1. — () et f, des types précédents étant fixés, 
parmi les fonctions harmoniques u dans © du type de f (c-à-d de 
norme finie), il en existe une et une seule (à une constante près) 
telle que ||u — f|| soit minima. 

Remarquons que les f à une constante près, c-à-d les classes 
d'équivalence définies par l'égalité à une constante près, 
définissent un espace préhilbertien réel (*) #, en prenant comme 


produit scalaire if (gradf,, gradf,) dw, la norme étant justement 


fll. On vérifie aisément les conditions axiomatiques. Voyons 
Pinégalité relative à la somme et plus généralement 


LÉ Falla Salle + [alle 


(*) Espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire donnant une norme. Pas d’hypo- 
thèse de dénombrabilité ou de complétion. On note généralement pour des éléments 
a, y la norme ||x||, la distance || — y||, le produit scalaire (x, y). 
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En effet 


A grad’ (f, + f,)do = |. |, grad’ f, dw 
+ fig rad” f, do + 2 (grad fi, grad) f, do. 


La derniére intégrale est majorée en module par la racine 
carrée de 


is grad” f, dw 4 grad*f,dw d’où le résultat. 


Le théorème 1 résulte alors aussitôt de deux lemmes bien 
connus dont l'importance ou l'extension ultérieure justifie 
qu'on en reprenne rapidement les démonstrations. 


Lemme 1. — Dans un espace préhilbertien réel, soit un sous 
espace complet E. Étant donné un point quelconque a, il existe 
sur E un point unique a, a distance minima de a (projection 
de a sur E) (°), caractérisé aussi par la condition d’ orthogonalité 
de a—a, et de tout élément de E. L’ eperawon de projection 
minore les distances; en particulier |la,||< |la|| et l'égalité n’a 
lieu que si a est dans E. 

Soit x, e E, tel que |x, — a|| tende vers la distance à de a à E. 


Th = Tr 
2 


Si y est le milieu situé sur E, on a 


A) al + [lt —af = 21e —yf +5 lk — ay. 


Comme |ja — y|| > ¢, on en déduit ||x, — x,|| > 0 (n, n > a). 

La suite de Cauchy x, converge vers un point a,eF; 
c’est un point à distance à de a, et le seul sur E comme le mon- 
trerait l'égalité obtenue en ne cant dans (1) x, et a, par 
deux tels points. 

On voit ensuite que la condition | — a] >||a,—al|’ quel 
que soit xe E s’écrit : 


2 

2(a—a,, a— à) <||a—-a,|. 
Or a;+A(x—a,) est dans E comme x; la condition 
(*) Ce résultat et sa démonstration qui suit sont valables pour un ensemble E 


seulement convexe et complet. Voir par ex. [12]. On sait que la projection minore 
encore les distances. 
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entraîne donc 2A(a—a,, a— a) < A’ ||a— a,||’ quel que soit A, 
d’où (æ—a,, a—a,) =0. Réciproque immédiate. 


Enfin si a, b se projettent sur E en 4,, b, 


la — Bj)? = le — Bul? + Île — a — b + bill 
+ 2(a, me — bo, 0 a do ( b = b,)). 
Ce produit scalaire étant nul, on conclut |\ja — b|f > > |la, — b|f. 
Remarque. — Rappelons aussi que si f, est une suite de 


Cauchy dans # (c.-à-d. telle que ||f, —f,|| —0 pour n, n — 2%), 
Ill est bornée et il existe pour tout e >0 un compact KeQ 
tel que ||frlla_x <¢ quel que soit n. 

En effet puisque ||f,—f,,|| est borné pour n, fixé assez 


grand et n variable assez Pare AO est borné. Puis choisis- 
sons n, tel que |f,—f,ll << pour n=n,, ensuite K tel que 


alor < sa Alors 


flla-k <l~n—frlla_k + [flo rk <e (nSn,). 


En agrandissant K, on aura linégalité cherchée pour tout n. 


| 


Lemme 2. — Soit u, harmonique dans (2, convergente en 
un point P,, avec ||u,|| finie. Si [lu, —u,l| —0 (n, n — 0), 
alors u, converge uniformément localement vers une fonction 
harmonique wu de norme finie et |lu, —ul| 0. Done dans £ 
l’ensemble des fonctions harmoniques à une constante près 
forme un sous-espace complet 46. 


OU 3 0 DE 
D'abord ||u,|| est bornée. Donc —"dw| majoré par 
2 ; a OL; 
du } : du, 3 
qe dw.mes. « est borné. Par suite + harmonique est 
i i 


localement uniformément bornée. La famille w, bornée en P, 
est donc uniformément bornée sur tout compact et Spalertieht 
continue en tout point. S'il n° y avait pas convergence, on pour- 
rait extraire deux suites Un,s Un, convergeant uniformément 
localement vers u et » distinctes, mais égales en P, et il y aurait 


convergence uniforme locale de dérivées bartbatén ar d 
Puis 


sks grad” (u— +) dw < hm inf le grad* (u,, —u,;) dw = 0. 


D'où u—v=Const et uv, contradiction cherchée. 


ÉTUDE ET EXTENSIONS DU PRINCIPE DE DIRICHLET ad 


Il y a bien convergence vers une fonction u. 
De plus dys grad* udw < lim inf Jograd® u, dw, fini. 
itn by Auge 
Voyons que ||u, — ul] —0. Si K est un compact dans Q 


S ? 
e i 2 > 
Ja grad? (u — u,) dw = Jo x + fs 

La premiére intégrale du second membre est majorée par 

le carré de 
[lula + | eal 
On choisira K pour que chacun des termes soit < ¢ indépen- 
damment de n. La seconde intégrale tend vers 0 quand n — x, 

done aussi |ùu — ul}. 

Le théorème 1 s’établit alors aussitôt en appliquant le 
lemme 1 à l’espace ©, au sous-espace 4 et à un point f, de £. 


Q—K- 


5. Cas particulier fondamental. 


Lemme 3. — Soit un domaine borné Q très régulier (*) et f 
une fonction réelle à dérivées secondes finies continues dans 
un ouvert contenant l’adhérence 2 de Q. Alors la fonction 
harmonique (définie a une constante près) qui minimise ||w— f\|o 
c. à. d. la projection de fe £ sur 46, est (à une constante près) 
la solution H2 du problème de Dirichlet pour Q et valeurs- 
frontière f. 

Grâce aux hypothèses de régularité, le gradient de H,; admet 
une limite finie en tout point-frontière (*) d’où H,e%. Il 
suffit de voir l’orthogonalité (H,— f, h) = 0 pour toute fonction 
harmonique h de £ (’). 3 

Or soit V une fonction continue dans Q, > 0 dans Q, nulle 


x x ra ot A 
sur la frontière @, avec des dérivées premières ou même 


() Voir [5] n° 6. Un ouvert borné très régulier w est tel que w= & et que la 
frontière est localement une surface (ou courbe) régulière, c. à d. définie par l’une des 
coordonnées en fonction deux fois continiment différentiable des autres coordonnées. 
Tout domaine © est limite d’une suite croissante de domaines Q, très réguliers, tels 
que Q, cQ. 

(8) On sait que si une fonction harmonique u définie localement d'un coté d'une 
surface régulière D admet sur Ë une limite assez régulière (en particulier qui soit une 
fonction, avec dérivées secondes continues, des coordonnées-paramètres de la repré- 
sentation locale de Ÿ) le gradient de u a une limite finie en tout point de & (voir [11]) 

(2) Si l’on remarque que toute fonction $e£ nulle hors d'un compact de Q est 
orthogonale à h, il n’y a qu’à savoir former, pour tout €, une telle ? satisfaisant à 
LH; —fr— elle. Pour éviter quelques longueurs dans la détermination élémentaire 
d,une telle +, je propose une autre démonstration dans le texte. 
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secondes continues dans (, les dérivées premières ayant des 
limites finies en tout point-frontière; on suppose enfin que la 
dérivée normale intérieure soit partout > 0 (done de borne 
inférieure > 0). Un exemple V, de telle fonction s’obtient 
en prenant une fonction de Green Gp de 0 et la régularisant au 
voisinage du pôle. Voyons que (V, h) = 0. 

En effet le lieu Q, où V > € (pour € > O assez petit) est 
formé de domaines trés réguliers et se préte a la formule de 
Green : 

es - dh 
| (grad V, grad )dw = |, Va ds=0. 
JQ: Q int n 

En faisant tendre « vers 0, il vient bien (V, h) = 0. 

Mais alors H,— f + « V, est du type de V pour x > 0 assez 
grand. 

Donc (H;—f+aV,, h) = 0 puis (H;—f, h) = 0. 


Extension. Lemme 4. — Même énoncé que le lemme 3 
mais en supposant pour f seulement que les dérivées premières 
soient finies continues. 

Par une régularisation (comme une médiation ou un «produit 
de composition de Schwartz » ('°)) on formera dans un ouvert 
contenant () une suite de fonctions f, possédant des dérivées 
secondes finies continues de façon qu’il y ait convergence 
uniforme de f, et des dérivées premières vers f et ses dérivées 
dans un ouvert contenant ©. Ainsi f, converge en norme 
vers f et il y a donc convergence des projections dans £ sur 
le sous-espace 46. Or H,, projection de f,, converge uniformé- 
ment localement vers H, Donc d’après le lemme 2, H® est la 
projection de f. 


6. Principe classique de Dirichlet. 
On améliore déjà les énoncés usuels par le théorème suivant 
dont la démonstration servira de modèle pour la suite. 


THÉORÈME 2. — Soit dans le domaine (}, par exemple borné, (‘') 


('°) Composition avec 6 (r) (r = OM) d’intégrale spatiale égale à 1, cette fonction 
de r étant C*, nulle pour r > ¢; on prendra p = — pour obtenir f,. 
n 
(!!)} ou encore un domaine de R= dont le complémentaire, dans le cas du plan, est 


non polaire. La frontière peut alors comprendre le point à l'infini qu’on adjoint 
a R° voir [4 a]. Ceci s'applique à la suite de ce paragraphe 6. 
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fe * bornée et prolongeable continiiment sur la frontiére. Alors 
la solution H? correspondant à ces valeurs-frontière est la seule 
fonction harmonique (à une constante près) de & minimisant 
lu — fl. Sv les points-frontiére sont tous réguliers ('), c’est 
aussi la seule fonction de £ prenant les valeurs-frontière de f et 
de norme minima. 

Introduisons une suite de domaines ©, très réguliers tendant 
en croissant vers (. Voyons successivement: _ 

a) La solution u, = H®, tend vers u = H£;la convergence 
(localement uniforme) a lieu aussi pour les dérivées. 

b) ||u|| est fini. En effet, en prolongeant par 0 la fonction 
grad’ u, dans Q, ce qui donne dans Q une fonction > 0 tendant 
vers grad' w, on voit que 


a 


is grad* u do < lim -inf /o grad? u, du. 


D’autre part 
lo, <||fllo, <||flle, d’où le résultat. 


[Un 
c) Ile — flo, > [lu — flla 


On voit encore par la régle générale du passage a la limite 
sous fe que 


re 


lu — filo <lim. inf lu, — flo, 
Il suffit alors de montrer que l’on peut avoir 
lu— flo < lim sup |lu, — flo, 
D’après cette inégalité, on pourrait choisir n tel que 
[lu — Île, < [lu — Île, 


ce qui contredit la propriété minimisante de u, dans Q,, 
d) u est minimisante. Sinon on aurait pour une fonction 
harmonique » de £ | 


ee ieee 0: 
Done pour n assez grand 


lu, — fllo, —1b — flo, > 9 


(!2)) ce qui équivaut à dire que le problème de Dirichlet classique admet une solu- 
tion pour toute donnée-frontière finie continue. 
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d’où 


lle —fllo, < [lun — flle,s 


ce qui contredit encore la propriété minimisante de u, 

e) Le principe de Dirichlet: d’après (d) et le lemme 2, ||ul| 
minore la norme de toute g e £ avec valeurs-frontière f; et il y a 
inégalité stricte si g n’est pas harmonique. 

Toute g avec valeurs-frontière f et de norme égale à ||u|| est 
donc harmonique et, d’après les conditions-frontière, vaut u. 


Remarques complémentaires x) On peut, étant donné «, 
trouver un compact K dans {) tel que ||u, —fllo _Kk<Eepourn 
assez grand 

I] suffit de rapprocher la propriété (c) et ||u,— f\\k —|lu —f|lx. 

On peut ape dans l’énoncé remplacer la condition 
«n assez grand » par 22, > K. 

6) On en déduit le méme résultat pour ul] et || — ul]. 

y) De la résulte |lu, sur tout K, 
es — ul — 0. 


Extension. — Supprimons toute restriction sur la frontière du 
domaine Q et supposons que fe À soit bornée et admette à la 
frontière des limites « presque partout en mesure harmonique du. ». 
Ces limites forment une fonction 9 (qu’on peut prolonger arbitrai- 
rement sur la frontière). Alors H¥ est la seule fonction harmonique 
de £ (à une constante près) minimisant [lu — f||; c’est aussi, 
parmi les fonctions de £ bornées et possédant chacune à la 
frontière « presque partout-du. » des limites égales presque partout- 
du. à +, la seule qui soit de norme minima. 

Il suffit de reprendre le raisonnement précèdent mais en 
s'appuyant sur le lemme 5 qui suit et remarquant que les limites 
« presque partout-du. » déterminent une fonction harmonique 
bornée. 


Lemme 5. — Soit dans Q une fonction bornée F, par exemple 
continue ou seulement borélienne, admettant des limites à la 
frontiére sauf peut étre sur un ensemble e de mesure harmo- 
nique nulle; à cette fonction + des limites (prolongée arbitrai- 
rement sur e) correspond une solution HY. Alors si Q, est 
un domaine croissant tendant vers (, avec Q, ¢ Q, on a H$;,— Hg. 

D’après une inégalité générale (), on voit que lim sup He. 


n>o 
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8 = a : ' 
et lim inf HR, a priori surharmonique et sousharmonique doivent 


n = © 


tendre vers ¢ (P) en tout point-frontière régulier hors e. Aussi 
ces fonctions doivent être égales et harmoniques. L’égalité 
de cette valeur commune w avec H, vient, par exemple ('), 
de ce que H, est encadré par us où À > 0 quelconque, 
# surharmonique > tendant vers + % aux points irréguliers 
et aux points de e. | 

On pourrait aller plus loin en envisageant des problèmes de 
Dirichlet plus raffinés. On peut aussi adapter tout ce qui 
précède en prenant des f dont le gradient serait seulement 
«continu par morceaux». Mais tout cela sera repris comme 
conséquences de J’étude bien plus générale que nous allons 
faire, grâce à des notions qu'il faut d’abord rappeler. 


III. — RAPPEL DE NOTIONS SUR LES ESPACES 
ET LIGNES DE GREEN. RADIALES 


8. Rappelons [5] qu’un espace & est un espace topologique 
connexe séparé tel que a) à chaque point P est associé un voi- 
sinage ouvert Up et une homéomorphie entre Up et un ouvert Up 


(image) dans R* (espace compact déduit de R* par adjonction 
d’un point d’ Alexandroff) 

b) Si Vp, Up, n’est pas vide, les deux images sont, par 
Vintermédiaire des deux homéomorphies, dans une corres- 
pondance T qui est: 

si tT > 3, une isométrie, 

sir = 2, soit toujours une isométrie, soit toujours une corres- 
pondance conforme. 

Cette correspondance T peut étre directe on inverse. 

Les surfaces de Riemann forment un cas particulier. 

On montre que & est métrisable et réunion dénombrable de 
compacts. 

Dans la cas de structure isométrique, tout point Q dont 
l'image dans Vp est à l'infini (ce qui est indépendant de P) 
est dit point à l'infini. Ces points sont dénombrables. Dans le 


(3) Inégalité 22 n° 28 de [5]. On y prendra pour filtres F, les traces sur {2 des voisi- 
nages des points réguliers. Il suffit aussi de reprendre le raisonnement de [4, b] n°9 

(*) Cela résulte aussi de ce que H, tenda priori vers (P) aux points réguliers hors e, 
grâce à l'inégalité générale 21 n° 28 de [5]. 
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cas de structure conforme on les évite en prenant toujours Up 
dans R?; on peut d’ailleurs pour bien des questions ramener à 
ce cas celui de la structure isométrique pour + = 2; il suffit 
d'associer à chaque & de ce dernier espace, un espace à 
structure conforme défini avec des voisinages Up? contenus 
dans les Up, et des images Vs déduites des images dans Up 
par une transformation conforme les ramenant dans R*°. 

On sait définir les fonctions harmoniques ou sousharmoniques 
au voisinage de tout point de R’, même à Vinfini [4, a]. On 
saura donc les définir dans tout ouvert de & On rappelle qu’un 
ensemble polaire est caractérisé par |’ existence locale d’une fonc- 
tion sousharmonique valant — 2 sur lui; la même définition 
est adoptée dans & et quasi-partout signifie encore «sauf sur un 
ensemble polaire ». On étend aussi les formules classiques de 
Green à un ouvert régulier (**) Q sans point à l'infini: si f et g 
ont des dérivées secondes continues (localement) dans un ouvert 
contenant Q ,ona 


f fle date gun p28 do + f (aud Rad ae, 
Q Qext dn Q 


Introduisons des points à l’infini dans 0; la formule s’étend 
si f et g sont harmoniques; leur gradient est au voisinage 
d’un tel point majoré sur l’image par K.r* (r distance à un 
point fixe), d’où la sommabilité du carré du gradient dans Q et 


la limite 0 de [ras étendue à un cercle (sphère) infiniment 


grand isolant un point à l'infini. Plus généralement la formule 
s'étend encore si g seul est harmonique et si f définie hors des 
points à l'infini admet un grad?f sommable et est bornée. 

S'il existe dans & une fonction surharmonique > 0 non cons- 
tante l’espace est dit espace de Green. Il existe alors pour tout 
point P une fonction minima dans &, qui soit > 0, harmonique 


(‘*) Au lieu de la définition obscure de [5], on peut dire par exemple, selon une 
suggestion de Choquet, sans que rien ne change dans l'emploi qui en est fait : 

Un ouvert :2 est régulier s’il est l’intérieur de son adhérence supposée compacte, 
sans point à l'infini sur la frontière et tel qu’au voisinage de tout point-frontière Q 
sur l’image locale, il existe une homéomorphie continôment différentiable transfor- 
mant localement Q en cône polyédral de sommet Q. Q sera très régulier si de plus 
la frontière est localement régulière sur l’image (Voir note 7). 

Noter dans la formule qui suit, l’invariance des éléments différentiels dans toute 
transformation plane conforme, ce qui donne un sens aux intégrales sans avoir 
besoin de choisir une métrique. | 
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soient la seule masse 1 en P; c’est la fonction de Green Gp (M), 
symétrique en M et P. Un domaine de & constituant un sous- 
espace de Green est dit greenien. 

A tout espace & non compact (comme c’est le cas des espaces 
de Green) on adjoint un point d’alexandroff .b, ce qui le 
compactifie selon un espace &’. Si & est compact, on pose & = 8. 
On sait étudier pour tout ouvert de & formé de domaines 
greeniens, et on s’en servira, le problème de Dirichlet pour des 
données sur la frontière prise dans & [5]. 


9. Fixons le pôle P et considérons les arcs de Jordan ouverts 
(ne contenant pas de point à l'infini) maximaux, tangents en 
chaque point à grad G-£0. On les appelle lignes de Green, 
avec paramètre G. Au voisinage de P, supposé d’abord non 
à l'infini, chaque ligne de Green tend vers P quand G > + 
et il y a une demi-tangente en P. A chaque demi-droite issue 
de P correspond une ligne de Green unique qui l’admet comme 
tangente en P et il y a homéomorphisme par les lignes de Green 
entre ces demi-droites et les points d’une petite surface 
X$(Gp = À). Cela permet de définir sur l’ensemble £ des lignes 
de Green issues de P une topologie et une mesure correspondant 
a celles des demi-tangentes (c.-a-d. des points correspondants 
sur une sphère-unité). On réduira la mesure de façon que la 
mesure totale soit 1. Ce sera la mesure de Green dg. Ce qui 
importera c’est que pour un ensemble borélien de lignes de 
Green issues de P et rencontrant une surface >} (définie par 
Gp = Aquelconque fixé > 0) selon un ensemble e, la mesure 
de Green vaut — D ds (+) (ds aire sur 2°; dérivée dans le 


sens des G croissants); c’est aussi la mesure harmonique en P 
de e relativement au domaine D}(Gp > À). 

Si P est un point à l'infini, l'adaptation est immédiate; 
les tangentes sont remplacées par des directions asymptotiques 
et le maximum de G est fini sir > 3. 

On appellera régulière toute ligne de Green issue du pôle, 


(15) On note 2. le flux de h(OM) sortantd’un dom aine, par exemple circulaire ou 


sphérique contenant O (rappelons que h(OM) vaut OM:—?si ee 2 et log 1/0M 
si : = 2); ce flux est donc h’ (1). a, où 4., est l’aire de la sphère unité (ou longueur de 


la circonférence) 
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hors P donc surharmonique dans & et dont les masses associées 
: PS . r , 

telle que la borne inférieure de G y soit zéro. L'ensemble de ces 

lignes sera noté 1’. 


Propriété fondamentale. — Parmi les lignes de Green issues 
du pôle, presque toutes, au sens de la mesure de Green, sont 
régulières. 


40. Radiale [4, a]. Considérons une fonction réelle » définie 
dans un espace de Green quasi-partout hors des points à l'infini. 

Ayant choisi un pôle P, nous noterons s;(l) la valeur de 9 
sur la surface (Gp = À) et la ligne de Green | issue de P qui 
traverse L$. Supposons »,(!) sommable-dg pour À assez petit, 
ce qui équivaut à l'existence de H?, solution du problème de 
Dirichlet dans D} pour valeurs-frontière égales à 9, là où est 
définie, ce qui suffit (’). Si o(l) est sommable-dg sur 4’, on dira 
que c’est une radiale de » lorsque s\(e) converge en moyenne- 
dg vers ¢ pour x — 0, c.-à-d. si 


Jint)—s0idg 0 (A+0). 
Deux radiales sont égales presque partout-dg. On notera # 
Es 
ou brièvement » une radiale quelconque, qui sera appelée 
«la radiale » (à un changement près sur un ensemble de mesure- 
dg nulle). 
Remarquer qu’une condition nécessaire et suffisante d’exis- 
tence d’une radiale de ¢ est que 


JD —v(Dldg-0 (x —0) 


Premières propriétés. — a) Les opérations de combinaison 
linéaire, d’enveloppe supérieure ou inférieure de deux fonctions 
pourvues de radiales donnent une fonction admettant une 
radiale, qui se déduit des autres par les mêmes opérations. 

Il suffit de s’appuyer sur des inégalités élémentaires entre 
nombres réels comme 


(sup (a, b)— sup (c, d)| <la— + |b—d 


b) Si v, finie pourvue de radiale converge uniformément 


(11) L'ensemble du point d’Alexandroff, des points à l'infini de 6, des points où ¢ 
n'est pas définie coupe la frontière de D} dans &/ selon un ensemble de mesure harmo- 
nique nulle relativement à Ds. 
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vers 9, la radiale de », converge en moyenne-dg vers une fonc- 
tion 9 qui est radiale de » 


D'abord 


f 


| (~ 
P,— Pn |dg < | Les (?n)a|dg 
LL <> | Le <> 


(ha — (hide + [\(enr— ee 


a 


+ 


L'intégrale centrale à droite est moindre que € indépen- 
damment de À quand n, n’ dépassent un certain N. Pour tout 
système de tels n, n’ on peut choisir À pour que les deux autres 
intégrales de droites soient moindres que €. D’où la majoration 
3 relative à n, n’ majorant N. Il y a done bien convergence 
en moyenne de fn vers une fonction 9 


Puis 


dg. 


Sin—¢ldg<f\i—(e)dg + fleh— side + flo, — e|dg 
d’où résulte que ¢ est radiale de ». 
Radiale partielle. — Relativement à un faisceau mesurable 


a de lignes de Green régulières, » aura par définition une radiale 
partielle ¢ si f\a—gdg—0 (A — 0). 

Propriétés analogues à (a) et (b). L'existence d’une radiale 
entraîne celle d’une radiale partielle pour tout «. 


IV. — RAPPEL DE NOTIONS SUR LES FONCTIONS (BLD) 
EN ESPACE EUCLIDIEN 


44. Choisissons comme définition, dans une théorie qui peut 
être exposée de diverses manières (voir surtout [8] et [9]) une 
propriété caractéristique adaptée à l’usage qu’on fera de cette 
notion; puis énumérons quelques propriétés à peu près indis- 
pensables, sans que l’ordre prétende correspondre à un ordre 
de démonstration possible. 

Dans un ouvert 2 de R°, si une fonction f réelle admet 
presque partout un gradient de carré sommable, on notera 


encore, pour tout ensemble mesurable «, ||f|l, = V A grad*fdw, 
et plus brièvement ||f|| la quantité ||fllo, dite norme de 


Dirichlet (pour f et 2) 
25 
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Alors f sera dite fonction «BL précisée» selon Deny-Lions ou 
plus brièvement fonction (BLD) (*) dans Q si 

1° elle est définie et finie quasi-partout dans ( 

2° elle vaut quasi-partout la limite d’une suite de fonctions f, 
de classe C” et norme finie, cette suite étant une suite de Cau- 
chy selon la norme de Dirichlet, c.-à-d. telle que 


fx —frl|~9 (nn > 00). 
On sait alors que f admet presque partout un gradient de 
carré sommable et que ||f,, — f|| — 0. 


42. Propriétés fondamentales. 

19 Toute fonction localement (BLD) de norme finie est 
(BLD). 

20 La condition ||f\lg=0 entraine que f soit dans chaque 
domaine composant quasi-partout égale à une constante. 

Introduisons les classes d'équivalence de fonctions (BLD) 
par la condition d’égalité quasi-partout à une constante près 
dans chaque domaine composant. Définissons le produit 


scalaire (f, g)= J (grad f, grad g) dw de deux fonctions et des 
deux classes les contenant respectivement. Ces classes forment 
un espace de Hilbert réel (d’ailleurs séparable) dont la norme 
est justement ce qu'on a appelé la norme de Dirichlet pour 
une fonction quelconque de la classe. 

De plus si f,—f « en norme », c.-a-d. si ||f—f,|| 0, on 
peut extraire une suite f,, telle que dans chaque domaine com- 
posant f,, + C,, (Gr, const.) converge quasi-partout vers f. 

Par suite si f, définit une suite de Cauchy et converge 
quasi-partout vers une fonction f, fest (BLD) et limite en norme. 

3° Si f est (BLD), de même |f|; de plus [grad|f|| = |grad f| 
presque partout. Par suite si f et g sont (BLD), de même les 
enveloppes supérieure etinférieure. De plusinf(f, n), sup (f, —n), 
sup (inf (f, n), —n) sont (BLD) et convergent vers f quasi- 
partout et en norme; leurs gradients sont en module majorés 
par |grad f| presque partout. 

Exemples : 1. f finie continue possédant un gradient fini 
continu est localement (BLD). 


(18) Je les ai appelées ainsi dans [4,f, g] parce qu’il s’agit d’une notion introduite par 
Deny [7] et perfectionnant les fonctions dites (BL) bien dégagées et étudiées par Niko- 
dym a partir d’un mémoire de Beppo Levi. 
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On le voit par la régularisation de Schwartz (voir note 10) 
fournissant une fonction de classe C° (ou brièvement une fonc- 
tion C* ). De même, par suite, une fonction « régulière par 
morceaux », en appelant ainsi une fonction qui soit localement 
une combinaison linéaire de fonctions égales à des enveloppes 
supérieure ou inférieure de fonctions (en nombre fini) à 
gradient fini continu. 

2. Tout potentiel de Green d’énergie finie est (BLD) (cette 
énergie vaut à un facteur numérique près l'intégrale de Dirichlet). 
Par suite aussi toute fonction sousharmonique dans Q dont le 
gradient est de carré sommable 


13. Quelques autres propriétés utiles. 

a) Toute fonction (BLD) est localement de carré sommable. 

D’après cela si + est de gradient fini continu, f# est localement 
(BLD). Cela permet d’annuler f au voisinage compact à d’un 
point ou hors d’un compact K (à et K contenus dans Q) sans 


l’altérer ailleurs sauf dans des voisinages choisis de 5 et K. 

De plus si f, —f en norme et quasi-partout, LA —f} do —0 
et par suite f,2 — fo localement en norme et quasi-partout. 

b) Si f (BLD) est nulle hors d’un compact de Q, la régula- 
risation de Schwartz (voir note 10) donne une fonction f,, C”, 
nulle hors d’un compact fixe (pour n assez grand) tendant vers f 
quasi-partout et en norme. 

c) Toute f (BLD) est sommable pour toute mesure u 
à support compact dans ( et d’énergie finie (en potentiel 
newtonien ou logarithmique). De plus si f,—f en norme et 
quasi-partout, | fide fdy. avec une telle u. 

d) De (a) ou du début de (a) et grâce à (b), on déduit un 


lemme important qui pourrait être placé au début de la théorie : 
o_(19) 
Soit w ouvert et K compact tel quewcwcKcKcQ. Pour 


f (BLD) dans (), il existe une suite de Cauchy de fonctions 7 
(BLD) C* dans Q, nulles hors K, convergeant quasi-partout 
vers une limite finie égale à f quasi-partout dans w. Si f est 
bornée, on peut choisir f, avec la méme limitation en module. 

e) Si f (BLD) est nulle presque partout sur un ensemble a, 
grad f est nul presque partout sur a. 


( 19) Intérieur de K. 
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‘Voyons que la dérivée relative à une direction fixée est nulle 
presque partout sur &. On considère les parallèles à cette direc- 
tion; chacune coupe «& suivant un ensemble linéaire dont les 
points isolés sont dénombrables. Tous ces points forment un 
ensemble de mesure spatiale nulle. Auxfautres points, la dérivée, 
si elle existe, est nulle. 

Enfin éclairons le sujet en rappelant encore : 

a) f (BLD) admet quasi-partout une pseudo-limite (ou 
limite fine) finie. 

8) Les f (BLD) limites en norme et quasi-partout de fonctions 
nulles hors d’un compact sont caractérisées (à l’équivalence 
près) comme les fonctions (BLD) orthogonales aux fonctions 
(BLD) harmoniques dans (. 

Nous y reviendrons, sans nous en être servis, dans le cas 
plus général des espaces de Green. 

y) Sil est évident qu’une transformation isométrique ou 
conforme conserve la propriété (BLD), signalons plus générale- 
ment qu'une transformation biunivoque avec gradient fini 
continu transforme une fonction localement (BLD) en fonction 
analogue, les modules des gradients étant aux points corres- 
pondants presque partout égaux, au facteur près de similitude. 


14. Remarques élémentaires sur les fonctions (BLD) harmo- 
niques. 
1°) Une telle fonction dans R° est contante. 
Car 
2 
Med <—4_y/ f = du 
0x; mes Di AUS 


du 11 
da; (M)< mes mt 


où Dh est le domaine circulaire ou sphérique de centre M et 
rayon r On voit en faisant tendre r vers l’infini que grad u = 0, 
u= Cte 

2°) Une telle fonction au voisinage d’un point O a distance 
finie, ce point exclu, se prolonge en O selon une fonction 
harmonique au voisinage de O, O inclus. 

Car la même inégalité appliquée à Di, de rayon r << OM donne 
quand r OM 
du 


oe (M) OM * (a Dd LÉ STEEL CM: 


02; 
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On a donc ce même type de majoration pour la dérivée le long 
de toute droite issue de O, avec un € indépendant de la droite 
On en déduit 


pour t= 2 


u 
log om ° (OM —~ 0) 
0 (OM 0) 
OM* * 


ce qui entraîne, comme on sait l’absence, d’une singularité en O. 
3°) Au voisinage du point à l’infini R. de R‘, ce point exclu, 
une telle fonction est de la forme 


pour t > 2 


KOM ° + fet. harm. au voisinage de &,, ce point inclus. 


(Ces deux fonctions sont d’ailleurs (BLD) au voisinage de 
&., la seconde ayant un gradient O (r~*)). 

Si t= 2 cela résulte par inversion du cas précédent. 

On peut dans tous les cas appliquer Vinégalité de plus haut 


avec Dy et r= a (O point fixe). On trouve pour le gradient 


2 
une limitation en module 


= 


OM * «(M) (où e——0 quand M—&,). 


On en déduit si t = 2, la propriété : SE STO) 
si T > 2, lu! borné; log OM 


d’où la conclusion (voir [4, a]). 


V. — LES FONCTIONS (BLD) DANS UN ESPACE &. 
LEURS RADIALES DANS UN ESPACE DE GREEN 


45. Si dans & il y a des points à l’infini Q, on notera 
= cr {Q:{ et de même É l’ensemble déduit de tout en- 


i 
semble E par suppression des points à l'infini. Pour une fonction f 
dans Q admettant localement des dérivées presque partout sur 
l’image, on introduira comme plus haut ||/||, relatif à & € 6, égal 
à la racine carrée de l'intégrale de grad’ f étendue à l’ensemble 
à, et on pourra écrire sans ambiguïté ify au lieu de fe De méme 
pour la norme ||f{lo, d’où la notion de suite de Cauchy. 
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Une fonction f sera dite (BLD) dans un ouvert Q de &, st 


elle est définie quast-partout dans () et limite finie quasi-partout 
(au sens local sur l’image) d’une suite de Cauchy de fonctions f, 
de classe C° dans Q (et de norme finie). 

Une telle fonction f est (BLD) dans tout ouvert w de Q) 
contenu dans un %p, donc ||f—f,||,—0. On en déduit que 
pour tout compact Ke (), ||f\|x est finie et ||f, —f\|xk — 0. 

Or ||fa—fnlla<¢ donné, dès que n, n’ > N convenable d’où 
[fn — flk Le pour n> N indépendamment de K. 

Il s’ensuit que ||f\\q est fint et que ||f, — fllo —0. 

Nota: quand nous aurons à parler pour une fonction (BLD) 
d’une convergence « quasi-partout hors des points à l'infini », 
nous dirons généralement seulement « quasi-partout ». 


16. Propriétés. — Le chapitre précédent nous donne des 
propriétés locales. Il nous faut réétudier les propriétés globales. 


THéorRèmE 3. — Dans Q toute fonction localement (BLD) 
et de norme finie est (BLD). : 

Soit d’abord w ouvert relativement compact dans ©. On va 
former dans w une suite f, de fonctions (BLD) C” convergeant 
vers f quasi-partout et selon la norme || ||,,. Pour cela attachons 
à chaque point P; de © quatre voisinages ouverts ; @; ©; ©; 
dont les images dans Vp sont circulaires (ou sphériques) 
concentriques différentes : w; ¢ w; cw; cu; € Q; puis couvrons & 
par un nombre fini de ces w; soit w, @,... Wy. Si, est une fonction 
C” (ou seulement de gradient fini continu) égale à 1 dans w, 
nulles hors w’, on approche f¢, quiest (BLD) dans w;" par une 
suite de fonctions ff, C”, nulles hors w/, avec convergence 
simple quasi-partout et convergence en norme. On prolonge 
fn par 0. Puis on étudie f— f¢, dans w,’, comme on vient de le 
faire pour f dans w;’, en introduisant (f — f¢,)¢, et une suite 
fn”. On passe à [(f— f¢,) — (f — f¢.)¢.|9, qu’on approchera par 
fr etc. La somme de ces f® répond à la question. 

Si f est nulle hors d’un compact de w, on peut d’ailleurs 
en opérant sur un ouvert contenu, obtenir ainsi dans w notre 
suite de fonctions f, toutes nulles hors d’un compact fixe dans w. 

Si Q n’ a pas de points à l’infini et est compact, la question 
en vue est résolue. Sinon introduisons dans ( (localement 
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compact) une suite d’ouverts relativement compacts 0, 
(Q,c0,.,) tendant vers Q. 

Soit ©, (de gradient fini continu) valant 1 dans Q, et au voisi- 
nage de Ô,, valant 0 hors (, et au voisinage de abs On sait 


2 . . x 
approcher fo, par f@, C*, nulle hors Q, et au voisinage de (2, 
convergeant quasi-partout et en norme vers f¢,. Puis, considé- 
rant 2, — Q,, on introduit 9, (de gradient fini continu) égale 


à 1 dans 2,— Q, et au voisinage de 0, et 0,, égale a 0 hors 


= ae x x 
—(), et au voisinage de Q, et (,, enfin égale à 1—¢, dans 


(2) 


Q 
Q, — Q,. On approche fo, par une suite de fonctions LEK 


x 
4 
2 


nulles hors (2, — Q, et au voisinage de 0, et Ô.. On considère 
ensuite Q, — Q, etc. On peut choisir f®, ff... de façon que la 
somme infinie obtenue F, diffère de f d’une fonction (BLD) 
de norme < €,. On recommence avec des indices n; respective- 
ment plus grands de façon que la somme analogue F, diffère 
de f d’une fonction de norme <&,, etc. Sie, > 0,F, répond à 
la question. 

Remarque. — De cette démonstration, on peut extraire le 


résultat que toute fonction (BLD) nulle hors d'un compact 


est limite quasi-partout (dans Q) et en norme d’une suite de 
fonction C* nulles hors d’un compact fixe. 


Tuéorème 4. — Les classes d'équivalence (*) (définies par 
l'égalité quasi-partout à une constante près dans chaque 


domaine composant de Q), pourvues du produit scalaire dérivant 
de Is (grad f, grad g) dw forment encore un espace de Hilbert 


réel (**) dont la norme est la norme de Dirichlet. 

La constance quasi-partout dans chaque domaine quand la 
norme est nulle vient de la même propriété locale. La complé- 
tion résulte aussitôt des propriétés suivantes qui permettent 
d’étendre les propriétés 2° du chapitre précédent n° AL 

x) Soit dans {) connexe une suite de Cauchy de fonctions 


(BLD)f,. 


(2°) Par briéveté, on emploiera parfois pour des fonctions le langage qui s’appli- 
querait à des classes d’équivalence et inversement, Cet abus de langage ne mérite peut- 
être pas qu’on l’évite par des notations adéquates. f 

(2!) Il est d’ailleurs séparable, cela résultant de la propriété locale et d’approxi- 
mations inspirées par la démonstration du théoréme 3. 
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Voyons qu'on peut extraire f,, telle que fs, + C,, (Cr, const.) 
converge quasi- partout vers une fonction f avec convergence 
locale en norme. 

Introduisons en effet une suite de voisinages ouverts connexes 


w; couvrant Q, tels que chacun rencontre la réunion des précé- 
dents. On choisit f, 6 + C;;» convergeant dans w, vers une 
fonction f(BLD) quasi- partout et en norme. On peut extraire 
une suite f,® telle que f,( + C® converge de même dans w, 
vers une fonction g; dans ® U Os, ive @— C,@) tend quasi-partout 
vers g-f, qui est donc quasi-partout égale à à une même constante. 
Ainsi fe + C,® converge dans w,U@,, quasi-partout et en 
norme vers une fonction (BLD) etc. Par le procédé diagonal 
on aura une suite de Cauchy f,,+C,, convergeant quasi- 
partout et localement en norme. 

8) Par le procédé diagonal on étendra la proposition à 2 non 
connexe, en définissant C,, égal à une constante pour chaque 
domaine composant. 

y) On complète ces résultats en remarquant qu’il y a conver- 
gence globale en norme vers f pour la suite extraite, donc pour 
la suite donnée. Il suffit de reprendre le raisonnement du n° 15. 

Enfin les propriétés fondamentales 3° du chapitre précédent 
s'étendent aussitôt. Le point de vue local est le même; les 
inégalités sur les modules des gradients permettent de complé- 
ter. Par i a on a presque partout : 


Igradsup(f, g)| <sup (Igradf|, |grad g|)<|grad f| + |grad g| 


de sorte que sup ve g) est (BLD) si fet g le sont. | 
Puis la convergence en norme de inf(f, n) par exemple, 
vient de la convergence locale entraînant la convergence sur tout 


compact K de (), puis de 
ones grad” (inf (f, n)) do < dite grad” f do. 
17. Les radiales des fonctions (BLD) dans un espace de Green. 


Lemme 6. — Si » est une fonction (BLD) dans un espace de 
Green 6 où l’on fixe un pôle P, »(l) est sommable-dg et 


2) fin—nide< ap grad'vdo f grad? G do 
A; 
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où A est Di— D} (à < XW’) c.-à-d. l’ensemble où À < Gp < NG 
noté aussi briévement A. 

Supposons d’abord que » soit C* dans &.!Soit 4, l’ensemble 
ouvert des lignes de Green issues de P et traversant x; soit e 
la partie ouverte où 9,—,,>0. Les lignes de e forment 
dans À un ouvert 0. D’après [5], lemme 8, e peut être mis sous 
forme d’une réunion dénombrable de compacts e; dont les 
intersections deux à deux sont de mesure-dg nulle et dont les 
hgnes couperont A selon des «tubes de Green réguliers compacts » 
0;, d'intérieurs deux à deux disjoints. Alors d’après la propriété 
fondamentale de dg: 


dG 
0: Le) dg = — Se 


(dérivée normale intérieure, ds mesure-aire sur la frontière 
de 0;). 


Mais d’après la formule de Green, cela vaut 


—f, (grad v, grad G) do. 


D’ot par sommation, puisque grad», gradG sont de carré 
sommable dans A, donc de produit sommable 


®- J. (ex — ex) fe — f, (grad », grad G) dw 
et 
ge le — vxldg < Jjlgrad o||grad Gide. 
On aura une inégalité analogue pour les lignes telles que 


1 — 7 < 0. 
D'où 


9: Jlex—euldg< Jalgrad y|jgrad G|dw . 
<V fy grad” » dw of grad’ G dw. 


Si »# est quelconque, on introduira »,(BLD) C? dans 6, 
convergeant quasi-partout et en norme. On partira de l'iné- 
galité établie pour »,. La convergence en norme dans A entraîne 


que if grad”#, dw tend vers spe grad’ y do. 
\. D'autre part flex — vx dg est majoré par la plus petite 
limite de He (¥n),— (er)x| dg. D'où l'inégalité cherchée. 
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Comme on peut modifier ¢ en l’annulant au voisinage de 
P dans lequel on prendra ¥$, on conclut à la sommabilité - dg 
de », quel que soit À. 

On peut aussi conclure en remarquant la sommabilité - dg 
de », lorsque ’ est assez voisin de max. G pour que XÀ soit 
compact (V. n° 43, c) 


Tutorime 5. — Toute fonction » (BLD) dans & admet une 
radiale pour tout pôle. 
Car d’après linégalité (1), 


fln—eride+0 (A, NO). 


Lemme 7. — Si », (BLD) tend vers 0 quasi-partout et en 
norme, 


L\(n)alag 0 pour n— 0, 


uniformément en À < À, fixé < max G. 

Si #, est nul dans un voisinage fixé de P, c’est évident par 
l'inégalité (1) en prenant YÀ dans ce voisinage. 

On peut se ramener à ce cas en remplaçant », par v,9 où & de 
gradient fini continu vaut 1 hors D} (*) et est nul au voisinage 
de P. Car »,9 tend vers 0 quasi-partout et en norme localement 
(n° 13, a) done globalement. 

On peut aussi voir que, en choisissant un ¥} compact sans 
point à linfini, flehldg 0 grâce à (13, c) car |v,| tend aussi 
vers 0 quasi-partout et en norme. 


THÉORÈME 6. — Si », (BLD) tend vers » (BLD) quasi-partout 
et en norme, la radiale de v, converge en moyenne vers la radiale 


dev. 


Car 
Jen — side < [ler — (ade + f1(enh — n|dg + fin —v|dg. 


_ Etant donné e, on choisit n, tel que l'intégrale centrale à 
droite soit < € pour n > n, indépendamment de À assez petit. 
Puis pour chaque n >n,, on trouvera À tel que les autres 
intégrales de droite soient €. Ainsi pour n>n,, l'intégrale 
de gauche sera < 3e. 


(22) On peut supposer À, assez grand pour que D}° soit relativement compact. 
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18. Le type de démonstration du lemme 6 peut être utilisé 
pour démontrer le lemme suivant : 


Lemme 8. Soit un domaine Q, très régulier tendant en 
croissant vers l’espace de Green & où f est donnée (BLD). 
Si w, est le domaine composant de Q,n DA qui contient le 
pôle fixé P, Hp» et H?> existent (*) et H}r — HP: (uniformément 
localement) (À fixé, n — ). 

On se ramène aussitôt au cas de f > 0, nulle au voisinage de P. 
Soient u™ et uM les mesures harmoniques (au point M fixé dans 
Di) relatives à D} et w,. On sait que sur SA, a} est majorée par 4" 
croissante, et converge vaguement vers 4". On en déduit que 
pour tout e borélien de XÀ, ul{e) > u"(e). Par suite comme f est 
sommable-du, f sera sommable-du, sur &, n Up et 


fo fdut — fo fau™. 


D’autre part considérons y, = 6, n D? et les lignes de Green 
relatives à w, issues de P et aboutissant aux points de y,, 
d’ailleurs orthogonalement. Limitées à une petite surface 

n=), autour de P(*), ces lignes forment dans & un 
ensemble E, 


1 ¢ ,dGy 
Or if pee iy CR" Jo. 
sh $< yh dn 


Si f est C*, décomposons encore le faisceau considéré en 
tubes réguliers, appliquons leur la formule de Green et sommons. 


Il vient: 


L 


+ f grad f.grad G?" dw 
vx En 
d’où finalement 


(3) off faut <\/ figrad' fdwy/ fp, grad Gr du 


(22) On verra plus loin la résoluvitité de f pour tout domaine partiel tel que le point 
d’Alexandroff de & forme un ensemble de mesure harmonique nulle. Il faudra d’ail- 
leurs prolonger f convenablement aux points à l'infini. Cette résolutivité est démontrée 
directement ici dans notre cas particulier. ae 

(24) Cette surface varie avec n mais reste dans le voisinage fixé de P ot f = 0, 
si l’on choisit À, tel que l’ensemble où Gê > À, soit dans ce voisinage. 
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Si f est quelconque > 0, on l’approchera par f, G et on 
passera à la limite (p — +) en remarquant que 


Sif dus Slim ink fy fo A 


(On peut même passer à la limite sous /.) 


L’inégalité (3) ainsi établie en général, a un second nombre fini 
et prouve la sommabilité-du, de f sur ¢,, donc sur @,. Il reste 
à prouver que le premier nombre de(3) tend vers 0 (n — 2), 


car i] s’ensuit que We fdu“ 0 pour tout M. Nous allons voir 
pour cela que 


Je grad°G pr dw—0. 


Grâce à une décomposition en tubes réguliers, on voit que cela 


vaut l’intégrale eae ds 


étendue à la portion de surface 


Gr" =A, rencontrée par le faisceau considéré, c’est à dire 
vaut A, m(y,); et l’on sait d’après [5] n° 17 que cette mesure 
harmonique tend vers 0. 


Remargue. — Nous indiquerons plus loin une large exten- 
tion avec une autre démonstration. Mais nous pouvons déja 
adapter la démonstration précédente pour améliorer le résultat. 

On supposera Q, relativement compact quelconque, au lieu 
d’étre trés régulier mais cependant, provisoirement, tel que 
®, D? ne contienne pas de point à l'infini (*). L’énoncé 
s'étend. 

Voyons d’abord que l'inégalité (3) est encore valable, avec 
le faisceau a de lignes de Green régulières (relatives à w, et P) 
aboutissant en des points de y,. Il suffit d'examiner le cas de f 
C* bornée, car on passe aussitôt à f bornée quelconque puis 
f > 0 quelconque. Introduisons pour n fixé, dans w,, la surface 
Gp» = « et son intersection s avec le faisceau a. On étudie avec 
la mesure de Green dg, (pour w, et P) l’intégrale 


J (Peds, ane fes 


(5) Ou bien si les points à l'infini sur cet ensemble forment un ensemble de mesure 
harmonique nulle dans «,. Sinon il faut définir f aux points à l'infini, comme on le.fera 
plus loin, d’une manière qui permettra l’extension de ce lemme. 
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on la transforme comme plus haut en utilisant les lignes de 
FEES < i) Fee = 1 3 

Green entre les surfaces Gp" = € et Gp" = A,, et on majore 

aussitôt avec le second membre de (3). On achève en remar- 


quant que 
[Aide [| rar. 
Yn 


, x ° At : r : 
D’après la continuité de f et l'interprétation de la mesure 
harmonique sur y, par la mesure de Green ([5] n° 31). 

On adapte de même la démonstration précédente pour voir 


que f. grad’ Gr" dw tend encore vers 0, ce qui fournit 
l'extension cherchée. 


VI. — QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS HARMONIQUES 
OU SOUSHARMONIQUES (°°) 
AVEC INTÉGRALE DE DIRICHLET FINIE 


19. Rappelons [4, g] quelques notions et un théorème 
fondamental : 

Si pour une fonction harmonique quelconque u dans un espace 
de Green &,, H?* existe quel que soit À et vaut u (ce qui est alors 
indépendant du choix du pôle P), on dit que u est indifférente. 
Elle est dite absolument indifférente si elle est la différence de 
deux fonctions indifférentes >0 (Voir des développements 
dans [4, g]). 

Rappelons que si u, indifférente tend en croissant vers w 
harmonique, u est indifférente. Si de plus u, admet une radiale®, 
alors ¢ = lim ¢, est radiale de wu. Cela résulte de 


fu elde< flu—(u)rldg t+ fi) qu ld8 + fields 
en remarquant que le premier terme de droite vaut u(P) —u,(P) 
et tend vers 0 pour n>. 

Propriété fondamentale d'unicité. Si u harmonique indifférente 
admet pour un pôle P une radiale nulle, u = 0("). 

En effet l'existence de H?? (ou sommabilité -dg de u)) 
entraîne l'existence de H?° et u= Hi? < H. 


(28) Dans tout un espace 6, et non pas seulement hors des points à l'infini de cet 
espace. La condition que la norme de Dirichlet est finie exprime que les fonctions sont 


(BLD). SA ; 
(27) C’est un cas particulier d’une forme améliorée du principe du maximum [4, g]° 


* 
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Oren P HEE(P) = f(u‘hdg0 (À —0). 

La fonction harmonique > 0 H?! tend donc vers 0 en tout point. 

Par suite u<0. De même —u <0, d’où u=0 

Il est évident que les fonctions harmoniques bornées sont 
indifférentes. 

D’après le lemme 8, les fonctions harmoniques dans &, et de 
norme de Dirichlet finie sont aussi indifférentes. 

On en déduit le résultat suivant sans doute connu : 


APPLICATION. — Soit u harmonique, de norme finie, dans un 
ouvert de la forme w— E, où w est un ouvert d’un espace & et E 
un ensemble dans w, polaire, et fermé relativement à w. Alors w 
se prolonge harmoniquement (de façon unique) dans w, tout 
comme dans le cas de w bornée. 

Il suffit de le voir dans le cas de w circulaire ou sphérique, 
de centre P non sur E. Les D de cet w sont les domaines concen- 
triques dont on ôte les points appartenant à E, et w vaut son 
intégrale de Poisson dans ces domaines, ce qui fournit le 
prolongement cherché. 


20. Rappelons aussi [4, g] qu’une fonction sousharmonique w 
dans un espace de Green 6, est dite mineure si elle admet une 
majorante harmonique indifférente. On sait que cela équivaut 
à la propriété suivante (indépendante du pole): HP existe et 
majore u pour tout À (d’où sa croissance quand À décroit) et la 
limite est finie (À —0). Cette limite est alors la plus petite 
majorante harmonique indifférente. On l'appelle la meilleure 
majorante harmonique. 

Rappelons encore que si &, est relativement compact dans 
un espace & où west sousharmonique, cette majorante vaut H® 
(ce qui est la meilleure majorante harmonique de F. Riesz 
dans le cas qu’il considérait d’un domaine euclidien borné). 
Si de plus les points frontière de &, dans & sont réguliers, c’est 
aussi la plus petite majorante harmonique de u dans &,. 

Toute fonction sousharmonique de norme finie est mineure 
(tout comme les fonctions sousharmoniques bornées supérieure- 
ment) et ul y a coincidence de sa plus petite et de sa meilleure 
majorante harmonique 

En effet reprenons D? et le domaine w, du lemme 8. Comme ce 
domaine a tous ces points-frontière réguliers, H‘* est aussi la 
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plus petite majorante harmonique. Sa limite H®* est donc la 
plus petite majorante harmonique dans Ds. L’existence d’une 
radiale pour uw entraîne que H?*(P) ou fr de ait une limite 
finie (A—0) Donc u est mineure et la limite de H2* (1 — 0) 
est la plus petite majorante harmonique dans 6,. 

On en déduit les résultats suivants, peut-être plus ou moins 
connus : 


APPLICATIONS. — D’abord : Si u est sousharmonique et de norme 
finie dans le même type de domaine w —E que plus haut (E polaire), 
u se prolonge sousharmoniquement (de façon unique) dans o. 


On se ramène encore au cas de w circulaire ou sphérique 
et l’on voit que u admet comme majorante harmonique dans Di 
(P au centre) l’intégrale de Poisson de D} pour des valeurs- 
frontière égales à u, là où u existe. u est donc bornée supérieure- 
ment au voisinage de chaque point de E d’où le résultat (qui 
entraine le résultat donné plus haut directement pour wu 
harmonique). 


Tutorime 7. — Si u est sousharmonique et de norme finie 
dans un espace non greenien 6, u = const (comme lorsque u 
est bornée supérieurement). 


C’est évident si & est compact sans l'hypothèse de norme finie. 
Supposons & non compact. Considérons au voisinage d’un point 
P,, par exemple non à l'infini, un domaine circulaire ou sphé- 
rique D», et un autre concentrique un peu plus grand Dp,. 
La fonction de Green G§~->* pour P hors Dp, prend sur Dp, des 
valeurs >e, > 0. é 4 : 

Or dans 6&— D>,, G8—?*, — Hg?» = Gb» où vaut G&— Dr, 
sur D>, et 0 au point d’Alexandroff b de &. 2 

Le premier membre satisfait en effet à certaines conditions suf- 
fsant à caractériser la fonction de Green du second membre Lo) 


Comme }{b{ est de mesure harmonique nulle pour 6— Dp,, 


: ni Ft pds 
selon un critère pour qu’un espace soit non greenien He 


(28) Voir le théorème 6-13 de [5]; ces conditions sont l'allure classique au voisi- 
nage du pôle et la condition que si l'on prend un compact K dont l'intérieur contient le 
pôle, la fonction vaille dans & — K la solution du problème de Dirichlet pour valeurs 

* 
égales à 0 en JA et égales à la fonction sur K. mm 3 nt 
(2) Voir critère A, n° 15 de [5]. Il s’exprime par la condition que l’espace soit 


‘ 
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on voit que H§—?», >e,. Done G§—”*, majore e, hors Dp, et le 
lieu où cette fonction de Green vaut A<e, est entièrement 
situé dans D. Dans l ouvert où G$T Pr, > À, u mineure est done 
majorée par ¢,; elle l’est aussi dans le complémentaire qui est 
compact. Aussi u est borné supérieurement donc constante. 


VII. — LE PRINCIPE PRÉLIMINAIRE DE DIRICHLET 
DANS UN ESPACE DE GREEN 
ET LE PROBLÈME DE DIRICHLET 


21. Reprenons les fonctions (BLD) dans un espace 6 fixé 
et considérons l’espace de Hilbert 48 de leurs classes d’équi- 
valence. 

Les classes de fonctions (BLD) «harmoniques dans & », e.-à-d. 
par définition prolongeables aux points a l’infim de façon à 
devenir harmoniques dans & tout entier, définissent un sous 
espace &$ complet, car le lemme 2 s’étend aussitôt (*°). Mais 
si & est non greenien, ce sous espace se réduit a l’origine, d’aprés 
le théorème 7. 

Les raisonnements du théorème 1 fournissent son extension 
par projection de la classe de f (brièvement projection de f) 
sur H§ selon le: 


THÉORÈME 1’. — f (BLD) étant donné dans 6, il existe parmi 
les fonctions u harmoniques dans & et (BLD) dans & une et un 
seule (à une constante additive près) telle que ||u—f|| soit minima. 
C’est la projection de f sur #§. De plus pour cette fonction 
lu] <||f|| et il n'y a égalité que si f est, hors des points à Vinfini, 
quasi-partout égale à une fonction « harmonique dans & ». 


22. L'extension du chapitre 11 se fera en écartant d’abord 
les points à l'infini. On allégera aussi les démonstrations en 
dégageant les nouveaux lemmes suivants inspirés du chap. tr. 


Lemme 9. — Soit f (BLD) dans & (même avec des points à 
l'infini) et un domaine w, (*') croissant et tendant vers le domaine 


compact, sinon que . soit de mesure harmonique nulle pour le complémentaire d’un 
compact non polaire fixé quelconque. 

(°°) On voit comme au n° 4 la convergence locale hors des points à l'infini et 
cela entraîne la convergence uniforme au voisinage complet de chaque point à 
l'infini. 

(*!) Extension facile à des ouverts w, et Q comme pour le lemme suivant. 
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Q c &. Soit dans w, une fonction harmonique (BLD) u,, minimisant 
[u—f|\.. et supposons qu’elle converge localement uniformément 
vers U (harmonique) dans Q. Alors : 

2) [IUIe < lila | 

8) U minimise [lu —fllo, parmi les u harmoniques (BLD), 

y) Île — Ulla, > 0. 

RS a & ‘ : 

6) Etant donné € > 0, il existe un compact KcQ ne conte- 
nant pas de points à Vinfini, tel que, à partir d’un certain rang 


[Junllo,—K Le, TU hr <e | — Flo, x ee 


e) Notons {f, gjz la fonction égale à f dans E, à g hors E. 
Si l’on sait que v,—=[u,, flo, est (BLD), alors » = [U, flo est 
(BLD) et |, — ol — 0. 

Les quatre premiers résultats s’obtiennent par adaptation 
immédiate des raisonnements du théorème 2. Quant au dernier, 


[one p—°n ë=| (2 PE Diese Pline Sn ee Rene 


D'abord 


Pas p— Palo, < ||un+p— Ul ee ||w,— U} io (n>) d’aprés Y: 


Puis comme ¢,,,—%,=0 p.p. dans 6—o,,,, le gradient 
y est aussi nul p. p d’où |k,,,—v,l8_,., = 0. 


Enfin 


On + p—On fe \\f Pal At p—"0n° 


On voit que ||... >—Tfllo,, pon > 0 (n= 2) d'aprés (à); l’autre 
terme est nul parce que f—v, =0 p. p. hors w,, donc aussi le 
gradient. 


[Len p— Prone pro, S|?n-p —F 


Lemme 10. — Soit dans 6, f, (BLD) convergeant en norme et 
quasi-partout vers f, et, dans un domaine Q de 6, u, harmo- 
nique (BLD) minimisant ||u— f,||o. Alors u, converge en norme 
dans Q. Si »,=[u,, fala est (BLD), 9, converge en norme; 
si de plus les points non à l'infini de 6 — Q forment un ensemble 
non polaire, il existe une suite extraite #,, qui converge en 
norme et quasi-partout vers une fonction égale à f quasi- 
partout hors (). 


L'interprétation de u, comme projection de f, montre la 
26 
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convergence en norme de w, dans Q. De plus si 9, est (BLD): 
jh FU Palle == [Pr p FRET Pal lo a ren ace Prlle_O- 


Le premier terme a droite tend vers 0. Puis 


a € < Pater ra le 7 [x —frllg_o os ieee 


Les deux premiers termes à droite sont nuls parce que les 
fonctions sont p.p. nulles dans 6 —Q. Le troisième tend vers 0. 
Ainsi 9, converge en norme et une sous-suite 


En, + C,,(C,, const.) 


convergera quasi-partout vers une limite en norme. Si 6—Q 
diminué de ses points à l’infini n’est pas polaire, C,, doit avoir 
une limite finie et la suite y,, répond à la question. 

On s’appuiera aussi sur le lemme 2 (étendu a un espace & 
comme on l’a dit) et on partira encore essentiellement du cas 
particulier exprimé par le lemme 3 étendu a un espace & 
sans point à linfini, à un domaine très régulier Q et une 
fonction fC” (ou seulement pourvue de dérivées secondes 


finies continues) dans un ouvert contenant (2. La démonstra- 
tion initiale s’applique. 


et LA 


THÉORÈME 8 (*). — Soit dans & sans points à Vinfini un 
domaine greenien relativement compact Q. Soit f(BLD) dans &. 
Alors HP existe et c’est 

1) la seule fonction (BLD) harmonique dans Q (à une cons- 
tante près) minimisant ||u—f||g (e. à d. la projection de f sur #P). 

2) la seule fonction harmonique dans Q dont le prolongement 
par f soit (BLD) dans &. 

Soit d’abord fC*. Introduisons un domaine Q, très régulier 
tendant en croissant vers Q. On sait que H?*» minimise ||u — f|lo, 
et d’autre part, par la théorie du problème de Dirichlet, que 
Hf» tend (uniformément localement) vers H£. Donc d’après le 
lemme 9, H? minimise [lu—fllo. De plus le prolongement 
», =[HPs, flo, de Hf» est localement (BLD) au voisinage de 6, 
comme ailleurs, car l’allure des dérivées de H}» à la frontière 
permet de prolonger cette fonction hors Q, avec continuité 
du gradient (voir note 8 et n° 12). Il est évident que », admet 


(32) Extension immédiate à un ouvert Q qui ne soit pas un seul domaine non gree- 
nien. 
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comme f une intégrale de Dirichlet finie. Alors d’après le lemme 
9, [H?, flo est (BLD). 

Soit maintenant f(BLD) bornée quelconque. On introduira 
f, C” uniformément bornée tendant vers f quasi-partout et en 
norme. He converge (localement uniformément) vers HY, qui 
minimise donc ||w—f\||g. De plus, d’après le lemme 10; [H?, fale 
converge en norme; donc sa limite quasi-partout [H£, Alb est 
(BLD). 3 

Passons à f>0 quelconque. On introduit f, —inf(f, n) 
bornée, tendant en croissant vers f et convergent aussi en norme 
vers f. Encore d’après le lemme 10, s, =[H,, flo, converge en 
norme; de plus une suite extraite converge quasi-partout 
vers une limite en norme, donc aussi s, qui est croissante. 
On voit done que HP existe (**) et est la limite en norme et 
ponctuellement (localement uniformément) de H?. Elle mini- 
mise |lu —f|la et [H?, flo est (BLD). 

Le cas de f quelconque résulte du précédent par la décompo- 
sition f—f"—f grâce à la linéarité de l'opération de projection. 

Il reste à voir que H¥ en la seule fonction harmonique dans Q 
dont le prolongement par f est (BLD) dans &. Cela vient du 
théorème d’unicité suivant: 

Soit U harmonique dans Q, dont le prolongement » =[U, O]o 
est (BLD). Alors U = 0. 

En effet H®? qui est nulle doit minimiser ||~w— U||g; comme U 
est évidemment minimisante, U = const. Alors » a un gradient 
nul presque partout dans Q et hors Q (V. n° 13, e); » est done 
quasi-partout égale à une constante. Comme 6—{) est non 
polaire cette constante est nulle et U —0 


23. Lemme 11 (*). — Soient dans l’espace de Green & (même 


(33) Cette existence, c.-à-d. la sommabilité de f relativement à la mesure harmo- 


nique de Q résulte localement de (n° 13, c) puis globalement de ce que Ô est 
compact. On pourrait aussi utiliser cette propriété de compacité pour traiter directe- 
ment le cas de f quelconque à partir du cas de f bornée. Mais comme on introduira 
plus loin des points à l'infini et un Q non relativement compact, on évite d'utiliser 
cette remarque pour donner dans le texte une démonstration qui s’étendra. 

(4) Il suffit de supposer f nulle en /b, quelconque dans & mais nulle sur K. Alors si 
Din * existe et converge uniformément localement vers une fonction harmonique 
dans &, il en sera de même de Hpn. Voir [4, g] n° 9, dont les démonstrations basées, 
sur la méthode alternée, s'étendent à notre cas. Nous nous limitons ici à un résultat 
partiel qui suffira et est démontré plus facilement ici en s'inspirant d’une idée de 


Choquet (voir [4, g] note 19 en bas de page). 
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avec des points à l’infini) un domaine (, croissant tendant 
vers 6, un compact K tel que &— K et 2, — K soient connexes, 
et une fonction f >0, par exemple seulement borélienne à un 
changement près sur un ensemble polaire, égale à 0 sur K, 
enfin prolongée par 0 au point d’Alexandroff -b de &. Alors 
si H@r7F existe et a une limite finie (donc harmonique), il en 
est de même de H?» (ces convergences ont lieu uniformément 
localement). 

D'abord toute H%», existe. Il suffit de voir que si 
f, = sup(f, p), Hs qui est croissante a une limite finie 
(p— oo). Sinon at un point A fixé, H(A) = À,— + oo et une 


{ 
suite extraite de — Hp convergerait vers une fonction harmo- 


Ap 

nique uw > 0. Or dais eee 
ri Oe iY Qn, — K On = K 
À HF sare Ap H aaa Hg? 


où ¢, vaut A H&:, sur K et O ailleurs. 
P 7, 


A 
Le Hanes terme a droite tend vers 0, le second, pour la suite 
extraite, tend vers H2».—* où g vaut u sur K et 0 ailleurs. 
Ainsi dans Q,,— K, uw vaudrait H$.—*. Alors u serait majorée 
par sa borne supérieure sur K et atteindrait sa borne supé- 


rieure, donc serait constante > 0. Cela est incompatible avec 


3 5 x 
son expression H2«,—* et le fait que K est de mesure harmo- 


nique < 1 pour Q,—K (puisque Q, est un domaine de 
Green comme 6), 
Voyons ensuite que He reste bornée en A. Sinon pour une 

suite extraite on aurait HO P{ A) == 9,, > + ©. Par une nouvelle 
1 

extraction, on introduirait à HP qui convergerait (locale- 
np 

ment uniformément) dans 8. On obtient alors une contradiction 

à peu ges comme précédemment parce que 


1 sn " 
Oger reims 


~ 


et que {b} est de mesure harmonique > 0 pour 6— K. | 
Enfin montrons que HO converge. Sinon deux sous-suites 
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Fij,, Hs convergeraient uniformément localement vers u 
et v RSA dans 6. 


Dans 0, —K, HO, = Hfr-s + HP rp Re 
où 4, vaut H$ sur K et 0 ailleurs. Par soustraction avec 
l'égalité une relative à nj, on voit à la limite que u—v 
vaut dans g—K la solution du probleme de Dirichlet pour 
des valeurs-frontière égale à u—v sur K et 0 ailleurs. On en 
déduit que u—» est constante, puis nulle. 


THÉORÈME 9. — Soit dans un espace de Green & sans points à 
l infini un domaine ( (pouvant être identique à &). Soit f (BLD) 
dans & et une suite de domaines Q, relativement compacts dans Q, 
croissants, tendant vers Q. La solution H£r tend (uniformément 
nu) dans Q vers une DES harmonique (BLD) dans Q 
{indépendante de la suite), ee UP, et qui minimise ju — Flas 
de plus le ere [H£r, flo, converge vers [U?, flo en 
norme dans &. Enfin UF est cofaberisée comme la seule fonction 
harmonique indifférente (donc la seule harmonique (BLD)) dans Q 
admettant comme radiale dans Q (pour un pôle P ou tout pôle) 
la radiale de f dans Q. 

Si f est sousharmonique dans Q entier, UF est la plus petite 
{et aussi la meilleure) majorante harmonique. 

Si Q est relativement compact dans 6, U? = H®; et pour toute 
suite de domaines w, tendant en dun ae Q, Hes HP 
(uniformément localement tandis que [H;*, f] Re a 
norme vers | H9, fo. 

Montrons d’ aia la convergence de Hs. On peut modifier f 
au voisinage d’un point P, en lannblaur dans un voisinage 
plus petit où l’on pe un compact K non polaire et de 
complémentaire connexe (par exemple tel que son image dans 
%, soit ’adhérence d’un domaine circulaire ou sphérique). 

Étudions d’abord u, = H@r-* qui minimise |lu—f|la,_ x. 

Les dérivées premières ad uniformément bornées (sur 
l’image locale) au voisinage de tout point de Q—K, 
puisque [flo «x <||flle,-« <||f1| (voir lemme 2). Gonsidécons 
les dans Up, sur une surface très régulière © (par exemple 
sphérique) limitant un domaine contenant K. Il y a une 
borne uniforme pour le module du gradient. On en ee que > 
Poscillation de u, sur » est bornée indépendamment de n. 
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4 we Fe 
Montrons alors que u, est bornée sur Ÿ indépendamment 


de n. Sinon pour une suite extraite u,, la borne supérieure np 
ou la borne inférieure tendrait vers + ou resp. vers — co. 


Par exemple À,,— + 2; alors —*— 1 uniformément sur 2 de 


An 


u ei: Sh ; 
sorte que 5 considérée dans le domaine entre K et Ÿ y tendrait 


Rp 
vers la solution du problème de Dirichlet avec valeurs-frontière 


0 sur K et 1 sur X. Cette solution ayant une intégrale de Diri- 


a 5 SA u, ° r 

chlet non nulle, l’intégrale de Dirichlet de =? resterait supé- 
Np 1 

rieure à un nombre >0 et celle de u,, tendrait vers + 0, 


contradiction cherchée. 
Les fonctions u, bornées sur Ÿ et également continues en tout 
point de 2— K sont uniformément bornées sur tout compact 


de Q—K (et même de Q— K). 

Voyons alors que u, converge. Sinon on pourrait extraire 
deux suites localement uniformément convergentes vers deux 
fonctions harmoniques différentes dans Q-K. D’après le 
lemme 9 ces fonctions devraient minimiser [lu —f|l)_£« d’où 
leur égalité à une constante près; comme on voit qu’elles 


doivent s’annuler aux points de K réguliers pour Q — K, elles 
seraient égales. 

Ainsi H?»~® converge (uniformément localement) dans 
Q— K vers une fonction harmonique. C’est vrai aussi de 
H?e—* et H—K. D’ot par le lemme précédent la conver- 
gence de Hy» et H®r, donc la convergence cherchée de H£r. 

Mais alors d’après le lemme 9, puisque u, = H®r minimise 
lu — fÎlo, la limite U? minimise [lu —f|lo et il y a convergence 
en norme de [u,, flo, vers [US, fo. 

La convergence en norme et ponctuelle de [u,, f]o, vers UA 
dans {2 entraine que U, ait pour tout pôle même radiale que f 
dans Q (v. théorème 6); et cela, pour un seul pole, suffit a 
caractériser U; dans Q, comme fonction harmonique (BLD) 
ou seulement indifférente (v. n° 19) ayant cette radiale. 

De plus si f est sousharmonique dans Q, HP est à la fois 
meilleure et plus petite majorante harmonique dans Q,, done 


tend vers la plus petite majorante harmonique dans Q (qui 
est aussi la meilleure). 
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Enfin supposons Q relativement compact dans & Comme 

nt , RAS P 7 
[U?, fla est (BLD) dans &, on a, par le théorème 8, l'identité 
HY — U2 

Psi > À 

Si on introduit w, croissant quelconque tendant vers (), 


: ; 
on formera w, relativement compact dans ©, tendant en crois- 
sant vers (), tel que 


[HPr(A) — Hp*(A)|<e,>0 (A point fixe dans QQ). 


D’ot Hÿ"(A)— H(A). La convergence alors localement 
uniforme de H?" vers H? entraîne, comme pour (,, la conver- 
gence en norme de [H?”, fl, vers [H?, flo. 


Remarque. — L’extension originale du problème de Di- 
richlet par Wiener suggère d’étudier la convergence possible 
de H2" pour des fonctions ® très générales dans 2; en l’absence 
d’une étude systématique, Je cas du théoreme 9, étendu plus 
loin et remontant à [4, d], est donc a souligner. 


24. APPLICATION. — Etude d’une fonction f(BLD) au voisi- 
nage d’un point à l'infini pour 7 >3. Son prolongement normal 
en ce point. 


Soit f(BLD) dans un domaine de Green 2 ne contenant 
qu’un point à l'infini Q. Dans 2 —Q("), f a même radiale (de 
pole P fixé) que U2—®; mais cette fonction a une limite finie K 
en Q (voir n° 14 § 3). Donc la radiale partielle de f relative au 
faisceau des lignes de Green convergeant vers Q(*) vaut 
la constante K, indépendante de P. 

K est de plus indépendant de 2, donc ne dépend de f 
qu’au voisinage de Q. Considérons en effet Q, c Q,; soient (Q,), 
et (Q,), tendant en croissant vers Q, et Q, où ils sont relative- 
ment compacts, enfin w, un voisinage sphérique de Q se 
réduisant à Q. H@%-& et HjQ%— an different dans un voisi- 
nage w de Q d’une fonction qui tend vers un H?—°, où 9 
bornée vaut 0 en Q. Or cette fonction HS tend vers 0 en Q 
(régulier). Donc aussi U?:—°— UT. 

Un résultat frappant s’obtient en étudiant f sur l’image ‘Vo, 
en la prolongeant dans R° (sans l’altérer au voisingage de Q), 


(3) On note par brièveté de la même manière un point et l’ensemble qu’il forme. 

(35) Rappelons que presque toutes les lignes de Green régulières convergent 
(pour G > 0) dans la topologie de l’espace déduit de Q par compactification au moyen 
d’un point d’Alexandroff (Voir [5] n° 23). 
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grâce à la multiplication par un facteur C”égal à 1 au voisinage 
de ®. et à 0 hors d’un autre voisinage de R.. Alors pour un 
pôle fixé dans R’, les lignes de Green sont les droites issues de 
P et les surfaces Gp = A sont les sphères de centre P. UF est 
constante; c’est la constante K. Ainsi f admet une convergence 
sphérique en moyenne vers K. De façon précise soit sur l’image 
locale une sphère S, de centre fixe et rayon r; f est sur S, une 
fonction f,, de la direction du rayon, c’est-à-dire d’un point 0 
de la sphère-unité concentrique et lf. 9» — K|doy — O(r — o) 
(do aire de la sphére-unité). Signalons une propriété plus précise 
établie entre temps dans l’article [9] qui paraît dans ce volume; 
c’est que f admet à l’infini une pseudolimite (égale a K). 

Par convention f sera prolongée en Q par cette valeur finie K 
(prolongement dit normal). 

Noter que K est aussi la limite de la moyenne sur S, quand 
Q — o. Ainsi pour une fonction sousharmonique au voisinage 
d’un point à l'infini Q (ce point inclus) et (BLD), le prolon- 
sement normal en Q de cette fonction (BLD) considérée hors Q 
est Justement égal à la valeur en Q de la fonction sousharmo- 
nique donnée. 

Le prolongement normal jouit des propriétés des radiales 
(V. n°8 10 et 17). Par exemple, lorsque f, (BLD) converge 
quasi-partout et en norme vers f, le prolongement normal 
de f, en un point à l'infini tend vers celui de f. 

Lorsque t= 2, en structure isométrique, on ne définit pas 
de prolongement aux points à l'infini (qui forment justement 
un ensemble polaire comme celui des autres points où une fonc- 
tion (BLD) n’est pas définie). 

25. Extension des théorèmes 8 ét 9 dans le cas d'existence de 
points à l'infini. Les énoncés restent valables avec la modification 
suivante : lorsque t > 3, on utilisera, pour définir les solutions de 
problème de Dirichlet, les prolongements normaux aux points à 
Pinfini des fonctions (BLD) et dans le théorème 8, la seconde 
caractérisation de H} devient : HY est la seule fonction harmonique 
dans (2, dont le prolongement par f soit (BLD) dans & et admette en 
tout point à l’infini (*") de QO un prolongement normal égal a 


celui de f. 


(37) Il suffit de retenir ceux qui ne forment pas chacun un ensemble de mesure 
harmonique nulle pour Q. 
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EXTENSION DU LEMME 3. — On considère dans 6 un domaine 
très régulier Q pouvant contenir des points à linfini et dans 
un ouvert contenant (, une fonction bornée (BLD) à dérivées 
secondes finies continues hors des points à l'infini. Alors H¥ 
minimise [ju — f|lg, parmi les u harmoniques dans (). | 

On reprendra la fonction de type V, avec les mêmes hypo- 
thèses, locales hors des points à l'infini, au voisinage desquels 
elle est supposée (BLD) et comprise entre deux nombres > 0. 
Voyons alors que si h est harmonique dans tout Q et (BLD) 
dans O, ou a (V, h) — 0. 

On reprendra le raisonnement du n° 5 en isolant dans Q, les 
points à l'infini Q; par des cercles ou sphères. Il suffira de voir 
que ie Vie Q pour une telle sphère ou cerele À (sur 
l'image Vg.) de rayon r— x. Cela résulte de ce que V est 
bornée et que |grad h| < ar~* (x = c*, r assez grand). 

Reprenons alors le théorème 8. Si la frontière de Q ne 
contient pas de point à l’infini, l’extension du lemme 3 permet 
de généraliser tous les raisonnements en partant du cas f bornée. 
Supposons qu’il y ait des points à l'infini Q; sur la frontière. 
D’abord si f est (BLD) bornée continue, avec des limites aux Q,, 
lapproximation par Q, (tel qu’il n’y ait pas de points a Vinfini 
sur la frontière Q,) montre par le raisonnement initial du 
théorème 8 que H? (définie en utilisant pour + 23 le prolon- 
gement par continuité de f aux Q;) minimise [lu — f|la et que 
[H,, flo est (BLD). 

Si f est (BLD) bornée, continue (hors des points à l'infini), 
on formera f, du type précédent, tendant vers f quasi-partout 
et en norme, de la façon suivante: on remplace dans des 
voisinages w de chaque point à l’infini Q; de Q, f par Hp 
(l’image de wi est dans R* de centre fixé et rayon — o). 
Alors le prolongement par continuité def, en Q, c.-à-d. H}1(Q)) 
tend si + > 3 vers le prolongement normal de f en Q,. En utili- 
sant ces prolongements on voit que HY tend vers H? et que 
(H?, f] est (BLD). LE 

On passe ensuite, comme au théorème 8, au cas de f (BLD) 
bornée quelconque, puis > 0, puis quelconque. D’autre part 
on verra pour les divers f successifs, et le plus général, que 
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[H,, flo admet en chaque Q,, si = > 3, un prolongement normal 
égal à celui de f. 
Le résultat final d’unicité du théorème 8, modifié comme 


il a été dit plus haut, et le théorème 9 s'étendent sans 
difficulté. 


Remarque. — L’artifice précédent, consistant à utiliser 
l’approximation f, (obtenue en remplaçant f au voisinage des Q; 
par H#) peut être appliqué à la remarque finale du n° 18 
pour l’extension du lemme 8 lorsqu'il y a des points à l’infini 
sur l’ensemble noté & n D}. He doit alors être pris, si 7 >3, 
avec le prolongement normal de f. Nous allons d’ailleurs 
étendre ce lemme sous une forme qui fera partie du nouvel 
énoncé suivant du théorème 9. 


26. Nouvelle extension des théorèmes 8 et 9. 

Pour tout domaine d’un espace &, on a rappelé (n° 8) qu’on 
sait étudier le problème de Dirichlet donc la mesure harmoni- 
que [5]. Alors un domaine partiel w d’un domaine 0 C6, 
sera dit harmoniquement intérieur à Q, si la frontière de w dans Q 
admet relativement à w une mesure harmonique égale à 1, 
ce qui est indépendant du choix de & contenant Q ([5] n° 14). 
Cela équivaut a dire que si l’on prend &— 0, le point d’Alex- 
androff de & est extérieur à w ou bien de mesure harmonique 
nulle relativement à w. 

Alors les théorèmes 8 et 9 s'étendent sous la forme déjà modifiée 
dans la première extension en remplaçant, dans les énoncés, 
les hypothèses pour certains domaines d’être relativement compacts 
dans d’autres domaines par celles qu’ils y soient harmonique- 
ment intérieurs. 

Pour le théorème 8 on introduira un domaine w, relativement 
compact dans & et par exemple très régulier tendant en crois- 
sant vers & et on considère dans w, u Qu, domaine composant w, 
contenant un point fixé de (. Supposons f (BLD) bornée. Comme 
la mesure harmonique de &, u Q relative à w, tend vers 0, 
H}"— H? (uniformément localement) et d’après le lemme 9, 
H? minimisera |lu— f|la et [H®, f] est (BLD). 

Passons à f >0. On raisonnera à partir de f,=inf (f, n) 
comme au n° 22; mais il y aurait une difficulté si 8—Q ne 
contenait, outre les points à l'infini, qu’un ensemble polaire. 
On ôtera alors de Q un petit compact sphérique d’où un 
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domaine Q, pour lequel HP: existera. D’après le lemme 11, 
H? existe done aussi. On Ne alors comme au n° 22. 
Quant au théorème 9, le plus simple est d’introduire Q! 
relativement compact dans Q,, croissant, tendant vers Q 
et tel que Q,¢ Q, et que Hy» (A)—H?»(A)+>0 (Point fixé A). 


On voit donc la convergence de H*= vers U? et le lemme 9 
permet d’achever. 


Définition. — La fonction ne sera dite fonction harmonique 
minimisante exacte de f dans Q. En tout point P elle vaut 
UA(P) = f f, de. 


“sl résulte RP du théorème 9 étendu en considérant 
les domaines Di (G$£ > À) qui sont harmoniquement intérieurs 


à Q et HŸ (P) = S hag, ou l’on fera tendre A vers 0. 


VIII. — THEOREME DE DECOMPOSITION 
ET FORME GENERALE DU PRINCIPE DE DIRICHLET 
DANS UN ESPACE DE GREEN. 
EXTENSION DU CAS CLASSIQUE 
AVEC FRONTIERE PARTIELLE LIBRE 


27. Fonctions de radiale nulle et théoréme de décomposition. 

Pour f (BLD) dans un espace de Green &, la condition d’avoir 
pour un pôle une radiale nulle est indépendante du pôle et — 
signifie que la minimisante exacte U; est nulle. 

En effet U; qui a même radiale que f pour tout pôle a donc 
une radiale nulle pour un pôle et par suite est nulle. 

On pourra donc parler de fonctions ayant la même radiale 
sans préciser le pôle et on explicitera, grâce au chapitre précé- 
dent, le 


THEOREME DE DECOMPOSITION CANONIQUE 10. — Toute fonc- 
tion (BLD) dans l’espace de Green & est la somme. 

a) D’une fonction (BLD) « harmonique dans & » (**) et de même 

radiale donc unique, et qui est U; et aussi la projection (”) de f 
sur le sous espace H£ des fonctions harmoniques. 


b) D’une fonction (BLD) de radiale nulle. 


(38) C’est à dire prolongeable aux points à l'infini (où une fonction BLD n’est pas 


définie) de façon à devenir harmonique dans &. 
(39) C à d que sa classe d'équivalence est la projection de celle de f sur68. 
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TuéoréMe 11. — Dans l’espace de Hilbert IE, les classes 
d'équivalence des fonctions de radiale nulle et celles des fonctions 
harmoniques dans & forment deux sous espaces complets 466, H#§ 
orthogonaux complémentaires et la décomposition canonique 
s'obtient, pour les classes d'équivalence, en projetant celle de f sur 
ces sous-espaces. 

Rappelons en effet que la projection f, de f sur un sous espace 
est caractérisée par l’orthogonalité de f,— f avec les fonctions 
du sous-espace. 

Donc les fonctions orthogonales à tous les he 366 sont les 
fonctions dont la projection sur 4, est à l’origine, c.-à-d. 
les fonctions de radiale nulle, à une équivalence près. Celles- 
ci forment donc bien un espace complet, comme il résul- 
terait directement facilement du théorème 6 ou aussi du 
théorème suivant. 


Taéoréme 12. — Les fonctions (BLD) de radiale nulle (°°) 
sont toutes les limites possibles quasi-partout et en norme de 
suites de Cauchy de fonctions (BLD) nulles chacune hors dun 
compact. 

Pour une telle suite, la limite quasi-partout a une radiale nulle 
d’après le théorème 6. Inversement soit f de radiale nulle et 
un domaine (), relativement compact tendant en croissant 
vers 6. On sait que le prolongement [H£r, f],, converge en norme 
vers U; qui est nulle. Donc f—[H, flo, converge en norme 
et quasi-partout vers f; elle est nulle quasi-partout hors Q,. 


Remarque : Nous retrouvons donc, pour le cas plus général 
des espaces de Green et avec l'interprétation supplémentaire 
par les radiales, les variétés orthogonales et la décomposition 


de Deny ([8] puis [9]). 


28. Le principe DE Diricutet. THÉORÉME 13. — Parmi 
les fonctions (BLD) de méme radiale qu'une fonction donnée 
(BLD) f,, ul existe une fonction unique (à un changement près sur 
un ensemble polaire) de norme minima. C’est la fonction « mini- 
misante exacte » Us Sa classe d'équivalence est donc, dans H8®, 

; Lise $ Moe 
la projection de l'origine sur Vhyperplan #8 défini par les 


(*°) Et celles de radiale constante sont les limites en norme des suites de Cauchy 
considérées. 


ee | 
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fonctions de même radiale que f,, c.à.d déduit de 46® par la trans- 
lation f,. 

U,, ne dépend que de la radiale de f, et on sait que sa norme 
est majorée par la norme de f, done de toute fonction f(BLD) 
de même radiale. On sait que la majoration est stricte si f n’est 
pas quasi-partout égale a une fonction harmonique dans &, et 
que si f est harmonique, f vaut U, Dow le « principe de la 
norme minima », qui se traduit géométriquement par la pro- 
jection indiquée dans l’énoncé. 

Cet aspect géométrique, c’est-à-dire le fait que la projection 
A de l’origine sur d6; est aussi la projection de f, sur %&6,, 
résulte trivialement de ce que 46, et 46, sont des sous- 
espaces orthogonaux complémentaires. En effet la projec- 
tion de tout point « de 46; sur 46, donne un point $ de 4, 
(car B— x orthogonal à #, est un élément de 46,) et d’autre 
part cette projection diminue la norme si f-£a. Donc A reste 
invariant par projection sur 4,, c. ad. est dans #,. Alors A et 
f,— A, de somme f, et appartenant à #, et d6,, sont nécessai- 


* 
rement les projections de f, sur ces sous-espaces. 


29. Extension du principe classique avec « frontiére libre ». 

TuHéorèMEe 14. — Soit dans l’espace de Green 6, un ensemble « 
de lignes de Green régulières issues de P. On suppose « mesurable- 
dg et de mesure >0. Si f, (BLD) est donnée dans 6, 1l existe 
parmi les f(BLD) ayant même radiale partielle relative à « que f, 
une et une seule fonction (à un changement près sur un ensemble 
polaire) de norme minima et c’est une fonction « harmonique 
dans & ». 

Soit d6,,,, l'ensemble des classes d'équivalence des fonctions 
(BLD) qui ont même radiale partielle sur « que fp. On voit 
grâce au théorème 6 que #,,, et la translatée dH, ,, sont complets. 
La projection de l’origine sur cet hyperplan est harmonique. 
Sinon une nouvelle projection sur 4, donnerait, à une équi- 
valence près, une fonction de norme plus petite et de même 
radiale donc de même radiale partielle. La question est donc 
résolue, à une équivalence près, d’où le résultat. | 

Une étude plus poussée conduit à introduire le sous-espace 
orthogonal complémentaire de 4,,, soit H évidemment contenu 
dans #,. Le raisonnement de plus haut (fin n° 28) montre que la 
projection de l’origine sur d6,,, est aussi la projection de f, 
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sur H. Il resterait à caractériser H directement pour donner 
de l'intérêt à la décomposition de toute f par projection sur 4, , 


et H. 


IX. — QUELQUES APPLICATIONS 


30. Diverses formes du principe de Dirichlet. — Soit dans un 
espace de Green une famille particulière de fonctions (BLD), 
admettant une radiale commune Ÿ, ou, ce qui est équivalent, 
une même fonction minimisante exacte U, Alors si cette U, 
commune fait partie de la famille, elle en sera l’unique fonction 
de norme minima (puisque c’est l’unique fonction de norme 
minima dans la famille plus vaste des (BLD) de radiale d). 


APPLICATION. — Le principe classique (amélioré chap m1). 
On considère dans le domaine euclidien borné Q toutes les 
fonctions f (BLD) bornées à gradient continu (même, si l’on 
veut, par morceaux) prenant chacune à la frontière, presque 
partout en mesure harmonique, les valeurs d’une fonction 
donnée 9. On suppose qu’il existe au moins une telle fonction f. 

Introduisons le domaine Q, relativement compact tendant en 
croissant vers Q. H9:— H9 d’après le lemme 5; comme d’autre 
part H@— U;, on conclut que U; est indépendant de f (“) et 
vaut HY, qui d’ailleurs satisfait aux conditions-frontière 


ry 


ese) a) 

On conclut que la fonction commune U,; est dans la famille 
des f, l’unique fonction de norme minima. 

Si les points-frontière sont tous réguliers on peut supprimer 
la restriction du presque-partout et on obtient par un raison- 
nement simplifié le principe classique. 


APPLICATION PLUS GÉNÉRALE. — Considérons dans l’espace 
de Green & une métrique donnant par complétion l’espace 8 et 


la frontière &— 6. Supposons que pour certains points-frontière 
les voisinages donnent par intersection avec & des filtres % 


(*) La convergence de presque toutes les lignes de Green régulières permet de voir 
directement que toutes les f ont même radiale, 

(**) Car H, tend vers ¢(Q) en tout point frontière régulier où f tend vers 9 (Q), 
(parce qu’en un tel point + est continue sur la frontière diminuée d’un ensemble de 
mesure harmonique nulle); et cette propriété H, 9 (Q) a donc lieu presque partout 
en mesure harmonique. On peut aussi conclure en étudiant H?n, 
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satisfaisant aux conditions axiomatiques fondamentales du 
problème de Dirichlet selon [5] n° 27. Pour la mesure harmoni- 
que correspondante, les autres points-frontière forment un 
ensemble de mesure nulle. 

Soit alors dans & une famille non vide formée de toutes les 
fonctions f (BLD) dont chacune soit bornée (au moins hors 
d’un compact de &) et qui satisfassent : 

19 à des conditions locales intérieures vérifiées par les 
fonctions harmoniques. 

2° à la condition que sur la frontière, presque-partout en 
mesure harmonique, f (prise là où elle est définie) admette 
une limite égale à une fonction ¢ donnée (choisie par exemple 
à l’aide des limites d’une fonction (BLD) particulière), nécessai- 
rement mesurable et bornée en mesure harmonique. 

Alors U; est la même pour toutes les fonctions f, vaut H$ 
et c’est la seule fonction f de norme minima. 

En effet introduisons un domaine Q, relativement compact 


croissant tendant vers &, par exemple tel que (, ne contienne 
pas de points à l'infini. La limite de H£r dont on sait qu’elle 
existe et vaut U; tend vers ¢(Q) en tout point frontière Q où 
f—¢(Q), d’après la formule 22 de [5]; il s’ensuit qu’elle vaut 
HË et qu’elle fait partie de la famille considérée des f(*). 

On retrouve le cas particulier précédent avec la métrique 
euclidienne en prenant comme filtres # les traces sur Q des 
voisinages des points réguliers. L’extension est immédiate a 
un domaine greenien {) relativement compact d’un espace 6, en 
prenant une métrique dont la structure uniforme est celle de 


Padhérence Q. 
Un autre cas particulier consiste à prendre ce dernier Q 
relativement compact et la structure uniforme ramifiée qu’on 


y définit à partir de celle de Q (comme dans le cas particulier 


de R'; voir [4] b); on choisit une métrique correspondante et 
on prend pour & les traces sur { des filtres de voisinages 


(#*) En effet lim H% tend vers 9(Q) presque-partout à la frontière; et cette propriété, 
qui caractérise une fonction harmonique bornée est satisfaite par H$. On peut voir que 
H, satisfait à cette propriété par le raisonnement de la note 42 grâce à la formule 21 
de [5], ou montrer comme il suit, qu’une fonction harmonique bornée satisfaisant à 
cette propriété vaut H, : il suffit d'introduire » surharmonique > 0 tendant vers + co 
aux points-frontiére où u ne tend pas vers ¢(Q) et remarquer que u + )v encadrent H, 
(A > 0 quelconque). 
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ramifiés des points-frontière ramifiés réguliers (cad des points 
où G -> 0 ou encore tels que les traces précédentes soient des 
filtres réguliers). On montre en effet que les conditions axio- 
matiques sont satisfaites (*). 


31. Un théorème d'existence pour une surface de Riemann 
hyperbolique à connexion finie. 

On sait que dans un cercle de rayon R il existe des fonctions 
harmoniques dont les limites radiales existent presque partout 
et sont presque partout égales à une fonction donnée 9(6) 
sommable par rapport à l’angle polaire 9. Telle est l'intégrale 
de Poisson I, pour cette fonction 9. 

Or + est aux notations près, la radiale de L pour un pôle au 
centre. C’est évident si 9 est bornée. On traite le cas de 9 >0 
grace à un passage à la limite par croissance sur inf (9, n) 
(voir n° 19) d’où le cas général. D’autre part il n’existe pour © 
sommable qu’une fonction harmonique l’admettant comme 
radiale (V. n° 19). 

On songera à des extensions dans un espace de Green c.-à-d. 
à chercher une fonction harmonique admettant comme radiale 
pour un pôle P, une fonction donnée sommable-dg sur l’en- 
semble des lignes de Green issues de P. On sait que pour les 
fonctions harmoniques undifférentes, il y ; au plus une solution, 
mais pas nécessairement une solution ({4] g). 


THéoRÈME 15. — Dans un espace de Green à 2 dimensions dont 
grad Gp pour un pôle P n’a qu’un nombre fini de zéros, par exemple 
sur une surface de Riemann hyperbolique à connexion finie (), 
ul existe une fonction harmonique indifférente unique qui admet 
comme radiale de pôle P une fonction ¢(l) donnée sommable-dg. 

Le cas de la structure isométrique se ramène aussitôt à 


(#4) La condition axiomatique A de [5] n° 27 se montre avec les lignes de Green ou 
directement comme dans l’espace R° ({4] 5). La condition B dérive de la remarque 
du n° 33 de [5] ce qui nous ramène à l’étude connue dans R°. 

(**) Pour voir que dans ce cas la fonction de Green de pôle quelconque n’a 
qu'un nombre fini de zéros, utilisons, selon une remarque de Choquet et Parreau, 
la représentation conforme d’une telle surface de Riemann sur un domaine relative- 
ment compact Q d’une autre surface de Riemann avec une frontière formée d’un 
nombre fini de points ou courbes simples fermées analytiques. Le prolongement 
harmonique de la fonction de Green de Q à travers la frontière montre que les zéros 
du gradient sont isolés sur le compact Q, done en nombre fini. D’où cette dernière. 
propriété pour la fonction de Green initiale. 
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celui de la structure conforme. Supposons donc qu'il n’y ait 
pas de points à l'infini. 

Soit w l’ensemble des points des lignes de Green issues de Le 
c’est un domaine dont le complémentaire est formé de quelques 
lignes de Green non issues de P, mais issues de points où le 
gradient G est nul (“). 

Introduisons une petite courbe de niveau (Gr = À) 
autour du pôle et sur elle une fonction o(s) de Pare, avec 
dérivée première finie continue et de plus nulle au voisinage des 
points « exceptionnels » (en nombre fini) d’où partent des lignes 
de Green aboutissant (pour G décroissant) à des points où 
grad G = 0. Considérons dans w — DA la fonction égale à 
une constante sur chaque ligne de Green issue de P et égale à v 
sur 2. Son gradient est fini continu et un calcul élémentaire 
(qui ne s’étendrait pas à l’espace) donne pour l'intégrale de 


Dirichlet À, [| ee (dérivée normale de G le long de 


uv \ds/ dG 
dn 
x4 notée =) et cela est fini. 


La fonction considérée étant nulle au voisinage des points des 
lignes de Green non issues de P sera prolongée par 0 sur ces 
lignes, ee qui donne une fonction continue (BLD) dans & — Dx. 
Il est aisé de la prolonger dans & selon une fonction (BLD). 
Si ® est une telle fonction, la minimisante exacte Ug (fonction 
harmonique (BLD) donc indifférente) admet même radiale 
que ®; cette radiale est évidemment la fonction de la ligne | 
égale à L(s) au point s de 24° sur l. 

Notons 9, la fonction sur 2} correspondant à une fonction o(l) 
de la ligne de Green / issue de P. On traitera maintenant le 
théorème d’existence pour une ¢(l) dont la 9, est pourvue de 
dérivée finie continue: par différence, on se raméne au cas 
% >0 et on traite ce cas au moyen d’une suite croissante de 
fonctions de s nulles au voisinage des points exceptionnels 
et tendant vers ¢, hors de ces points. On passe à ? finie continue 
quelconque au moyen d’une approximation uniforme par des 
fonctions du type précédent. Enfin en utilisant successivement 


(#8) Dans le voisinage d’un tel point A, quelques lignes de Green partent de A. 
(pour G croissant ou décroissant) avec une tangente en A. Les autres lignes de Green 


sont localement à distance > 0 de A. 
27 
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deux suites monotones, on arrivera au cas de 9 sommable-dg 


quelconque. 

La démonstration s’appliquerait d’ailleurs à des espaces à 
connexion infinie avec des restrictions sur la disposition des 
points où grad G— 0, ou bien des lignes de Green non issues 


de P. 

Cette question suggère d’examiner diverses extensions du 
problème de Dirichlet à l’aide des lignes de Green et des radiales ; 
on renvoie là-dessus à ([4], g). 
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RÉALISATIONS EUCLIDIENNES DES PLANS DE FINSLER 
par O. GALVANI (Grenoble). 


4. Dans un précédent article (*), j’ai montré que tout 
espace de Finsler analytique est localement réalisable dans 
un espace euclidien à nombre suflisant de dimensions. Le 
présent travail est consacré a des réalisations particuliéres 
des plans de Finsler F au moyen de variétés W plongées dans 
des espaces euclidien ou riemanniens à trois dimensions : existence 
de telles réalisations pour un F donné, nature de ces W, cor- 
respondance géométriques entre W et F. Une bréve allusion 
sera faite aux réalisations de F dans l’espace euclidien E' 
(a 4 dimensions). 

Les principaux résultats seront les suivants: si F est doué 
du parallélisme absolu des éléments linéaires, il est réalisable 
dans E’: sinon il existe des espaces de Riemann & à 3 dimen- 
sions dans lesquels on peut réaliser F. Les images des points 
de F sont les trajectoires orthogonales d’une famille à un para- 
mètre de développables réglées de ® (ou de développables 
de E*); les géodésiques de F ont pour images les génératrices 
de ces développables. 

La démonstration des théorèmes d’existence s’appuie sur 
la théorie des systèmes différentiels en involution et par suite 
ces théorèmes supposeront les F donnés analytiques. 

D’autre part, il ne sera question que de problèmes locaux. 
Mais dans un espace de Finsler, cette notion revêt deux aspects 
bien différents, suivant qu’on considère les voisinages d’un 
élément linéaire ou ceux d’un point. Si une réalisation est 


(‘) La réalisation des connexions euclidiennes d'éléments linéaires et des espaces 
de Finsler {Annales de l’Institut Fourier. Tome 11, Année 1950, p. 123-146). _ 
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valable au voisinage d’un point, elle a un caractère global 
vis-a-vis des éléments linéaires centrés en ce point. L'existence 
de telles réalisations sera établie pour les plans de Finsler 
réalisables dans E’. 


2. Notations générales. — Nous aurons souvent à nous reporter 
aux ouvrages suivants d’Ex1re CARTAN, qui seront désignés 
par SDE, EF, EMG: 

SDE. — Les systémes différentiels extérieurs et leurs applica- 
tions géométriques (Paris, Hermann, 1945). 


EF. — Les espaces de Finsler (Exposés de Géométrie, Paris, 
1934). 
EMG. — Sur un problème d'équivalence et la théorie des 


espaces métriques généralisés (Mathématica, Cluj, t. IV, 1930, 
p. 114-136). 

D’autre part REF représentera mon précédent article de 
ces Annales sur la réalisation des espaces de Finsler (cf. n° 4). 
_ Les notations seront en général celles de REF, à part la 
suppression du © de sommation qui ne serait guère utile ict. 


Formes différentielles. — dw et [wg] représenteront une diffé- 
rentielle et un produit extérieurs. 

Soit u = (u,,u,.…,u,) un point d’une variété, w une forme 
différentielle définie sur cette variété. Il sera souvent commode 
d'écrire en abrégé w(u) au heu de oœ{u,,u,…u,, du,, du, ..., du,). 

C! désignera une classe de différentiabilité; ainsi la relation 
f(x, y)eC’ signifiera que f est continue et admet des dérivées 
partielles des q premiers ordres continues [par rapport à (2, y)|. 

Espaces. — R= droite numérique. — E"— espace euclidien 
à n dimensions. — À — un espace de Riemann à 3 dimensions. 
—F = un plan de Finsler (cf n° 6). 

Eléments linéaires. — Un élément linéaire est l’ensemble 
d’un point M et d’une direction D attachée à M. On représen- 
tera un tel élément par L — (M, D) ou L= (M, u), u étant 
un Vecteur de D, ou L = (x,, x, -..; dr,, dz,:..), les x; étant les 
coordonnées de M. 

Repère mobile (dans les espaces à connexion euclidienne), — 
Les repères utilisés seront toujours unitaires rectangulaires et on 


désignera par R — (Me,), i<n, un tel repère, les e, étant n 
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vecteurs unitaires deux a deux rectangulaires. Les composantes 
; ; er 
relatives d’un R différentiable sont les w,, w; définies par: 


1) dM=Ywe, de Sue. 

Elles vérifient 

(2, 2) OF = — Wii 

On désignera par wi un système de formes w;, wy véri- 
fiant (2, 2) et à tout j{ différentiable, on associera {Qt 
défini par: 

(2, 3) iy — dw;—- >} [we] ; 0; = do; Er se [Winajl- 

j h 
Les relations de structure de E" sont 


(2, 4) Q,= Q,;, = 0 


“ij 


et les espaces de Riemann &" à n dimensions vérifient Q,— 0. 


3. D’après REF tout plan de Finsler F est réalisable locale- 
ment dans E” avec n = 6. Les réalisations que nous allons étu- 
dier correspondent à n < 6; les théorèmes d’existence feront 
intervenir certaines propriétés de F, en particulier diverses 
notions de parallélisme absolu. Nous allons rappeler briève- 
ment ces propriétés ; cela nous donnera en même temps l’oc- 
casion de préciser des Hy povheses à et de fixer des notations 
utilisées par la suite. 


I. — LA CONNEXION DE CARTAN DU PLAN DE FINSLER F. 


4. — Soient (x, y) les coordonnées d’un point de F et 


(4, 1) ds = f(x, y, dx, dy) 
la distance élémentaire. Il sera commode de représenter la 
direction (dx, dy) en (x, y) parle paramètre 4 défini mod. = par 


(4, 2) sin § dx = cos 0 dy, 
et de considérer la fonction 
(4, 3) H(a, y, 9) = f(a, y, cos 9, sin 9). 
 L'homogénéité (positive) de f entraîne alors : 
(4,4) ds = f(x, y, dx, dy) = H(x, y, 9).|cos 6 dx + sin 0 dy}. 
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Inversement la donnée de H(a, y, 9), sous certaines condi- 
tions, définit la métrique par (4,4). 


5. Hypothèses relatives à H. — Nous supposerons que le 
support de F est un domaine simplement connexe de R’, et 
nous ferons sur H les hypothèses 4 suivantes : 


(36,) H(x, y, 6) >0 

(d6,) H(a, y, 9+ 7) = H(a, y, 9) 

(4) H(a, y, ve q>3 

(36,) H + > (convexité de l’indicatrice, 


problème régulier du calcul des variations). 

On voit aisément que ces propriétés se conservent dans un 
changement de coordonnées de classe C?7*". 

De façon générale on supposera q suffisant pour l’existence 
des invariants utilisés. Les hypothèses #, et 4, correspondent 
a l’existence de la connexion de Cartan, c’est-à-dire d’une 
connexion euclidienne intrinsèquement attachée a F; 46, et H, 
sont vérifiées dans tout F (ds = 0 et ne dépend que de x, y, dy/dx). 

Tout théorème local valable pour les F ainsi définis est un 
théorème local pour le plan de Finsler plus général conçu comme 
espace de Finsler à 2 dimensions, c’est-à-dire dont le support 
est une variété à deux dimensions; on la supposera alors de 
classe C?*". 


6. Zones de Finsler: — Soit D un domaine simplement annexe 
de R° et H(a, y, 0) une fonction définie sur D x R (c’est-à-dire 
pour tout (x, y)eD, 9€R) et vérifiant les 4 sur D X R; D muni 
de la distance élémentaire (4, 4) est alors un F. 

Si les d6 sont vérifiées seulement dans un voisinage d’un élément 
linéaire (x,, yo, 9,) de D, nous dirons que ce voisinage muni de H 
est une zone de Finsler. Nous la représenterons aussi par F. 


7. Composantes de F. — Les hypothèses 4 permettent de 
considérer F (plan ou zone) comme un espace d'éléments 
linéaires à connexion euclidienne. Soit alors C(l) la carte en 
l= (x, y, 0) de F sur E’, et L(dx, dy, dû) l'élément linéaire de E? 
qui est l’image de dl= (dx, dy, dÿ) dans cette carte. Nous 
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appellerons composantes de F le système }w{ des formes de 
Pfaff de /, dl défini par 


(7, 1) Lida, dy, dd) =(M+ we,+,¢,, e, + wie) 


Me,e, = repère unitaire rectangulaire. 


Ces formes }w{ sont déterminées par C(l) (car L (0380720) 
définit (M,e,) au sens près, et ensuite (7, 4 définit {w{ au signe 
près). Réciproquement la donnée de {w} définit C{{) par (7, 1) 
a un déplacement près dans E?. | 

La biunivocité de la carte C(l) s’exprime par 


[o,w,w,,] £ 0. 


8. Expression des composantes de F. — Les résultats d’ Etre 
Cartan conduisent au tableau suivant, pour F défini par 
H (a, y, 9): | 

(1). wo, = H9, + H'o, 

(F) 2) a, = Vo, 

((3) w.= Ag, + Bo, + Zdé 


où l’on a posé : 


(8, 4) 2, = cos Idx + sin 0 dy 
(8, 5) o, = —sin 0 dx + cos 0 dy 
et où H’, V, Z vérifient : 
0H 1 ye zi oe 
(8, 6) LT Ve \/H-+ HE Z2=- 
Signalons pour mémoire que si G,, et G., sont définis par 
(8, 7) dG = Gi + Gap + Fas, 
ona ire 
/ M. io} Vi h Ailes 
2 ona aa een en EY? 


Ces formes ont été données par Erie Cartan dans EMG, 
comme formes invariantes dans les changements de coordonnées 
de F, et s’y déduisent de la recherche de conditions d’équi- 
lence. 

Elles sont exprimées (dans EMG) en fonction de u = x, 
y= y,w = tgO, et w,, y est désigné par w.. 
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On peut aussi obtenir (F) par application de la théorie déve- 
loppée dans EF; la définition de la carte (EF, n° 3) conduit à 


(8, 9) [019192] = [w,g,] = 0; 


ensuite les conventions de Cartan (EF n° 7) fournissent les (F) 
(cf REF n° 38 et ci-dessous n° 10). 

Remarquons que V0 (d’après 46,, n° 5), done Z#0 
et aussi [w,w,0,,] 0 puisque 


(8,10) — [w,0.0,.] = V'[9,9,d0] = V'[dx dy d6]. 


9. — Relations de structure de F. — Courbure et torsion. — 
Les composantes de F vérifient les relations : 


(9, 1) dw, SS [w,,w,|], 
(9, 2) dir, = [o,0,0] ae Ifw,,w,], 
(9, 3) dw,,; = Jw,,w,| + K[w,w,|, 


qui font intervenir les invariants fondamentaux de F : torsion I 
et courbure (J, K). L'expression de I est la suivante : 


aaa er 


9, 4 iS Rome si . 
9, 4) : viag HV; 


et si l’on définit G; par 
dG = G,w, + G,w, + G,w,,, 
on trouve entre I, J, K les relations : 


(9, 5) J=I, 
(9, 6) I, = KI Kp 


Ces formules figurent dans IEMG (n° 5 et 6) sauf (9, 4) qui 
se déduit aisément de la formule correspondante de EMG. On 
peut aussi les obtenir à partir de {EF ou les retrouver à partir 
des (F) du n°8. Voici par exemple le calcul de I à partir de (F) 
et de (9, 1 à 3): d’après (9, 2), [w,dw,] = I[w,w,,w,]; on tire 
dw, de (8, 2) soit 


du [dVou]+ Vera}, et. [odin] =( HT + VA er do] 


on termine en utilisant (8, 10). 
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Structure des F — Les composantes des F sont caractérisées 
par les relations : 


(9, 7) \[w,w,,0,] 40 
, Ido, =[.0.], — [w,de,] = [w,dw, |, [o,,dw,] = 0. 


Elles sont visiblement vérifiées pour tout F d’après (9, 1 à 3) 
— ou même directement d’après jEF. D’autre part on peut 
montrer que si des formes {w{ vérifient (9, 7) elles sont les 
composantes de la connexion de Cartan d’un plan ou d’une 
zone de Finsler — moyennant toutefois certaines hypothèses 
de différentiabilité. 


10. Le transport parallèle dans F. —- Nous appellerons chemin 
de F toute famille continue à un paramètre d’éléments linéaires 
(x, y, 9) — [(t); un chemin y est formé d’une courbe y = (y) 
heu des centres (x, y) = m(t), mais 4(t) n’est pas forcément la 
direction de la tangente en m(t) à y. D’autre part, y peut éven- 
tuellement se réduire a un point. 

Soit = (x, y, 9, 6x, cy) un vecteur doué de l’élément d’appui 
(x, y, 9). (cf. EF n° 2). Nous dirons que X, = w,(Ë), Na w,(E) 
sont les composantes rectangulaires de E elles se désuisent des 
composantes « naturelles » x, cy par une transformation liné- 
aire régulière (puisque [w,o,| 0) qu’il est aisé d’expliciter. 

La connexion euclidienne définit le transport paralléle de Ë 
le long d’un chemin y différentiable; les équations de ce trans- 
port (cf EMG n° 12) sont: 


(1) dX, — Xo, (1) = dX, + X,w,,(1) = 0, 


qui expriment que d(X,e, + X,e,) = 0 le long de y (si { décrit y). 
On passe aisément aux équations en coordonnées naturelles et 


inversement. 
Soit u, une direction en m,, u, la direction en m, déduite de u, 


par transport parallèle le long d’un chemin y,: dont la courbe 
¥(y12) a pour extrémités m, et m,: 


(2) u, — Tu, My, M, v5) 


et en général T dépend de yu. Nous dirons que u, et u, sont 
parallèles par rapport à #4. 
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44. Les deux sortes de parallélisme absolu. — Il existe deux 
sortes de plans de Finsler doués d’un parallélisme absolu, 
caractérisées l’une par K = 0, l’autre par J = K — 0. 

La condition K = 0 exprime la complète intégrabilité de 
l'équation w,— 0; il y a parallélisme absolu des éléments 
linéaires (et aussi des vecteurs doués d’un élément d'appui, 
cf. EF n°8 42, 43). Nous désignerons par Fx les F où K = 0. 

La condition J = K = 0 exprime la complete intégralité du 
système. 


(1) AX Ko dX Ro = 0: 


et il y a parallélisme absolu des vecteurs (indépendamment de 
leur élément d’appui). Cf EMG n° 22. Ces F seront désignés 
par Fi. 

Dans les F,, deux directions parallèles par rapport à un che- 
min sont parallèles par rapport à tous les autres; dans les Fx, 
il n’en est plus ainsi pour des chemins quelconques, mais seule- 
ment pour des chemins vérifiant w,, = 0 et que nous appelle- 
rons chemins d éléments parallèles : deux directions parallèles 
par rapport à un chemin d’éléments parallèles le sont par rap- 
port à n’importe quel autre chemin d’éléments parallèles. 


12. Plans de Minkowski. — Ce sont ceux qui admettent un 
système de coordonnées où H ne dépend que de 6; alors V et 


Ze aussi ne dépendent que de 0 et les équations (8, 1) 


(8, 2) donnent : 

[dw, d6} = [dw, dd] —0, d’où [w,.0, db] = [w,w,, d0] — 0 

et par suite 
[w,, d0] = 0, dw,, = [dZ dû] = 0. 

Les plans de Minkowski sont done des Fy, (parallélisme 
absolu). Mais ce sont des Fy, particuliers car I = eae (HV) 
ne dépend que de 9, et I, = I, = 0. En résumé: . var 

(ae L) LH L= K = 

Réciproquement si I, = I, = K = 0, on peut par une trans- 


formation ponctuelle supposer que H ne dépend que de 4 
(EMG n° 286 ou EF n° 44). 
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Il. — LES SYSTÈMES DIFFERENTIELS DES RÉALISATIONS 


13. Variétés réalisantes W. Connexion induite sur W. — 
L'élément générateur S d’une W (cfREF n* 13 à 17) est formé 
d’un élément linéaire L = (M, A) et d’un plan P passant par L. 

Un tel élément sera représenté pars (L, P}: =sMN A0) 
ou encore S= (Me,e,) avec e, porté par L, e, dans P et per- 
pendiculaire a e,, (e,,e, unitaires). Inversement M(S), A(S) ete... 
ont une signification évidente. 

Soit W une variété à 3 dimensions d’éléments S plongée 
dans E". Les coordonnées de M et les composantes de é,, e, par 
rapport à un repère fixe de E" sont des fonctions d’un système 
de 3 variables u,, u,, u,; ces fonctions seront supposées diffé- 
rentiables. 


A tout S(u) on associera un repère rectangulaire 


see.) 


Bur (Me,e.e, 


de E, (83<—a<n) tel que S= (Me,e,) et que les e, soient 
différentiables. 
Soit {&} les composantes relatives de R,. On supposera que : 


(43, 1) [&,&,0,,] 7 0. 


La connexion (euclidienne d’éléments linéaires) £ induite 
sur W a pour composantes : 


(13, 2) io, ot iy ye 
Cela correspond à la carte C(S) suivante : à l'élément (S + dS) 
est associée la projection orthogonale sur P de lélément 


(M + dM, e, + de,). On a ainsi une connexion euclidienne d’élé- 
ment linéaire, compte tenu de (13, 1), et cette connexion est 
indépendante de la famille des R, choisis. (Les rotations 


—— 
des e,, « > 3 n’affectent pas @,, ®., Bu). 


14. Réalisations semi-globales. — Si les w sont les compo- 
santes d’un F donné, et si W vérifie (13,2) quels que soient x, 
y, 0, W réalise F. d 
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Si W vérifie (13, 2) au voisinage d’un élément linéaire de F, 
la réalisation sera dite locale; elle sera dite semi-globale, si elle 
est valable au voisinage d’un point de F. 

Étant donnée une W, nous dirons qu’elle réalise localement 
. un plan de Finsler si w,, w,, w,, vérifient (9,7). On verrait aisé- 
ment que W réalise alors des zones de Finsler, et on peut trou- 
ver un plan de Finsler contenant certaines de ces zones. 


15. Système différentiel des réalisations d'un F donné. — Les 


== se 1) paramètres 2, 


repères R de E” dépendent de N 


qu’on suppose choisis de façon que les composantes relatives 
{@{de R soient analytiques. Soient w,, w,, w,, les composantes 
d’un F analytique (H (x, y, 9) analytique). Le problème de la 
réalisation de F dans E" (par une W) se ramène à la résolution 
du système 


(2) @, = 1, @, = Wa, Wi. = Wyo, 


aux N fonctions inconnues z des 3 variables indépendantes 


a, y, 0. 
Les relations de structure de F (n° 9) et de E” (n° 2) donnent 
pour la fermeture de (%,): 


(1) & =o, (1)  [8.8.]—0, 


(3,) (2) & =, (2) 2 [Sa] = I[,.0.], 
(3) Oro = Wi, (3) PACE = Jfw,.w,] =e K[w,0,]. 


16. Nous aurons à démontrer que certains système Ÿ sont 
en involution et nous utiliserons les notations suivantes. Les 


© qui interviendront contiennent un Ÿ, et éventuellement des 


équations (de prolongement) soit (4), (4) etc... On considérera 
(x, y, 9, z) comme les coordonnées d’un point Q de R*** et 
on représentera un élément linéaire intégral de À, soit 


(a) =(Q, 4Q, 


dy = @, (a) = 0, (Q, dQ) (v =1, Uf; 1 J Sn). 


par 
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On appellera S, le système polaire d’un élément intégral Q, 
à p dimensions, et dans un tel système, on désignera par (Ë) 
sr , - , . . > . 
Pélément linéaire inconnu; par (h, §), (h a) ete... les équations 


de S, qui proviennent de (h), (h). Les équations (1, &), (2, &), (3 ) 
seront dans tous les cas: 


a re «,(&), 2 oe w,(&), £a = w,(E). 
Les systèmes polaires réduits 5, (SDE n° 81) contiennent 
toujours les équations §, = &, = §,, = 0. D’autre part, toute 


relation entre dx, dy, dû entraîne une relation entre £,, &, E,, 
et réciproquement. 


III. — LES RÉALISATIONS DANS E:. 


47. Le système ¥, (n=3, «=3) conduit au résultat suivant. 

THÉoORÈMES. |. — Pour qu’un plan de Finsler soit réalisable 
dans E’, il faut qu’il possède un parallélisme absolu des éléments 
linéaires, à moins qu’il ne soit riemannien. 


Il. — Tout F analytique doué du parallélisme absolu des élé- 
ments linéaires est réalisable dans E*, au voisinage de chacun de 
ses éléments linéaires qui ne vérifient pas | = J =0. 

Ill. — Un tel F est aussi réalisable dans E* au voisinage de 
tout point où la torsion | ne s’annule pas. 


Démonstration de 1. — Les équations quadratiques de E, 
sont : 


(1) [@,0;,| = 0, 
(5) | (2) [@,0;,| Ti I[w,,0,] 
(3) [o,.6,] = Jfouv,] + K{wo.]. 
oi I 20, (2) entraîne @, £ 0, et (1) donne alors 
(4) Ou = À®,. 
D'où, d’après (2) et (4) : i 
[,,,,] =——Al(w,.0,] “done K=0 (d’après (3)). 


Par suite IK =0. On a donc, localement, soit bed (d’où 
I, = J=0, le plan F se réduit à uu plan Riemannien), soit 
K = 0 et on a un F;. . 


D 


= 
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Nous allons maintenant établir II et III (n°5 18 à 30), en éta- 
blissant l'existence de solutions (locales) pour X,; on sera amené 
à prolonger »,. 


18. En effet le système Ÿ, n’est pas en involution: l'élément 
intégral générique (a) à une dimension a ses composantes @;, Gs, 
arbitraires, et si Ia,, + Ja, 0, son système polaire introduit, 
compte tenu de K = 0, la relation 


r | Fer 
4951 — @oS12 == 0, 


c’est-à-dire une relation entre (dx, dy, db). 


Mais nous allons montrer que si K = 0, &, entraîne : 


(4) l&,, + Jo, = 0. 
En effet, si 0 = Io,, + Ja, (2) et (3) donnent pour K = 0: 
(9) [POs] = 0; 
la définition de + et (1) donnent 
(6) [es] = [p8,]=0 


donc sio #~ 0, ona 
[©,05.] = [@,,0,,.| = 0 et EE ER 
mais alors 9 = 0 et il y a contradiction. 


19. Nous prolongeons donc le système Ÿ, par l'équation (A); 
nous allons montrer que le système Ÿ obtenu est en involution. 


(2) s'écrit (K = 0): 


(1) =o, 
BV Ws We 2 [@,05. = I[w,,0,] 
(>) (3) ©, = Wyo 3) [ose] Es Jw,,w,] 
(4) lo,+Je,=0 (4) [yo] + [you] =0 


+- 
avec Ÿ = Lo,, + Jo, — Jo, 
Y= 


Le calcul de (4) fait intervenir les relations I, = J, I,, = 0: 


cette derniére résulte de K = 0 et de (9, 6). L’équation (1) est 
une conséquence de (4), si du moins (I, J) ~ (0,0), et (À) est 
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fermé. Rappelons que nous supposons F analytique (donc 
2 l’est aussi), K=0, I 0 (sinon F = E° puisque K nul). 

20. Eléments intégraux Q,, Q,, Q, de (2). — Remarquons 
d’abord que si 


L(x°, y°, 0°) = J{x°, y°, 6°) = 0 
en un élément (x, y’, 0°) de F, le point Q* = (a iy", 0°, ean 
traires) n’est pas un point intégral régulier, car en Q* le rang 
de S, est s} = 3, alors que pour le point intégral générique, il est 
a 4. 

On supposera donc soit I £ 0, soit 1 = 0, J~0.Si 140, (4) 
et (2) entraînent (3); Bt) 1), (4) et (3) entrainent (2). On se 
placera pour fixer les idées dans le cas où 1 0 (l'hypothèse J 0 
se traiterait exactement de la même manière). Les relations 
quadratiques se réduisent à (2) et (4) et donnent pour les 
systèmes polaires (S,) et (S,) (des éléments Q, Q, à 1 et 2 
dimensions) les équations (2 az), (4aë), (2 bE), (4 bE) avec: 


(2 ak) : ies = ses, =] CRE TS as). 


Le système (S,) laisse &,, &, £,,, &,, 3. arbitraires et son rang 
est s, = 4. Si a, = 0 et a;, Æ 0, le système (S,) de (a) laisse 
eee, ey arbitraires ; ensuite £, est déterminé par (2aë), ex 
par (4), et (4 aë) détermine l’expression 

ul == (a,J — a,, DE. 


Or, pour Q, générique, on peut prendre a,J — a,,J Æ 0, 
a Æ 0 et si QF vérifie de plus a, = 0, on vient de voir que 
Sf est de rang s, + s, = 6, et laisse &,, &, €,. arbitraires ; donc 
S;* est de rang s, + s; = 6, et les rangs des systèmes polaires 5: 
et polaire réduit S, génériques sont s,+s,26, s,+s,>6. 
Comme $, n’a que 6 équations : 

So + 8, = S + 8 = 6 
et le système (S,) laisse aussi &,, &, €,. arbitraires : les systèmes 


polaires (S,) et (S,) génériques n’introduisent aucune relation 


entre dx, dy, dé. 


24. Involution de ©. — On aura donc démontré que 2 est 


en involution si l’on établit que le système polaire S, de l’élé- 
28 
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ment intégral générique Q, à 2 dimensions n’introduit aucune 
relation entre &,, &, €, (SDE n° 80). 

Il suffit de montrer que pour Q, = (Q, a, b) générique, 5, se 
réduit à (4), (2), (3), (4), (a8), (208). Alors en effet on peut 
prendre § & &, arbitraires, et (2ak), (2 bE) sont résolubles 
en &,, &,. puisque leur déterminant (par rapport à ces inconnues) 
est 


(5) 5 PU pan a;,6, = I(a,,b, EE a,b;:) 


d’après (2ab), et n’est pas nul pour Q, générique. Ensuite &,, 
est déterminé par (4). 

On est ainsi ramené à établir que st Q, = (Q, a, b) est 
intégral, (4), (2aë), (20) entrainent (4ak) et (AbE), c’est-à- 
dire entraînent 


(6) F(a, §) = F(b, &) =0 


si F (a, &) désigne le premier membre de (4aë) ; on constate 
que F (a, &) est une forme bilinéaire alternée par rapport à a, £ 
où ne figure pas a, ni &,. 5 

Or, si a, b, & vérifient deux à deux (2) et vérifient (4) ils 
vérifient aussi 


(7) [@,6,,0.| = [0 5,0,.0,] = [@5,0,.0,] ; 

et, si a,b, — a,b,, ~ 0 (Q, générique), il existe p et q tels que 
(8) E=patqh -avec. u=2, 12,3, 31,32 (p41) 
Donc F (a, &) = q F(a, b); F(E, 6) = p F(a, b), d’après la 


forme de F; et comme F (a, b) = 0 (Q, intégral), les relations 
(6) sont démontrées (c. q. f. d.), et Ÿ est en involution. 


22. On peut aussi (au lieu du n° 21) terminer la démons- 
tration en utilisant le critère de SDE n° 83. On a déjà trouvé 
(au n° 20) : 


(5) PZ SP Cay 


On en déduit immédiatement s,=0, si 5, si si +s) 
désigne le rang du système polaire réduit de Q, générique; en 
effet, il n’y a que 6 inconnues dans tout système polaire réduit 


et s, + s; + si Z 6. Donc 
(6) ds, + 2s) + s, = 16. 
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= A r 7 . rm? r , 
Soit X le nombre d équations vérifiées sur un Q, générique 

par les paramètres ¢,, définis par 

_ à | + / ‘ ¢ 

pe hats dt 2, 12) 

i 

Les équations (1, 2, 3, 4) donnent 12 équations entre les ¢, ,, (2) 
en donne 3, parmi lesquelles 


fs = ty = 0, 


et.compte tenu de ces 2 derniéres, 4 donne une seule équation 
(en [w,,w,]). Au total X = 12 + 3 + 14 = 16. 


On a done bien X = 3s, + 2s) + sf, et © est en involution. 


23. De l’involution de & résulte l’existence de réalisations 
locales de F, au voisinage de tout élément linéaire ordinaire, en 
réservant ce qualificatif aux éléments où (I, J) Z (0, 0). 

Soit en effet (x,, y,, 0,) un élément ordinaire de F, et des 2 
arbitraires. 

Le point (x, y, 9), a) est régulier et le théorème d’existence 
de SDE n° 63 s’applique; et puisque Ÿ est en involution, on 
peut prendre (z,y,%) comme variables indépendantes. Le 
théorème II du n° 17 est donc démontré. 

De façon plus précise puisque s, + s,, est égal a la différence 
entre le nombre total de variables (9) et celui des variables 
indépendantes (3), il passe une variété intégrale analytique 
de Ÿ et une seule par toute variété intégrale analytique régu- 
liére W, à une dimension (cf SDE n° 71). Comme s, = 2, la 
solution générale dépend de 2 fonctions arbitraires d’un argu- 


ment. 


24. Probléme de Cauchy. — On peut déterminer une solution 
de la façon suivante: soit (x, y, 9) l'élément au voisinage 
duquel on se propose de réaliser F; on suppose I(2,, y,, 9,) #0; 
soit [une courbe arbitraire de E’: il existe une réalisation et 
une seule telle que les S correspondant aux éléments de centre 
(x,, Y:) soient centrés sur T', que M(a, y, 9) soit un point 
donné de I’, et e (Xo, Yo, %) soit placé d’un côté arbitrairement 
choisi du plan osculateur à [’. Les données arbitraires choisies 
ne devront toutefois pas vérifier certaines égalités que nous 
préciserons. Nous allons établir cette proposition. 3 
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25. Soit s ’are de l, R et T les rayons de courbure et de tor- 
° * , . . e a] 
sion. Si une réalisation convient, on aura sur [’: 


W; COS € 
©, =), == 0} we din Oy = ty 
&, Sin © 


R 
® étant une fonction de s qui détermine les éléments (Mese,) : 
¢ = angle de A avec le plan osculateur à I’. 

Pour que (a, TS OS Ca Pe e,) décrive une W, intégrale 
de &, il faut et il suffit que 


on = dy + Os. — 


J _ — os 9 


ds 
(5) hs (6) Z(x, yo, 9) d8 = do + T’ 


d’après (2, 4 et 3) et (8, 3). 
Soit s, l’abscisse curviligne du centre M, de l’élément qu'on 
se propose d’attacher à 0,; l'équation (5) définit ç en fonction 


de (6, s) si du moins a Be dr » ce qui exclut les droites (comme 
R LE 

courbes [’). 

On déduit alors de (5) et (6) la relation 

(7) Pd) = Qds, 
avec : 

atsing d(J) gat (sing eosgdR 
ee rT laps Qt R a) 


qui établit en général (si PQ -£ 0) une correspondance biuni- 
voque entre s et § au voisinage de (s,, 9,). On obtient ainsi 
une W, intégrale de 2, qui est régulière au voisinage de (s,, 6,) 
si l’élément intégral correspondant l’est, c’est-à-dire si 


de er 
(9) | J, LI] 40 soit ra hi (2 i Le) 
—= 39 0 as + 0 I 0 


On a ainsi montré qu’on peut prendre I’ et s, arbitraires, 
aux inégalités près que nous avons rencontrées. 

En appelant image d’un point m de F le lieu des centres des : 
éléments S correspondant aux éléments linéaires de F centrés 
en m, on peut énoncer le résultat que nous venons d’établir sous 
la forme suivante : 
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THÉORÈME. — Au voisinage d’un élément où | #0, on peut 
choisir arbitrairement la courbe umage du centre de cet élément, 
pourvu quelle ne vérifie pas les inégalités rencontrées ci-dessus, 
qui excluent en particulier les droites. 


26. En fait les droites ne sont exclues par ce qui précède 
que si J{x,, y,, 0) Z 0 ee (25,5) donne alors nist 0), S1 


J(X, yo, 4) — 0, on pourra prendre arbitrairement s(0) et (25, 6), 
qui devient Zd§ = dg, donne +(0); on a bien une W, intégrale 
de Ÿ mais cette W, n’est pas régulière car alors J,(x,, y,, 9) = 0 
(puisque ZO) et (25,9) n’est pas vérifiée. Le théorème 
d'existence ne s’applique pas. En général d’ailleurs, il nya 
pas de telle solution car, si 140, à un point de F ne peut 
correspondre une droite comme image (voir n° 47). 

27. Existence des réalisations semi-globales. — Nous abordons 
maintenant la démonstration du théoréme III du n° 17. ‘s 

Soit (x,, y,) un point du plan F, tel que I (a, y,, 0) & 0 pour 
tout §. Nous voulons établir l’existence d’un voisinage P de 
(x,,.y,) et d’un repère R (x, y, 6) de E* qui vérifie © sur P x R. 

Nous allons d’abord ramener le problème à la détermination 
d’un repère R°(6) — fonction de la seule variable 6 — assujetti 
aux conditions (suffisantes) suivantes : 

(27, 1) R°(6) est analytique sur R. 

(27, 2) La variété x = x,, y = y,, R = R°(6) est (sur R) une 
variété W' intégrale régulière (à une dimension) de ™. 

(27, 3) Les composantes relatives de R°(6) sont périodiques, 
de période 2r. 

28. Supposons déterminé un tel R°(4), et soit X* le système ~ 

os (2) 
R(x, yo, 0) = R°(0). 


Puisque W? est une variété intégrale analytique régulière à 
une dimension de À, on peut appliquer le résultat local du 
n° 23 et énoncer : 

A tout 0,€R correspondent un voisinage w, de (a, y,) et un 
voisinage sw, de 0, tels que: 1 | 

(28,1) Il existe un repère R/(x, y, 0) qui, sur w, = w, X m, 
est analytique et vérifie X”. 
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(28,2) Si w’ cw, et si, sur w* = w, X w', R*(x y 4) est analy- 
tique et vérifie Z*, alors R*(a, y, 0) = Ria, y, 0) sur #”. 

Soit I = [a, b] un intervalle fermé de R. La compacité de I 
permet de trouver un voisinage P de (a, y,) et un repère 
R(a, y, 0) qui vérifie Z* sur P X I. Choisissons en effet en tout 
0,€7 un w, et un w, vérifiant (28,1 et 2), et soit ¥ la famille 
des #, ainsi définis. I] existe un recouvrement fini de I par 
des w,€7, et soient 6, w,, Ri (ax, y, 0) les 8, w,, Rj correspon- 
dants (i < y fini); il suffit de prendre pour P l'intersection des 
w; ( # puisque » fini) et pour R le repère : 

R(a y 0) = Ri(a, y, 0) pour 0 € w.. 
Alors R(a, y, 9) vérifie © sur P X I. (Puisque les R° vérifient 
>*, il suffit de montrer que R est bien défini, c’est-à-dire que 
si u —=w, n wi, Ri = Rj dans P X w'; or, d’après (28,1) et 
les relations Pc, et uw cw;, le repère Rj est analytique et 
vérifie >* sur u* = P X w’; les relations P c w,, u’ cw; et (27,2) 
montrent alors que R¥ = Rj sur P X u). 

Remarquons que pour ce n° 28, on peut remplacer R par I 
dans les hypothèses et supprimer (27,3). 


29. Supposons encore déterminé un repère R°(0) vérifiant 
les hypothèses du n° 27. D’après le n° 28, en prenant I = [0,3 7] 
il existe un voisinage P de (a, y,) et un repère analytique 
R(a, y, 9) qui vérifie Z* quels que soient (x, y) €P et 0e [0,27]. 
Nous désignerons ce repère R par R(x, y, 9). 

Soit T le déplacement qui transforme R° (0) en R°(2z), nous 
noterons : 

(4) R°(2x) = TR°(0). 

Nous savons que dans ces conditions, (27, 3) entraîne : 

(29, 2) R°(6+ 2x) = TR°‘(0) pour tout eR, 
et le système X* est par suite conservé par la transformation 


(Soi AG. sah on TR: 


Nous allons montrer que le repère R(x, y, 6) défini par : 


(4) JR 0)=R(,y,0) pour, 0< 8 < dn 
R(z, y, 6) = T'R(x,y,0—2nx) pour 2nr<0<2(n +1), 


vérifie >* sur P x R. 
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Cette définition et la conservation de X* par (4) rendent 
évidente la propriété cherchée si 040 mod. 2r, et suffisante 
sa démonstration pour 0 = 2x. 

Or le point 27 appartient à l’un des w! du n° 28, soit Wy, 
auquel est associé w,>P et R° vérifiant (28, 4 et 2). Sur 
uw =n [2n, 3x], TR(x, y, 0 —2+) est analytique et vérifie }*; 
d’après u'c w,, Pc, et (28, 2), on a donc 

TR(z, y, 0 — 2x) = R*{x, y, 9) sur PISE 


Mais d’après le n° 28: 


Rx, y, 9) = Ri(2, y, 9) sur Pres 
et par suite, R défini par (4) vérifie 
R(x, y, 0) = Ria, y, 9) sur PR. 


donc est analytique pour 0 = 27 et vérifie X*. 


30. Détermination de R°(4). — En résumé, s’il existe un R°(6) 
vérifiant les conditions du n° 27, il existe une réalisation 
(semi-globale) de F au voisinage du point (x,, yo). 

Ecrivons que R°(6) vérifie (27,2) : ses composantes relatives 
vérifient alors : 

(5) 0 Di = Zd, o, = Ih dô, 

©y = — Jh db, es A Re 
où les fonctions h = h(6), k = k(6) peuvent être choisies arbi- 
trairement, et où I, J, Z sont des fonctions analytiques 
données de 6(1 = I(z,, y,, 9) etc.) vérifiant (d’après leurs 
expressions, cf n°5 8 et 9): 

(6) I(6+7)=1(6), J(6+7)=—J(6), Z(0 + x) = Zi). 

Les fonctions h et k devront vérifier la condition de régu- 
larité des éléments intégraux 4 une dimension (a) de la variété 
Wifz = x, y¥=y,, R= R°(0)]. L'hypothèse I(x, y, 9) #0 sur R 
réduit cette conditions à l’indépendance des équations (4)’, 
(ak), (4aë) du système polaire réduit de (a), ce qui donne 
(cf n° 25) : 


I,J — 1, 


all soit kh i 
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On peut donc réaliser les conditions (27, 1 à 3) en prenant 
h et k, analytiques de période 2r, avec k, #0 pour tout 4, 
I,J — LJ, 
etk=h Ei + k,('). 
La démonstration du théorème [II du n° 17 est ainsi achevée 
(Il y aurait eu intérêt à prendre 


R(O+ 7) =—K(B),  A(D ++) =A(6) 


mais (7) ne pourrait alors être vérifiée dans (0, x) et W° n’au- 
rait pas tous ses éléments intégraux réguliers). 


IV. — CAS GÉNÉRAL. RÉALISATIONS DANS &. 


31. Notion de réalisation dans un espace de Riemann. — La 
définition de la connexion induite sur une variété W d’éléments 
S° = (MAP) s'étend au cas où M est un point d’un espace de 
Riemann &, A une direction en M, P un « élément plan » 
contenant À. Si l’on associe à W une famille de repères rectan- 


gulaires avec e, sur À et e, dans P, les composantes de la 
connexion induite seront encore @,, Ws, W,>- 

Sur toute réalisation de À dans un espace euclidien E”, l’élé- 
ment (MAP) donne un élément M*AP*, et les composantes 
relatives d’une famille de repères rectangulaires attachés 
à W* vérifient wo; = w,(v = 1, 1j; 1, j € p si p est le nombre de 
dimensions de l’espace de Riemann) donc en particulier w, —w,, 
OF O10, Wiss 

Ainsi, à toute réalisation de F dans ®? correspond une réali- 
sation de F dans E" avec n= Pip + tf). Il s’agit bien entendu 
ici de réalisations locales. Une réalisation W de F dans E" peut 
être regardée comme une réalisation dans  s’il existe dans E" 
une variété ponctuelle (à moins de n dimensions) qui contient 
les points M de W et est tangente en M à P. | 

En considérant simplement la variété ponctuelle engendrée 
par les points de P, cela donne le résultat suivant : 


(1) On pourrait prendre simplement h = 0, k = 1, mais cela donnerait un point M 
pour | image de (£0, Yo), auquel ne s’appliquent pas les considérations géométriques de 
la suite de l’article; la variété réalisante présente en un tel point une dégénérescence. 
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Tout espace de Finsler F" (à n dimensions) analytique est locale- 
ment réalisable dans un espace de Riemann à 3n — 1 dimensions 
(au plus), puisque F* est réalisable dans un espace euclidien 
(REF, n° 20), par une variété W(S) à 2n — 1 dimensions où P(S) 
est a n dimensions. 


32. Nous allons montrer que le plan F le plus général (IJ K-40) 
est réalisable dans E* par une variété W(S) telle que P(S) 
soit tangent en M(S) au lieu de M. On trouvera alors que ce 
dernier lieu a 3 dimensions, et on obtiendra ainsi le : 


THÉORÈME. — Tout F analytique est réalisable dans un espace 
de Riemann R à 3 dimensions, au voisinage de tout élément 
linéaire ow 1 0. Cet espace R dépend d’ailleurs de F. 


33. On a donc à considérer le système Ÿ, du n° 15; on ne 
restreint pas la généralité en prenant w, = w, = 0 [cela revient 


à prendre e, tangent àW{(M)}. On est ainsi conduit au système : 


Dio = Wie (3) O50, | = = [,.0,, | a [52051 | = J[w,,, | + K[w,w,] 
(4) @,=0 (4) [e,6,]+[üu0.] + [,.0, =0 

Nous allons démontrer que ce systéme est en involution. 
Nous démontrerons pour cela que le système polaire de lélé- 
ment intégral générique à g < 2 dimensions n’introduit pas de 
relation entre ,, &,, ©, (done pas non plus entre dx, dy, dû 
puisque [w,w,0,,] 0); il revient au même de démontrer que 
les caractères s, et les caractères réduits s (cf SDE n°5 58 et 81) 
vérifient 


A ii 
(3,1) LES oe eS MS 


34. Les points intégraux sont réguliers et 
CRT 


Les éléments intégraux Q, sont donc tous ordinaires ; pour le Q, 
générique les a sont arbitraires (notations du n° 16) sauf 


DRE Ce 3 
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Le tableau (où les blancs sous-entendent des Ü) : 


gs Sp ED io i ea RS SRA 
(1a) — as, a; 
(2aë) — Ase (Ua 
(3a) 0. —a,y, Gy, —a&, ds 0 —a,, As; 0 
(4aë) af —a, —da, —a, 
(Baë) Ass 18, = as 


indique en face de chaque équation et sous chaque inconnue le 
coefficient correspondant. Les colonnes &,, E, Ess, E,, E, 
fournissent le déterminant 

a,d;a,, 


qui O0 pour le Q, générique. Les équations (1&) a (5£) ne 
faisant pas intervenir les £ du tableau ci-dessus, et étant indé- 
pendantes, les 10 équations du système polaire de Q, sont indé- 
pendantes et n’introdusent visiblement aucune relation entre 


ers oe ae d’ou 


St Seen, 


35. Formons pour lélément intégral Q, = (Q,a, 6) un 
tableau (T) analogue a celui que nous avons formé pour Q,: 


be aes) Aah Bi wh mak yen © el RO 

(1a) — As, a; 
(Ebb) i bn aed, 
(2a%) — As. 7G, 
DRE be A by 

(T) (3a) Ass Ass — Aya ds 0 —4a, a, 0 
(30€) AE RE NN PRE PAPE | pew RAD 
(ak) + Gi +a +4, +4, 
(AE) — us +b +5, +3, 
(Baë) Le Os a, dd 
(5bE) — dss by Th Re 


Les équations (1€) à (5) ne contiennent pas les & relatifs à 
ce tableau (T) et sont indépendantes; donc le rang de (T) est 


Si + 8,. 
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L’équation (1ab) montre que les deux premiéres des dix 
hgnes de (T) sont proportionnelles. Done s, + s, < 9. 

Or on peut trouver (a, b) tel que Q* = (Qab) donne un 
tableau de rang effectivement égal à 9. Il suffit de prendre 
(a, b) vérifiant 


(6) La == 0, — 0, 


On trouve alors pour le déterminant obtenu en barrant la 
2e ligne, et au signe près : 

LU 

(7) A = ab}. (abus 


| As 0% | 


En se reportant au système polaire 5, de Q,, on voit qu’on 
peut prendre b,, arbitraire, donc nul, et A +O en général, 
si du moins 


au 


b, 
Fe Mr : 


C’est-a-dire si 1 ~ 0 (car, d’après (6) : a,, b, ~ 0). 


On a donc pour le QŸ choisi 


SH = +s =9, 


ce qui donne : 


(9) CREME A 


(Car s¥ + s* <s,+s,<9 donne 
sts.=9;. 6 tsy<sita<ste=9 . 


done s,+s!—9; s,=s,;=5 donne finalement s, = s, = 4.) 
Ainsi la condition (33,1) est vérifiée et & est en involution. 


36. Nous avons rencontré la condition 10. Si I= 0, le 
tableau du n° 35 est visiblement de rang < 8 car les 2 premières 
lignes sont proportionnelles ainsi que les 2 suivantes [d’apres 
(4 ab) et (2ab))]. 

Il n’y a donc pas d’élément Q, régulier passant par (x, y, 0, 2) 
si I(x, y, 0) = 0. Par contre (n° 35) par tout (x, y, 0, 2) où 
I(x, y, 9) 0 passe un élément Q, régulier. Il existera done une 
réalisation W(S) de F au voisinage de tout élément linéaire 


où | 0. 
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Soit W(M) le lieu des centres des S de W(S). Nous voulons 
encore montrer que W(M) a 3 dimensions, c’est-à-dire que 


(6) [@,0,@,| 0. 
Or [6,6,6,] =[w,0,0,] 40, et d’après (2), [@,0,.0,] = 0. 


Done, si, 8,004] était nul, on aurait : 
(7) [@,«,] = 0 
et par suite aussi [en dérivant (7)| : 
(7) [@, do,] = [6, do,]. 
Mais d’après (1) et (2), on a la relation: 
(8) [o, de,] = 0; 
et (7) et (8) entraînent [@,d@,| = 0, d’où, d’après (7): 
(9) [@,@,.0,| = 0 


et les relations (7) et (9) entraînent ©, = 0 (puisque [@,@,.@,]| + 0) 
donc, si [@,@,@,| était nul, on aurait ©, = 0 et par suite, 
d’après (2), [= 0. 

Le lieu W(M) a donc 3 dimensions et, puisque ©, = @, = 0, 
le plan P(S) qui contient les vecteurs é, et e,, est tangent à W(M). 
Compte tenu du rôle joué par la condition I = 0, le théorème 
du n° 32 est démontré. 


37. L’espace de Riemann ‘R réalisé par W(M) n’est évidem- 
ment pas le méme pour tous les F. D’autre part, ce n’est pas 
un espace de Riemann quelconque. Dans un espace de Riemann 
arbitraire, il n’existe pas en général de variété W(S) dont la 
connexion induite soit celle d’un F; il n’y a pas en général 
de W(S) dont les composantes vérifient (9, 7): 


Tutorime. — Pour qu'un espace de Riemann analytique R 
à trois dimensions contienne une réalisation analytique d’un F à 
torsion non nulle, il faut et il suffit qu'il existe dans R une famille 
analytique à 1 paramètre de développables réglées analytiques 
non totalement géodésiques dont les génératrices ne forment pas 
une congruence de normales. 

On peut dans cet énoncé remplacer « analytique » par « de 
classe C” » et même sans trop de difficultés, considérer des 
classes moins restrictives. 
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Montrons que la condition est nécessaire. On ne peut se 
contenter de considérer le système Ÿ du n° 33, car 8 pourrait 
a rs : 
nétre, a priori, réalisable que dans E°. Mais un élément 


S = (M, A, P) = (M, e, e,) 


de À définit un repère rectangulaire R = (Me, e,, e,) de &, 
et si W(S) réalise un F à torsion non nullé, ses composantes 
{w{ vérifient : 


(1) [ 505, | — [5050009 | = 5409 | —{) 


(2) [w,w,.w,] F&O 

(3) [w,w..] +0 

Ces relations (1) et (2) résultent de (9,7) et des relations de 
structure Q, = Q, = 0, = 0 de & (cf n° 2); (3) exprime que 


EN 


On en déduit, comme au n° 36, 


(4) [w,dw,| = 0 

(5) [w,w,w,] 0 

Par suite w, = 0 est complètement intégrable, et, puisque 
w, £0, on a w,, = Àw,; sur une variété C= V,(M) définie 


par wo, = 0, ,, est nul: € est done une développable (lignes 
asymptotiques doubles, de direction e,); ses asymptotiques À 
sont les lignes w, = w,—0, qui d’après (1) et (5) vérifient 
©, = ©;, = ©, — 0, et sont par suite des géodésiques de ®& : 
les © sont donc des développables réglées ('); d’autre part, 
sur €, w, == 0 d’après (3), donc de, Æ 0, € nest pas totalement 
géodésique. Enfin w, = 0 n’est pas complètement intégrable 
(d’après (2) et [w, dw,] = [w,w,.w.,]) et les à ne forment pas une 
congruence de normales. Remarquons en passant que P est 
tangent à €. 

La réciproque sera établie au n° 43, car c’est un corollaire 
d’un résultat relatif à la structure des W(S) qui réalisent un F. 


38. Réalisations particulières dans R. — Si l’on n’impose plus 
à R d’être de classe 2 (c’est-à-dire réalisable dans E*) on peut 


obtenir des propriétés géométriques supplémentaires pour la 


(1) Cf. E. Canran, Comptes Rendus, 184, 1927, pp. 138-141. 
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réalisation de F. On peut, par exemple, considérer les réalisa- 
tions dans E* définies par le système : 


are Ia,, + Jo, =0; 


CO = 04, Wy = Wy, Oy. = Ds, O, = Os = 
Da [@,@;,| = 0, [@,@,.] = I[{w,,0 wa], D[®, Ou] = FE K[w,w,] etc... 
a 


(a>4, 140), 


(obtenu en prolongeant 4, par ®, = 0; = &, = Io,, + J6, = 0). 
On montre que ce systéme est en involution par une méthode 
analogue a celle des n° 33 a 36. 

Dans une telle réalisation, l’image d’un point m de F (lieu 
des centres des éléments S correspondant aux éléments linéaires 
de F centrés en m) est tangente à une direction principale 
de ® ('). En effet, si l’on pose dans & : 

OFF = » Rp, ig @i@;], (uy = 12, 23, 31), 
J 
Xf donne R,,,4, = Rys.; = 0, qui exprime que la direction 
&, = w, = 0 est une direction principale. 


39. Réalisations dans E‘. — On démontre aisément que le 
système À, (n° 15) est en involution: on opère comme aux 
n°S 33 a 36; on trouve (avec les mêmes notations) que les 
équations du système polaire S; de l’élément Q> à 2 dimensions, 
(qui sont ici en nombre égal à 9), sont en général indépendantes : 
elles ont un déterminant de rang 9-égal à 


A= a3,b,,63a;., 
si Q vérifie b,, = 6b, = b,, = a,,=0, et on voit aisément 
qu il existe de tels Q? pour lesquels A 0. On arrive ainsi à 
Er Ses oe On: trouvey.de plus que par 


tout point intégral passe un élément intégral ordinaire à 3 dimen- 
sions, et on aboutit à l’énoncé : 


THÉORÈME. — Tout F analytique est réalisable dans E‘ au 
voisinage de chacun de ses éléments linéaires. 
Mais cette réalisation ne peut en général s’interpréter comme 


faite dans un espace de Riemann à 3 dimensions. Alors w e, + w,e, 
aurait une direction indépendante de (dx, dy, a et on aurait 


(‘) Cf. E. Carran, Leçons sur la géométrie des Espaces de Riemann (Paris, n°5 167 
et 192 dans l'édition de 1928). | 
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[w,w,] = 0 dans W. Or l'élément intégral générique Q, à 
2 dimensions de », ne vérifie pas une telle relation. Pour avoir 
une réalisation de F dans un R lui-même réalisable dans E*, 
on aurait à prolonger Ÿ, par l’équation w, = 0. On trouve 
que le système Lf ainsi obtenu n’est pas en involution. Nous 


n'étudierons pas les prolongements possibles de Ÿ*, 


V. — STRUCTURE DES RÉALISATIONS DANS E° ET DANS &. 


40. La connexion induite sur une variété à 3 dimensions. 
W(S) d'éléments S = (M, A, P) ne vérifie généralement pas 
(9, 7), et une W(S) arbitraire ne réalise pas un F. Nous allons 
caractériser les W(S) qui réalisent un F, et pour cela nous nous 
appuierons sur un lemme concernant leurs composantes rela- 


tives — c’est-à-dire les composantes du repère rectangulaire 
> = é > > 

Me,e,e, défini par (Me,e,) 2a 45! 
Lemme. — Pour qu’une variété W(S), plongée dans E* ou dans 


un ‘À, réalise un F à torsion non nulle (localement), il faut et il 
suffit que ses composantes relatives {w{ vérifient le système : 


(40, 4) [w,w,w,,] 0 

(40, 2) [w,w.0,] 40 

RES re Re 

(40, 4) [w,w., | = [w,w.,,0,] = [w,w,,0,] == 
( 


40, 5) [w,w,,] ~ 0. 


On a vu au n° 37 que ces conditions sont nécessaires dans À 
et il en est de même dans E° car les seules relations de struc- 
ture utilisées au n° 37 sont Q, — Q, — (0, —0 qui sont 
communes à E’ et à &. 

Ces conditions sont suffisantes, car elles entraînent (9, 7) — 
compte tenu de Q, = Q, = Q, = 0, et (40,5) exprime que I #0. 


41. Réalisations dans E’. — Nous appellerons famille ordinaire 
de développables, une famille de développables qui ne se 
réduisent pas à des plans, et dont les génératrices ne forment 
pas une congruence de normales. 

Tutorime. — Pour qu'une variété à 3 dimensions d'éléments 
S = (M, À, P) réalise localement un F à torsion non nulle, ul 
faut et il suffit que les À engendrent une famille ordinaire à un 
_ paramètre de développables tangentes aux P. 
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La condition est nécessaire. — On voit en effet, comme au 
n° 37, que les relations (40, 1 à 5) ont les conséquences sui- 
vantes : w, = 0 est complètement intégrable, et entraîne w,, = 0 
(car w, == 0 dans W). 

Dans une V,(S) définie par w, = 0, le lieu V,(M) des centres 
est une développable C(w,, = 0), dont les génératrices (w, = 0) 
sont les droites A(w, = w, = 0 entraîne ©,, = ©, = w,, = 9); 
le plan tangent à € le long de A(S) est P(S), puisque € vérifie 
w; =. 

{ n’est pas réduite à un plan car w, = 0 nentraine pas 
© = 0 (40,5); les À ne sont pas normales a une surface, 
car [w, dw,] 0 puisque dw, = [w,,w,] et d’après (40, 1). 

Réciproquement une famille ordinaire à 1 paramètre de déve- 
loppables { de génératrices À définit une variété à 3 dimensions 
d’éléments linéaires (M, A), et en prenant P tangent à @, on a 
une variété W(S) à 3 dimensions d’éléments 


S = (M, A, P) = (Me,e,). 


Les composantes {w{ de W(S) vérifient (40, 1 et 2) et les autres 
conditions du n° 40, car les ¢ vérifient w, = 0, qui est donc 
complètement intégrable; sur €, w,, = 0, et [w,w,,] =0 dans W; 
sur A, wo, = w, = w,, = ©,, = 0 et les deux dernières relations 
de (40, 4) sont vérifiées aussi; enfin (40, 5) est vérifiée puisque & 
ne se réduit pas 4 un plan. 

Ainsi une congruence ordinaire réalise localement deux 
familles de plans de Finsler, correspondant aux 2 familles de 
développables ©. Les éléments S ont pour A les génératrices, 
et pour P les plans tangents aux { d’une des familles de déve- 
loppables; M est un point variable de A. La variété W(S) ainsi 
définie réalise localement un F. Rappelons que cet F est doué 
d’un parallélisme absolu des éléments (K = 0). 

Remarquons que si les P forment une famille à 1 paramètre, 
et les A une congruence (alors non ordinaire), W(S) réalise 
un F qui se réduit à E* puisque [w,w,,] = 0, done I = 0, et que. 
d’autre part, K = 0 comme dans toute réalisation dans E’. 


42. Cas d'un Fy. — Dans le cas du parallélisme absolu 
(F1, J = 0, cf n° 44) on a les particularités suivantes : 

‘I. Les © ont même cône directeur. — En effet w,, = 0 (cf 18, 4) 
d’où (structure de E*): [w,,.0,,] = 0, w,, = aw, avec a 0 


RÉALISATIONS EUCLIDIENNES DES PLANS DE FINSLER 449 


= a 
si I~ 0, et la congruence des A (vecteur e,) admet un cône 
directeur; les cylindres de la congruence vérifient w,, = 0, 
4 $ . > M . a . À . 
les Ç constituent l’autre famille de développables, si du moins 
la relation w,, — 0 n’entraîne Pas ©, = 0; mais alors on aurait 
©, = Bw,, et [w, 2] = 0, I serait nul. Les ¢ ont done même 
cone directeur. 
If. — Les A sont les binormales des trajectoires orthogonales 
3 . . . 
des €. C’est ce qu’exprime la relation w,, = 0, en ce qui concerne 
les courbes w, = w, = 0. 


43. Réalisation dans R. — Nous dirons qu'une famille de 
développables réglées {est ordinaire siles { ne sont pas totalement 
géodésiques et si leurs génératrices ne forment pas une 
congruence de normales. 


THÉORÈME. — Pour qu’une variété à 3 dimensions d'éléments 
S = (M, A, P) d’un espace de Riemann à 3 dimensions réalise 
localement un plan de Finsler à torsion non nulle, il faut et il 
suffit que les éléments linéaires (M, À) soient les éléments de 
contact des génératrices d’une famille ordinaire à 1 paramètre de 
développables réglées tangentes aux P. 

Méme démonstration que dans E’ au remplacement près 
des À par les génératrices à comme solutions de w, = w, = 0. 

On avait d’ailleurs pratiquement établi au n° 37 que cette 
condition était nécessaire. 

Ce théorème a pour corollaire immédiat celui du n° 37; en 
particulier la réciproque que nous avions alors laissée en 
suspens est maintenant établie. 


VI. — CORRESPONDANCES ENTRE F ET SES RÉALISATIONS. 


44. Images. — Soit F un plan de Finsler, W(S) = W une 
réalisation de F: W est constituée par une famille de déve- 
loppables € de E’ ou de développables réglées € de 8. La donnée 
de © associe à tout M un élément 5 = (M, A, P)=S(x, y, 0) 
attaché à un élément linéaire (l) = (x, y, 9) de F. ; 

Nous appellerons image de l'élément (x, y, 9) le centre 
M = M{x,y,0) de Vélément S(x,y,0) de W; image d'un 
ensemble & d’éléments (x,y,0) l’ensemble des Mix, y, 9) 
| 29 
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correspondant aux (2, y, 9)es. L’image d’une courbe est l’image 
de l’ensemble de ses éléments de contact. L'image d’un point 
est l’image de l’ensemble des éléments linéaires (de F) centrés 
en ce point. 

Dans une réalisation au voisinage d’un élément linéaire (,) 
de F, l’image d’un ({) voisin de (4) est bien définie. Il n’en est 
plus de même dans une réalisation semi-globale : l'image de (/) 
est alors l’ensemble des S(x, y, 9 + kr) définis par (l) = (x, y, 9). 


45. Correspondances générales. — TuHtorémes. |. — Les images 

des points de F sont les trajectoires orthogonales des €: 
En effet les points de F sont définis par ©, = w, = 0, qui 
définissent précisément les trajectoires orthogonales y des €. 
Dans la réalisation semi-globale du n® 27, il y a correspon- 
dance biunivoque entre les points voisins de (x,, y,) et les y 
voisines de ¥(X), Yo): 

IT. — Les images des courbes de F sont les courbes trajectoires 
orthogonales des lignes de courbure non rectilignes des © (non 
géodésiques dans le cas d’une réalisation dans ‘\), car ces 
familles d'éléments (x, y, 9) sont caractérisées par w, = 0. 

Ill. — Les géodésiques de F ont pour images les génératrices 
des €, puisque définies par w, = w,, = 0. 

Une géodésique joignant 2 points m,, m, de F a pour image 
une génératrice À (ou) qui s’appuie sur les courbes y,, y, 
images de m,, m,: au voisinage d’un élément (a, y, 9) une telle 
génératrice est bien définie; la distance m,m, est la longueur 
du segment de cette génératrice qui est compris entre y, et y. 

On a ainsi le schéma local suivant pour la métrique d’un plan 
de Finsler : soit une famille à 1 paramètre de développables 
de E* ou de développables réglées d’un ‘À du n° 37; leurs tra- 
jectoires orthogonales sont les points y de F; la distance (y,y.) 
est la longueur du segment de génératrice dont les extrémités 
sont sur y, et y.. 

Signalons enfin que la longueur d’un arc de courbe C de F 
peut s’interpréter comme le travail ( fu) du vecteur unitaire 
de À le long de l’image de C. Nos 


46. Courbure et torsion. — I. — La courbure superficielle 
K de F en (1) est la courbure riemannienne en M image de (1) 
dans la direction de C. 


À 


a: | 
= 
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in effet, il résulte des relations du n° 40 que 


[uso] = —AI[w,.0,] = u[w.ws], 
donc 


[24] = v[w.m,] + K [wo], et Ry enn 


12912 


L'interprétation de la torsion I est moins simple. On trouve 
que | (x, y, 9) est égale, dans À, au rapport en M (a, y, 4) de la 
courbure principale de € à la torsion géodésique de l’image de 
(x, y) sur l’image de l’ensemble des géodésiques issues de (2, y). 

Si l’on désigne respectivement par 8 et y les 2 termes de 
ce rapport on a en effet d’après les relations du n° 40: 


Ws. = 40, + Bo, D, = YO; BW), 
visi 
et [o,03,| == + [202]. 
1 
IT. — Dans E’, on a toujours K — 0. Soit & le point de 


contact de P avec la surface focale ® de la congruence des A: 
I : | , ope EF 

le rapport a est égal à la distance focale Mz de l'élément S. Cela 

résulte immédiatement de la relation Iw,, + Jw, —0 établie 

au n° 18. 

On sait qu’alors I,, = 0, I, = J est done constant quand 
©, = w,, = 0, c’est-à-dire le long de À. On trouve que, si ¢ est 
la courbure totale de ®, et R, le rayon de courbure géodésique 
sur Ÿ de l’arête de rebroussement de la seconde développable 
passant par À: 


J=+pR;, 


si du moins Ÿ n’est pas dégénérée en une courbe. 


[Soit HET eu D et $&{ les composantes du repère (ce, e,e,) 


J > 
de D. On trouve ©, = To, + T,w,,(= ©, + dT, cary =M + Te,, 
et d’autre part dT = —w, + T,w, + T,m,.); et ©, =, + Two. 
D'où [o,,0,,] = o(T; — TT,) [22]; et om, = 0 définit l’arête de 
rebroussement de la 2e développable, d’où R, = T, — TT,]. 


47. Cas du parallélisme absolu (F,). 1. — Les éléments 
linéaires de F parallèles à un élément donné vérifient w,, = 0 
et forment une variété à 2 dimensions (cf n° 11) dont l’image 
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est un cylindre (cf n° 42). Des géodésiques (de F) parallèles 
entre elles ont pour images des droites parallèles (formant up 
cylindre). 

II. — On a vu au n° 42 que les A sont les binormales des 
trajectoires orthogonales des €, c’est-à-dire des images des 
points de F. Remarquons que ces images ne peuvent étre des 
droites car on a 0, = aw,, 2# Osi l~0O, et l’on ne peut 
avoir de, = 0 quand w, =o, — 0 (puisqu’alors w,, #0). 


III. — La torsion vérifie 


ow | désigne Vangle des plans focaux, R et T les rayons de cour- 
bure et de torsion de l’image de (x, y). [au point image de (a, y, 0)]. 


En effet compte tenu des inégalités du n° 40 et de w,, = 0: 
Gi Le aw, + Iw, = Bo, 
—T 
dot (Aes res et [=atgy. 
R 
IV. — Remarquons que « est constant le long d’un cylindre 


He, 0} 


Car dw,, = 0 donc [daw,,| = 0, et w,, = 0 entraîne da = 0. 


48. Plan de Minkowski (cf. n° 12.). I. — Les cylindres II sont’ 
alors des plans. En effet, pour un plan de Minkowski, 
[,.d1] = 0, done I est constant sur un cylindre Il; comme @ 
l’est aussi, il en est de même de 4 (1 = atgy, ainsi qu’on vient 
de le voir), l’angle des plans focaux est done constant sur Il; 
mais le plan focal non tangent à II est le plan e,, e, qui a une 
direction fixe quand w,, = 0, par suite le cylindre IT est un plan. 
La surface focale est elle-même une développable. Des géo- 
désiques parallèles de F ont pour images des droites parallèles 
situées dans un même plan. 


II. — Si l’image y, d'un point de F est une hélice, il en est de 
même des images y de tous les points; en effet le long de LI, les e, 


sont tous paralléles entre eux; donc si le long de y,, e, fait avec 
une direction ¢ un angle constant V, il en est de même de toutes’ 
les y (avec le même V et la même à). 


RÉALISATIONS EUCLIDIENNES DES PLANS DE FINSLER 453 


49. Réalisations particulières des F,. — Soit un plan F,, 
? à = LS x + 
c'est-à-dire vérifiant J = K = 0. On peut imposer à la réali- 
sation de F, d'admettre pour images des points de Fy, des 
ae R : 
hélices de rapport T donné. On obtient ces réalisations en 


résolvant le système Ÿ, prolongé par 


wy = 0 oi, =: mw,. w, = — Iw, + Xw,, 


dw, SAM. L,[w,,0,] = I dw, + [dX 19 | 


où figure une fonction inconnue auxiliaire X et où m désigne le 
rapport donné. Ce système est en involution; il est presque 
immédiat de le voir, et on peut aisément résoudre pour ce 
système un problème de Cauchy analogue à celui du n° 25. La 
relation qui définit la correspondance entre 0 et s est 


ds 
Z.dé = oF 


Remarquons que st l’on prend R = T, la torsion est la tan- 
gente de langle des plans focaux. 


50. Dans le cas du plan de Minkowski, cette réalisation se 
construit immédiatement, une fois résolue la relation Zd0 = a : 
soit y, Vhélice donnée, vérifiant R = T, que l’on désire associer 
au point m, de F, et M(4) le point de y, qui est l’image de 
(m,, 9); la binormale à y, en M est une A, et les autres A sont 
les parallèles à A(6) situées dans des plans passant par A() et 


faisant avec y, un angle égal a os — Ÿ, avec tg) = I(0), 


On peut, dans le cas du plan de Minkowski, imposer une 
condition différente aux réalisations, et fixer langle | des plans 
focaux. Si Ÿ — = Ja torsion est alors égale à T On montre. 


4 
pour cela que le système À, prolongé par 
Di—=0 wo, —— lo, Os = 0, + Xw,, [9,00] =e [dXw,. ] = 0 


. « CR T A 
est en involution (ona pris ici l’angle 4 = 7 X est une fonction 
inconnue auxiliaire). 
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On obtiendra une réalisation semi-globale de ce type en 
prenant pour S(x,, y,9) les éléments (Me,e,) tels que les 
composantes de (Me,e,e,) vérifient a 


0s = Ky (8)«w,, Os 1(6)e,., 


X, étant arbitraire mais de signe constant et de période 27; _ 
on peut prendre X,= 1. Soit y, la courbe lieu de M, la 
congruence des À est celle des parallèles aux binormales … 
A,(8) de y, situées dans les plans passant par A,(9) et coupant y, — 
sous l'angle ©. 


4 
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RECHERCHES SUR LA THÉORIE DES CORPUSCULES 
par René REULOS. 


L'histoire des Sciences montre que les progrès de la Science ont été 
constamment entravés par l'influence tyrannique de certaines concep- 
tions que l'on avait fini par considérer comme des dogmes. Pour cette 
raison, il convient de soumettre périodiquement à un examen très 
approfondi les principes que l'on avait fini par admettre sans plus les 
discuter... En tous les cas, il est certainement utile de reprendre le 
problème très difficile de l'interprétation de la mécanique ondulatoire, 
afin de voir si celle qui est actuellement orthodoxe est vraiment la seule 


que l’on puisse adopter. 
Louis pE BROGLIE. 


Cette pensée, qui vient en conclusion d’une conférence récente (') 
du fondateur de la mécanique ondulatoire, est propre à encourager 
les initiatives nouvelles, et fournit à notre étude Hintedusnus que 
nous cherchions. 


(1) 31 octobre 1952. Centre international de Synthèse. 


CHAPITRE PREMIER 


PREMIÈRE PARTIE. 


CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR L’ESPACE UNIVERSEL 
ET LA THÉORIE DES CHAMPS 


La théorie que nous nous proposons d’exposer, concerne la mécanique 
classique et ondulatoire des corpuscules. Elle est dominée par l’idée 
relativiste, d’après laquelle l’espace réel est un espace à quatre dimensions. 
Il ne peut donc exister de vecteurs à trois composantes. Ceux que nous 
rencontrons et que nous considérons comme tels, sont en réalités 
« détachés » de symbolismes relatifs à l’espace à quatre dimensions. Il 
est intéressant pour ce qui suit, de voir comment les formules vecto- 
rielles bien connues, viennent se placer dans des formules tensorielles 
plus complètes, adaptées à l’espace d’univers. La force de Corrouxs, 
d'apparence si classique, apparaît ainsi comme une nécessité relativiste. 
La formule de Lorentz s'intègre dans le même formalisme. L’équation 
tensorielle du mouvement d’une charge électrique ponctuelle dans un 
système de référence en rotation, résulte de cette analogie et donne direc- 
tement une forme relativiste et rigoureuse du théorème de Larmor, ainsi 
qu'une explication très simple des phénomènes gyromagnétiques. 

Enfin, et toujours dans le même ordre d’idée, il apparaît, d’une étude 
sur les quaternions, que les systèmes différentiels, qui régissent la pro- 
pagation des champs et des potentiels électromagnétiques, représentent 
une extension à l'Univers, des conditions de Caucuy, qui définissent les 
fonctions analytiques du plan. 


§ 1. — L’espace métrique de la Relativité. 


Le développement de la mécanique de Galilée, de Copernic et de 
Newton, montre que toutes les grandeurs de la nature peuvent être 
rattachées à trois grandeurs fondamentales : longueur, temps, masse, 
indépendantes les unes des autres. 


hablé. 
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La longueur est une grandeur vectorielle, susceptible de se 
décomposer en trois grandeurs scalaires, suivant trois directions 
arbitrairement choisies. Dans tout ce qui suit, nous ne considérerons 
que des systèmes de coordonnées cartésiennes, et des systèmes d’axes 
orthogonaux. Le temps se présente comme une grandeur à part, 
qui varie d’une manière indépendante de toute contrainte extérieure, 
et toujours dans le même sens. 

Un événement tel que le passage d’un mobile en un point donné, 
est déterminé par la connaissance des trois coordonnées x,t,x, de ce 
point et par celle de l'instant ¢ auquel a eu lieu ce passage. Tout 
ensemble de quatre valeurs «,x,x,t peut être considéré comme repré- 
sentant les coordonnées d'un vecteur généralisé. Cet espace vectoriel 
comprend un sous-espace métrique, dans lequel on peut mesurer 
une longueur dans une direction oblique par rapport aux axes 
Ox,x,æ, tandis que la mesure de la longueur d’une direction oblique 
entre æ,, ou x, ou x, d'une part, et ¢ d'autre part, est dépourvue de 
sens. Le temps ¢ s exprime en secondes, unité commode, définie 
arbitrairement. Les astronomes expriment les longueurs en années 
de lumière. Inversement, on peut exprimer le temps en centimètre 
lumiére, ce qui est bien peu! mais cette unité rationalisée a l’avan- 
tage de rattacher l'unité de temps à l'unité de longueur, et de lui 
donner de ce fait la dimension d’une longueur. Nous l’appellerons 
æ,—ct, c étant la vitesse de la lumière en centimètres par seconde. 
Nous pouvons aussi introduire la longueur x, —ix, dont le sens 
apparaît clairement lorsqu'on exprime avec ces unités les équations 
de l'électromagnétisme. On s'aperçoit alors que x, joue le même 
rôle que les variables d'espace x,x,x, de sorte qu'en particulier, 
l'équation de propagation prend la forme simple et symétrique 


SLA Fm 


2 
1 OL}, 


Cette règle étant générale, pour toutes les équations de l'électro- 
magnétisme qui se laissent ainsi intégrer dans des formes parfaite- 
ment symétriques, il est impossible de ne pas voir que ©, à les 
mêmes propriétés que æ,x,t, et que le groupe x,x,x,x, constilue un 
espace métrique. La longueur d’un élément de longueur ds dans une 
direction oblique, a pour expression 


4 
ds? = >: dx}. 


29* 
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L'extension aux quatre dimensions, des propriétés de l’espace 
métrique à trois dimensions, conduit à postuler que le carré de 
l'élément de longueur ds reste invariant dans un changement d’axes, 
or un changement d’axes qui permet de passer d'un système d’axes 
orthogonaux à un autre système d’axes orthogonaux, est une trans- 
formation orthogonale. L'invariance du ds* dans les transformations 
linéaires orthogonales, constitue le principe de base de la théorie de 
la relativité, et la transformation de Lorentz n'est autre qu'une 
transformation orthogonale particulièrement simple. 

Cette découverte qui — nous venons de le dire — est la clef de 
voûte de la théorie de la relativité a des conséquences d'une très 
grande portée. 

La métrique induite dans l'ancien espace à trois dimensions 
représente les phénomènes indépendants du temps. C'est le cas des 
problèmes statiques, c’est aussi celui des régimes permanents. 


S2. — Vecteurs d’univers. 


Comme conséquence de ces considérations, il ne peut exister que 
des vecteurs à quatre composantes et la plupart des scalaires ne 
sont de ce fait que les quatrièmes composantes de quadrivecteurs (*). 
L'exemple le plus typique est le potentiel scalaire A, de la théorie 
électro-magnétique, avec lequel on forme la quantité A, —iA, qui 
est la quatrième composante du potentiel vecteur d’univers A, de 
composantes À A,A,A,, tandis que le potentiel vecteur classique en 
constitue la composante d'espace. 


Invariants. — Existe-t-il des scalaires purs? Existe-t-il des vec- 
teurs à trois dimensions, dépourvus de scalaires associés ? 

Un scalaire apparaîtra certainement comme « pur », lorsque sa 
définition le rattache symétriquement aux quatre dimensions. Il 
apparaît alors clairement qu'un véritable scalaire ne représente pas 
la quatrième composante d'un vecteur. Par exemple, le carré ds* de 


4 
l'élément linéaire, soit ds* — Ÿ dx} est bien un scalaire pur. 
1 | 
Il en est de même de la quantité d'électricité, grandeur qui se 


(?) Ne pas confondre le quadrivecteur de la relativité (Einstein) avec le quadrivecteur 


des mathématiciens, dont les 4 composantes sont des vecteurs. 
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présente à nous directement, sans que rien ne semble devoir la 
rattacher au temps plutôt qu'à l'espace. Par contre, il en est tout 
autrement de la densité électrique, dont la définition fait intervenir 
l'élément de volume dr dr,dx,, mettant en évidence par son absence 
l'élément dr. Ainsi, la densité électrique est rattachée d’une manière 
préférentielle à la quatrième dimension, et se présente donc comme 
la quatrième composante d’un quadrivecteur, qui est — on le 
sait — le vecteur courant. La véritable manière de différencier un 
scalaire pur d’une composante de vecteur, est de lui faire subir un 
changement de système de référence. La composante du vecteur se 
trouve altérée par cette transformation, tandis que le scalaire pur 
doit rester invariant. 


Vecteur axial et vecteur polaire, tenseur antisymétrique. — 
> à , 
Des vecteurs comme le champ magnétique H (vecteur axial) et le 


champ électrique E (vecteur polaire) n’ont pas de quatrième compo- 
sante connue, mais l’un et l’autre dérivent du vecteur potentiel 
d'univers À au moyen des relations 


F,, =H, —0,A, —2,A, FP, =1E, = 0, ApS 0A; 
(1 ) F, a H, TT 0,A, an d À, Fy, = iE, GE 0,A, ead dA, (2) 
Bx = H,=2,A, sag, F,, =i, =0,A, —2,A, 


0 
(avec dk = =. 
Tr 


Donc, HetË représentent «la composante d espace » et « la compo- 
sante de temps » d’un tenseur antisymétrique 


oO H, — H, —1E, 

AE re) ine — iB, 

Bei Es STE CE 1 de Vs 
iE, iE, ik, 6) 


lequel est bien un tenseur d’univers. = 

On voit à l'examen de ce tableau quelle est l'origine du vecteur 
axial et du vecteur polaire. Le vecteur axial est un vecteur à trois 
dimensions, formé à l’aide des trois composantes F;, d'un tenseur 
antisymétrique, i et k étant pris parmi les indices 1, 2, 3, il est donc 


sensible à l'orientation du trièdre Ov,x,x,, la permutation de deux 
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axes ayant pour effet de changer F;, en —F;,. Le vecteur polaire 
est formé avec les F;,, qui restent, c'est-à-dire les F,,=— F,,. Il est 
insensible 4 la disposition des axes, c'est-à-dire à l’orientation du 
trièdre Oxx,æ,. 

Nous conserverons encore le nom de vecteur, ou, lorsqu'il y a 
ambigüité, le nom de vecteur d'espace (ou de trivecteur) à une 
grandeur orientée, parce qu'il est commode de conserver cette défi- 
nition physique du vecteur, mais il est bien entendu que les compo- 
santes d’un tenseur antisymétrique ne sont pas de vrais vecteurs. 
En effet, un vecteur doit conserver sa longueur dans une transfor- 
mation orthogonale normée, comme le sont les transformations de 
la relativité, et en particulier, la transformation de Lorentz. Les 
tenseurs antisymétriques sont transformés par des règles différentes, 
qui sont celles de la multiplication de la matrice opérante du tenseur, 
par la matrice opératrice de la transformation orthogonale en ques- 
tion. Un tenseur qui possède des éléments nuls dans un système 
d’axes ne possède plus cette propriété particulière dans un système 
d’axes quelconques. C’est ainsi qu'un champ purement électrique 
dans un système de référence (les composantes magnétiques étant 
toutes nulles), acquierera une composante magnétique dans tout 
autre système de référence. 

Examinée sous ce jour, une longueur X à laquelle on associe un 
temps représente un quadrivecteur de composantes x, (k—1, 2, 3, 4). 


Il en est de même de la vitesse V—-—, dérivée par rapport au 


temps de ce vecteur, et de composantes sien avec Ra ic. 


Il n’en est plus ainsi de l’accélération [' qui est un trivecteur, 
de la classe des vecteurs polaires, composante spatio-temporelle du 
tenseur T;,—=0,V;—2,V, soit 


Th, a il’, oer d,V, = avy 
(4) Ty ag il’, = dv: we BN, 
Dy, Sil 0 Va NV 


4 


alors que le rotionnel R de composantes 


Dy ge R, =F di Ve 7 d,V, 
(5) by, = R,=2,V, RV 
i = R, = d,V, Le d,V, 


ite 
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représente le vecteur axial adjoint, l’ensemble de ces deux trivec- 
teurs constituant le tenseur antisymétrique 


o R, er SE 
2 c 1 
ein Oo R, à [y 
(6) Ti = c 
R, = Bs o sri We 
eet 
l i l 
TS poh oye ET, 0 
c 
§ 3. — Orientation des axes, permutations. 


Représentons symboliquement l'espace à quatre dimensions par 
un tétraèdre, de sommets A,A,A,A,. Pour l’orienter, nous devons 
d’abord choisir arbitrairement un sommet, par exemple A,, que 
nous distinguons de ce fait des 
trois autres. Nous y placons un A2 
observateur qui peut orienter les 
sommets 1, 2, 3, de deux façons 
possibles, selon qu'il verra tour- A 
ner vers la droite ou vers la 
gauche, un mobile parcourant 
dans l'ordre 1, 2, 3, le triangle A = 
joignant les trois sommets. Ce 
choix arbitraire étant effectué, 

il lui restera à orienter les côtés 

A,A,, A,A,, A,A, dans les direc- Ais 
tions qui séloignent de A, ou Fig. 1. 

dans celles qui y convergent. 

Cela fait deux possibilités indépendantes du choix du sens de rota- 
tion sur la face 4, 2, 3. 

L’observateur pourrait aussi chercher à orienter les trois autres 
faces, comme la premiére, mais il est facile de constater qu'il se 
heurterait à des contradictions. Done, il devra conserver le premier 
mode, qui fait jouer à l'indice 4 un rôle à part. Ce raisonnement est 
basé non pas sur les propriétés d’une figure géométrique dans l'espace 
à trois dimensions, mais plutôt sur les propriétés du nombre quatre, 
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et l'hypothèse fondamentale que les quatre dimensions sont disposées 
symétriquement les unes par rapport aux autres. De ce fait, il acquiert 
une portée qui nous aide à comprendre pourquoi dans l'espace 
métrique et isotrope à quatre dimensions, il faut choisir une variable 
privilégiée, laquelle de ce fait, se distingue des trois autres. Il est tout 
indiqué de choisir pour cela la quatrième dimension æ,—ict. Le 
temps joue donc nécessairement un rôle à part, et se « dilate » dans 
une transformation de Lorentz alors que les variables d’espace se 
contractent, de manière à conserver l'élément d’hyper-volume 
dt = dx, dx; dz, dx. 

Ainsi se trouvent expliquées beaucoup de particularités del’hyper- 
espace de la relativité, dont en particulier l'existence des vecteurs 
axiaux et des vecteurs polaires, qui s'associent par couple, pour 
former des tenseurs antisymétriques. 


S 4. — Le produit scalaire et le produit vectoriel 
dans l’espace à quatre dimensions. 


Les formules de l’électromagnétisme comportent fréquemment 
l'emploi des notions du produit scalaire ou du produit vectoriel de 
deux vecteurs (travail, force de Coriolis, force de Lorentz, vecteur 
de Poynting. etc...). Or d’après l'analyse qui précède, ces vecteurs ne 
constituent qu'une partie d'un symbolisme plus complet (quadri- 
vecteurs ou tenseurs antisymétriques) de l’espace à quatre dimensions. 
Les produits en question ne devraient être que des fragments 
d'expressions plus adaptées à l’espace universel. 


Produit scalaire. — La généralisation de la notion de produit 
scalaire à l'espace à quatre dimensions est immédiate : AA AMAS 
B,B,B,B,, sont les composantes de deux vecteurs A et B, on obtient 
le produit scalaire généralisé, en ajoutant un terme d’indice 4 aux 
termes d’indices 1, 2, 3. On a ainsi 


@—Y A,B, 


mais si lun au moins des deux vecteurs d’espace provient d’un tenseur 
antisymétrique, au lieu de provenir d’un quadrivecteur, la générali- 
sation en question n’est plus possible. C'est précisément le cas du 
travail, car la force est selon la conception classique, le produit d’une 
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accélération par une masse, et nous avons vu que l'accélération est 
un vecteur d'espace type polaire, et provient d’un tenseur. Le travail 
n est donc pas issu d’un produit scalaire généralisé. Nous verrons 
plus loin dans quel formalisme il trouve sa place. 


Produit vectoriel. — Dans l'espace à trois dimensions, le pro- 
duit vectoriel A /\ B d’un vecteur B par un vecteur À a pour com- 
posantes 

P, =A,B, — A.B, 
P,— A,B, — A,B, 
P,— A,B, — A,B.. 


Il résulte d’une transformation linéaire sur les composantes de B, 
qui a pour matrice 


O —A, A, 
(1) |A|= AS O — À |. 
— À, A o 


1 


Effectivement, on obtient la matrice représentative du vecteur 
A vy B en multipliant le vecteur B sous sa forme matricielle nor- 
male (opérande) — une seule colonne et trois lignes — par la 
matrice |A| sous la forme (1), qui peut étre considérée comme la 
forme tensorielle associée au vecteur A, en tant qu'opérateur multi- 


plicatif. On a done 


IP, O — À, A5 1B, 
(2) Ip |— A, O —A,|X|B,]. 
bp. — À, A, O B, 


La Force de Coriolis s'écrit ainsi 


F,| lo R, —R,| ln, 
(3) F,I=IR 0 R,|X|mv,|. 
PRET SR Oo | me, 


> 
F,F,F, étant les composantes de la force F, v,v,v, étant les com- 
wes 
posantes de la vitesse » d’un corpuscule de masse m, en mouvement 


> 
dans un système de référence accéléré, le vecteur R, de composantes 
R,, R,, R,, étant le rotationnel des vitesses d'entraînement. 
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La formule (3) est contenue dans la formule d’univers 


F, o R, —R, nes C3 mo, 

c 
F,) |—R, oO R, ais PHONE ET. 

c 

(4) = i X 

F, R, —R, oO ——I[,)  |mv, 

a c 
| al prec a], aye 0 ime 

c c 


dans laquelle le vecteur d'univers F, qui représente la force géné- 
ralisée, est égal au produit du vecteur d’'univers quantité de mouve- 
ment, par le tenseur antisymétrique impulsion-quantité de mouve- 
ment. à 
Re : 1% : ; 

En explicitant, en posant F,—iF,——, en séparant les parties 

. . . . C 
réelles de la partie imaginaire, on a: 


(5) F— ml + mo /\ R. (6) 
on reconnaît dans (5) la force de Galilée et la force de Coriolis, cette 
dernière apparaît ainsi comme une nécessité de la symétrie relati- 


viste. (6) nous montre que la puissance £ n'est pas un scalaire mais 
le produit par ¢ de la quatrième composante de la force. 


Formules de Lorentz précession de Larmor gyro-magnétisme. 


Si on remplace la vitesse d'entrainement V par le vecteur 
impulsion potentielle — (ainsi nommé parce qu'il est formé à 
c 


partir du potentiel d’univers A et qu'il a les dimensions d’une 
impulsion), la masse m du corpuscule par sa charge e, le tenseur T,, 


(6 § 2) se change en Fu (3 § 2) la formule (4) devient 


By ise ER: ates 
C 

> v 

F, 7 —H, Oo H, — ik, K 9 
F, : DOS 0 il eue 
n c 

F? iE, iE, ik, a ae ie 


RES 
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aS 
a> 
Or 


soit avec les notations vectorielles 


> 


—> 


8) fée E KE Ge É 3 + 
( e toe oH F—eh vv, (9) 


on reconnait dans (8), la force de Coulomb et la force de Lorentz. 
C'est pourquoi l'équation de la dynamique pour les corpuscules 
électrisés, qui s'écrit du point de vue classique, et dans les systèmes 
galiléens 


ml =e (E ao = /\ Hi 
c 
peut prendre la forme tensorielle plus générale 
meer (10) 


T, et T, étant les tenseurs mécaniques et électromagnétiques des 
formules (4) et (6), équation qui se décompose en les deux équations 
vectorielles 


Ces expressions constituent la forme relativiste et rigoureuse du théorème 
de Larmor. Elles montrent que le mouvement d'une particule 
matérielle de masse m, de charge e, dans un systéme de référence 


bt x # =< 1 5 
tournant par rapport aux axes de Galilée, à la vitesse © — + R, et 


en présence d'un champ magnétique H, est le même que si le système 
ne tournait pas, à condition de compenser l'effet de la rotation par 
une valeur convenablement choisie du champ magnétique, soit 


w est la précession de Larmor. 
Il faut en outre compenser l'accélération d'entraînement (force 


centrifuge) qui se présente comme un champ gravifique axifuge, à 
l’aide d’un champ électrique 


E——Tf. 
€ 


Le théorème de Larmor ne tient pas compte du champ électrique 
30 
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compensateur, et c'est la raison pour laquelle on le considère comme 
approché. Ce théorème est généralement appliqué aux mouvements 
des électrons à l’intérieur del’atome, lorsqu'on perturbe cemouvement 
par un champ magnétique. L'étude qui précède montre que le 
mouvement reste inchangé, à condition de le rapporter à un système 
tournant par rapport aux axes de Galilée, à la vitesse de précession 
wo——<H, à condition également que l'on puisse ne pas tenir 
2 me 

compte du champ « gravifique » axifuge produit par l'accélération 
d'entrainement. Lorsque le champ magnétique est de dix mille Gauss, 
ce qui est déjà une valeur élevée, la vitesse de précession correspond 
à une fréquence de 48 mégacycles, ce qui est relativement peu, car, 
si l’on fait passer l’axe de rotation par le centre de l'atome, il en 
résulte, du fait des faibles dimensions de l’atome, une accélération 
centrifuge négligeable par rapport aux forces coulombiennes mises 
en jeu. 

Dans le cas d’une pièce en matière conductrice que l’on fait tourner, 
les électrons libres sont chassés à la périphérie et le champ « gravifique » 
axifuge est compensé automatiquement par un champ électrique de 


. x , : See = ines ae m > 
direction opposé, et satisfaisant à la condition requise E= fe 
e 


manière à ce que l'équilibre soit atteint et que le travail nécessaire 
pour déplacer un électron libre d’un point à l’autre de la substance 
reste nul. On voit que dans ce cas, un champ magnétique approprié 
fera disparaître la perturbation due à la rotation ef les mouvements 
intra-alomiques seront absolument ce qu'ils seraient dans une substance 
immobile, el sans champ magnétique. Dans ce cas là. la solution est 
rigoureuse. 


D'autre part, puisque le champ magnétique H suffit pour supprimer 
la perturbation due à la rotation, on en déduit que ces deux causes 


ont des effets égaux et opposés, c'est-à-dire, que la rotation w et le 


champ H produiront des effets identiques. Ainsi, le gyro-magnétisme 
se trouve du méme coup expliqué. 

Cette théorie gyro-magnétique a été ébauchée en 1944, dans un 
article aux Cahiers de physique, qui, par suite des vicissitudes de 
cette publication, parut seulement en 1947, au dernier numéro d'un 
périodique qui devait connaître une longue éclipse. Nous avions mis 
en évidence le parallélisme parfait qui existe entre un volant de masses, 
et un courant électrique circulaire, entre un gyroscope placé dans 


=. Ly. cet 
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un système tournant (terre) et un solénoïde placé dans un champ 
magnétique, entre un moment cinétique et un moment magnétique : 
analogie qui préparait déjà la nouvelle interprétation du Spin, 
laquelle sera précisée au chapitre n, § 3. 


S$ 5. — Matrices et nombres complexes. 


La théorie des vecteurs prend une forme particulièrement simple 
dans l'espace euclidien à deux dimensions, c'est-à-dire dans le plan, 
grace à la théorie des nombres complexes. Comme nous avons en 
vue l'étude des vecteurs de l'espace à quatre dimensions, nous allons 
la présenter sous une forme susceptible d'une généralisation immé- 
diate. 

Soient donc deux axes rectangulaires Ox,Ox, du plan, x, et «, 
les coordonnées d’un point M, B un vecteur de composantes b, et b.. 
Nous allons lui faire subir une transformation linéaire, par les 
formules 


(1) 


| lb 
1 le a a 
(2) bg PM RE 12 x = 
Co ay, Ass 2 
la matrice opératrice peut s écrire 
(3) la| Ae 244; Ayo + As he O As — Ags 
2 [du + dis 2% 2 |, — As oO 


La première matrice de 3 est symétrique, nous lui imposons de 
représenter le produit d’une quantité scalaire par la matrice unité. 


Il faut donc que l'on ait 
(4) Ay, = Age = A, Ayo = — Ay, = — Ay (5) | 
moyennant quoi, elle se réduit à la forme diagonale 


j Coe 8) 
(OS) | 


afro 
Oo 4, 


=a, 


(6) la,|= 
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tandis que la deuxième matrice s écrit ea, 


avec (ges = (7) 


I oO 


. . | I O r de , S 
Il est facile de constater que la matrice | représente l'opérateur 
iO 
| 


identique, qui ne change pas l’opérande, tandis que la matrice (7) 
représente l'opérateur rotation de l'angle HD qui fait tourner un 
2 


vecteur d'un quart de tour, sans changer sa valeur, de sorte que si 
on l’applique deux fois de suite, on a e—— 1, c’est à ce titre que 
l'on peut poser e=\/—1. L'opérateur matriciel peut donc s'écrire 


Ame 
Si on effectue la multiplication tensorielle (2), on a 


b, 
b, 


a, —a, 


= a,b, + a,b, 
a,b, — a,b, 


je|= x 


(8) 


a, a, 
On peut poser a, — Acos@ a,=Asin§@ (avec A°=a+ a;) 8 s'écrit 


cos —sin§ 
sin 4 cos 9 


b, 
b, 


(9) 


On voit que la transformation en question fait tourner le vecteur B 
d’un angle 6 et en multiplie la longueur par A. La longueur du 
vecteur A est son module, tandis que 9, qui représente l'angle que 
fait ce vecteur avec l'axe des x est son argument. 

On peut écrire également 


b,=Bcosg b,=Bsin g 


on verrait alors que l’opérateur matriciel ainsi défini, donne un 
vecteur C dont le module est égal au produit AB des modules, 
tandis que l'argument est égal à la somme 4+ ¢ des arguments. 
Les vecteurs opérateurs et opérandes jouent encore des rôles 
différents. Cette dissymétrie disparaît du fait que l’on peut associer 
au vecteur B la même forme matricielle à deux lignes deux colonnes 
et deux composantes distinctes, et que le produit de ces matrices 
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donne précisément la matrice associée au vecteur C, dans le même 
formalisme. On a en effet 


coh, we ea |b, 1 -~ = 
(10) K “jee ARE "| avec % set 
Cy 1 | a, a, | |b, b, c, = a,b, + ab, 
que l’on peut écrire 
G=e, + ec, = (a, + ea,)(b, + eb,) (11) 


Le polynôme du second membre se développe comme un polynôme 
algébrique, parce que l'addition des matrices est associative. 

Il suffira d'écrire chaque fois e—— 1, ef on retrouve la théorie 
classique des imaginaire. 


Les fonctions analytiques à deux dimensions. 


Cette représentation des nombres complexes par des matrices est 
intéressante dans son application à la théorie des fonctions analy- 
tiques dans l’espace à deux dimensions, par suite de la clarté qu’elle 
apporte sur la question, ef des généralisations qu’elle permet, dans 
l’espace à quatre dimensions. 


Soient 
X,=f a) (12) 
AG AE, 2) 
deux fonctions de x, et x, qui sont supposées représenter les compo- 
santes d’un vecteur X fonction d’un vecteur x. Si on donne à x 


l’accroissement dx de composantes dx, et dx,, il en résulte pour X 
l'accroissement dX, de composantes dX, et dX, et on a 


Visi i 


dX, We dx, dt, dx, 3 
EL. af | la, LE 
dt, OX, 
Dit jax [| (14) 


Si l’on veut que le terme a qui peut étre considéré comme la 


: à : 
dérivée d’un vecteur, soit un vecteur du même type, c'est-à-dire un 
nombre complexe, il faut annuler la composante symétrique, et 
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aligner la diagonale principale, suivant le processus déja utilisé, ce 


qui nous donne Ns 
i mf of vf (05) 


On reconnaît les conditions de Caucuy. 
Ces conditions peuvent s écrire également 


d d 
dx, wx, 


X| [=o (16) 


ù ù , 
gg tag reese 
ou i : x LÉ =o (17) 


d \ 
avec à, — ___ }, ou encore 


dy, 
Vf—=(,+12,) (fi + fr) = 0 (18) 


ce qui équivaut à donner à l'opérateur vectoriel V de composantes 
d,, à,, les propriétés d’un nombre complexe. 
Le but de cet étude est de fournir un modèle sur qui puisse être 


généralisé sans difficulté aux espaces à trois et quatre dimensions 


L'emploi des matrices le permet aisément, il suffit d'augmenter le 
nombre des lignes et des colonnes. 

Chose curieuse, la théorie des vecteurs du plan euclidien ne se 
généralise pas dans l’espace euclidien à trois dimensions. La théorie 
des vecteurs n’est qu'une adaptation bâtarde de la théorie des quater- 
nions, c'est la raison pour laquelle elle est insuffisante. D'ailleurs 
elle nécessite en fait quatre dimensions : trois pour la composante 
vectorielle, et une pour la composante scalaire. C’est pourquoi elle 
définit deux produits : lé produit vectoriel et le produit scalaire, qui 
sont les composantes d'un vecteur d’univers ou d’un quaternion. 
Son grand défaut est d’être une théorie de l’espace à quatre dimen- 
sions et de ne pas l’admettre. C’est donc dans l'espace à quatre 
dimensions que l’on doit replacer la théorie des vecteurs ; et la théorie 
des quaternions fournit alors un fil conducteur très intéressant. 


Vecteurs, Tenseurs et quaternions. 


Nous transposons, en le généralisant, le processus développé au 
paragraphe précédent. 


TONER ie 
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Soit B un vecteur d’univers, de composantes b,b,b,b,. Opérons 
sur ce vecteur la transformation linéaire la plus générale 


| 
le, a,, Ary Ay, ay, b, 
Cy Au y ay, b, / 
ee + (19) 
|Cg as, Ass 33 As, b, 
ley ay; yo ay, ay, b, 


puis décomposons cette matrice en une matrice symétrique et une 
matrice antisymétrique, imposons à la première d’avoir tous ses 
éléments nuls en dehors de la diagonale principale, et alignons 
celle-ci, cela nous donne 


A2 + As; =O a,,+4,,=0 
(20) a,, + Ayo = 0 As + As = 0 
As + a,,=0 Ass + 3 = 0 


mie, 


2 


= dy = dy = Ed (avec +1) 


posons alors 


Ass = — Az, = E,a, Ty, = — Ay = Ed, 
(21) Ass = — Ay3 = Edo Ay, = — Ay = EG, 
dis = — Ay, = Ed, As, = — is = Ed; 


de manière à n avoir plus que quatre coefficients qui peuvent être 
pris parmi les quatre composantes d’un vecteur A. Ceci posé, la 
transformation 19 s'écrit (en prenant par exemple ¢, = «,=e—=-+ 1) 


Cy a, a; —& a b, 
Es} de a, a, a, he b, 

3 2 1 4 3 3 
Cy = Gg gq AS ot, b, 


et nous la définirons comme étant le produit généralisé du vecteur 
d univers B par le vecteur d'univers A. Cette définition contient à la 
fois celle du produit scalaire et celle du produit vectoriel, rencontrés 
dans les applications. En réalité, le vecteur B n'est pas multiplié par 
le vecteur A, mais par la matrice quaternaire, associée au vecteur A, 
et obtenue à l’aide des quatre composantes de ce vecteur, par le 
processus déjà défini. 
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Nous pouvons considérer la matrice de ce dernier comme la somme 
des quatre matrices e,4,, €,4,, e,4,, e,4, avec 


Le O0 o| oO OL OO 
Ola!) oO O 0 ATEN 
(23) ê,= = 
OL 0! Det 0000 
Gato 1| = 0 O oO 
O O — | O| | O I O O 
O O ROM ton HO 
we = | C3 = 
à I O Oo oO O oO O I 
OT 0100 Ds Ci LEO 
et écrire 
(24) a= ea, + e0, +6, + en. 


Nous suivons pour fil conducteur le probléme plan (a deux 
dimensions), et nous associons au vecteur B la matrice quaternaire 


(25) B=e,b, + e,6, + eb, + e,b,. 


Le produit de B par A nous donne la matrice C. Il est remarquable 
que dans ce cas encore, nous obtenions précisément la matrice 
quaternaire associée au vecteur C, soit 


É56)" © C=e,c,-+e,c, + e,¢, +e,c,. 


Les composantes de C s’obtiennent ainsi directement en faisant les 
produits algébriques des expressions (24) et (25), et en remplacant 
les produits des matrices ee, par leurs valeurs. On a la table de 
multiplication 


multiplicande 
e, e, es e, 
er Sim Cs Ca 1 
(27) e, €, —e, —e, e, 
multiplicateur €, —e, CCE ey 
er e, e, e, +e, 


qui est précisément celle qui lie les bases des quaternions d’Hamitton, 
inventés par le général physicien, pour généraliser la théorie des 
nombres complexes. 

En conclusion, à tout quadrivecteur, on peut associer une matrice 
quaternaire, qui n’est autre qu’un quaternion. Cette correspondance 
entre un vecteur et un quaternion n’est pas affectée par la multipli- 
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cation de ces deux êtres par une même matrice quaternaire, c'est-à- 
dire par un quaternion, et le quaternion obtenu dans le second cas 
correspond encore au vecteur obtenu dans le premier cas. Cette 
propriété s'étend aux changements d’axes de coordonnées, à condi- 
tions que, en généralisation de ce qui se passe dans le problème à 
deux dimensions, ce changement d’axes soit obtenu à l’aide d’une 
transformation linéaire dont l'opérateur soit un quaternion. 


S 6. — Fonctions Analytiques de l’espace universel. 
Quand il s’agit de définir les fonctions analytiques de la variable 
hyper-complexe quaternionienne, les deux définitions fournies à 
propos du problème à deux dimensions, se généralisent dans des 
voies différentes : 
df: 


On peut former le tenseur dérivée D — =e 
Tr 


précédent, pour ne lui conserver que quatre composantes, ce qui 
implique l'annulation de la composante symétrique d'une part, et 
l'alignement de la diagonale principale d’autre part, soit : 


(28) ps tai 


suivre le mécanisme 


ox, dx, dr, dr, ox, ai ox, 
(29) of p; Vnsôls = of d’autre part. 
OG, dd, . 0%, 0c, 


On obtient ainsi les équations définissant la fonction analytique 
« de première espèce » dans l’espace à quatre dimensions. 
On peut aussi annuler l'expression 


) ù ù ù 
on, de de 
DA a dune 2° hall 
Ne ow, ox, dr, ox, Je _ 
| (30) . : =e Fe X 3 (9 
Ow, ae dw, ox, OX, Si 
d ) 0 Os 
Ton, dm ty, 


[e. f. comptes Rendus de l'Ac. 


formule (4)]. 


des Sciences, 1° mai 1939, page 1391, 
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ou, ce qui revient au même, l'expression 
ù, Be nf — fs Ti 
— 0; d, X — fs We fi VF 
O67 0 à, 9; Ja = Ji fs 
à, d, d, ù, Fi 7 — f; — f; ds 


ou encore l'expression 


(32) (€,0, oo Edo ta eds D eù,) ( if; ay eats + RE ss é, fi) waged 


(31) 


ou plus simplement 


Vio (33) 
FT étant l'opérateur vectoriel ou quaternien, de composantes 
= f étant le quaternion de composantes f,. 
Si l'on pose f,—A,+iB,, pour k=1, 2, 3 et 
f,=U+iv, 


si on revient en outre au temps en posant æ,—ict, et si enfin on 
adopte les notations vectorielles classiques, on voit que les équations 
30 à 33 prennent la forme 


LR on dig Bele RS 
. ce ot c Ot 
(38) vA U 

I 0 eds ae =< fro 

a tB= V 7 ds da 

: ae! grad div B+ EY oO 


- Ces équations représentent la propagation d’une onde vectorielle 
comportant une composante transversale et une composante longi- 
tudinale, elles comprennent comme cas particulier : 

D'une part les ondes irrotationnelles, et longitudinales, qui sont 
des ondes de gradient, ayant pour équations 


À I oB 
AT = pred V gu De 
35 ra 36 
CERTES Er evap (GG) ae rea BU 
CO COL 
rot A—0o rot B=o 


(les ondes 35 et 36 étant indépendantes et représentant deux solu- 
tions du même système). 


ea 
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D autre part, les ondes sans divergence, et ¢ransversales, qui sont 
des ondes de rotations. ayant pour équations 


LE 8 Te | ivA= 
s ~~ ro div A=o 
1 0A 5 = or 
> cay ——rotB div B O 


et qui ne sont autre que les équations de Maxwell, auxquelles 
obéissent les champs électromagnétiques. 

Les équations 34 et à fortiori les équations 35, 36 et 37, sont à 
l'équation de d'Alembert. 

es PC DSC Te Oe 


Of. dE, Den te 


3 


ce que les conditions de Cauchy (15) sont à l'équation de Laplace 
4 ee fF 


dans l'espace à deux dimensions. 


En conclusion: les champs électro-magnétiques sont des fonctions 
analytiques de seconde espèce de l'espace à qualre dimensions. 


Quaternion complexe, double conjugaison. 
Soit Q=e,A,+e,A,+e,A,+e,A, un quaternion. Nous appelons 
avec Hamilton quaternion conjugué, le quaternion 
PS =e AE AT eA, +e,A, 


et dont la matrice est la transposée de celle de Q, soit Q*=Q’. 
Nous avons la relation bien connue 


QQ*= YA; qui donne un scalaire. 
1 


Lorsque les composantes A, sont des nombres complexes à deux 
dimensions de la forme 
Ay= + ty 
il existe de ce fait une autre conjugaison qui opére cette fois sur la 
base i on a 


Sea e AY + e,At + e,AŸ 


RESTES 
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On peut associer ces deux conjugaisons, ce qui donne le quater- _ 
nion doublement conjugué 4 


- 
Q** ——e,A* e,Ax —e,A* +e,A¥. 


7 
Le produit d’un quaternion par le quaternion doublement conju- 
gué et par i, soit J 
iQ**0 =C =e,C, +,C,+ eC, +¢,C, 3 
donne un quaternion dont les trois composantes d’espace sont 
réelles (puisqu égales 4 leurs conjugées), on a : | 


C, =i[(A#A, — AXA,)-+(AXA, — AfA,)] 

2 C, es i (Ax A, + AA.) + (ASA, _— A*A,)| 

— ~-C, =i[(AA,— AFA,)-+ (ASA, —AXA 
C,=iC, =i(A¥A, + AFA, + ASA, + AFA,) 


: 


a 
" Le vecteur associé à ce quaternion se rencontrera au chapitre 1, 
fonction 49 et au § g du chapitre 1v, formule 13, dans la représen- 
tation du vecteur courant d’énergie, en mécanique ondulatoire. © 


43% { (aa 


= ~ / “J 
: * 


Fi - MTD à) OR | c 


a À 9 oo 
1 0377 > DONS: ] 
i ’ 


oo sidwoh .azelgures soiree 


. 


Vi2AGIORES stil aturngy! ss j (Luz À AE dure O ian 
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CHAPITRE PREMIER 


DEUXIÈME PARTIE 


LES COUPLES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


Cette étude a été entreprise pour permettre d'interpréter, par corres- 
pondance entre les formes issues de la théorie classique du champ 
électromagnétique et celles que l’on obtient à partir de la conception de 
l’onde associée au corpuscule, les tenseurs d’interaction qui apparaissent 
dans l’équation des ondes associées aux corpuscules chargés, en présence 
du champ électro-magnétique. L'auteur montre que les champs et les 
polarisations sont des grandeurs de même nature, et produisent les mêmes 
effets, comme le champ gravifique et l'accélération dans la Relativité 
Généralisée. Il existerait aussi une interaction potentiel-courant et une 
interaction potentiel-champ, qui expliqueraient simplement les couples 
de radiation, dont la réalité paraît aujourd’hui établie. Une étude parallèle 
au raisonnement classique qui conduit au Tenseur de Maxwell, a permis 
de former un vecteur densité de moment cinétique, manifestation macros- 
copique du Spin et un tenseur de couples superficiels, tout à fait 
analogue au vecteur densité d’impulsion, et au tenseur densité de tension 
superficielle. Comme pour leurs homologues classiques, ce vecteur et ce 
tenseur s’intègrent dans un Tenseur d’Univers. 


§ 7. — Le tenseur d’interaction champ-polarisation. 


Lorsqu'une substance aimantée, dont l'intensité d’aimantation est 


= re = 
_ représentée par le vecteur J, est placée dans un champ magnétique H, 
chaque élément de volume dz de cette substance est soumis au 


couple 


(ho) dG =I À H de 
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il possède en outre l'énergie 
(41) dé = — 5. H dr. 


Ces deux formules appartiennent à l'espace à trois dimensions. 
Si les idées exprimées au $ 4 sont exactes, des deux formules doivent 
A hd bs , 
être contenues dans une forme plus large, appartenant à l'Espace 


Universel. On serait tenté d'intégrer Il et J dans des formules tenso- 
rielles du type 3 rencontrées au § 2, et d'ajouter dans les cases vides 
de ces tenseurs les termes électriques correspondants, mais le résul- 
tat des essais effectués dans cette voie paraît dépourvu de sens. Par 
contre, on s'aperçoit aisément que les formules (40) et (41) s’in- 
tègrent dans la formule tensorielle unique 


& C3 —Cy Cy | (e) H, ee H, H, oO Js — Jy Jy 

(42) | eh & c, ogre —H, o HAN —J; 0 J, Jy i 
Cf — 6 € HIT UE CE Ja —J Oo ds 
Lg a pus 20e hy UE SR EU fr POI HYERES 

qui représente le produit de deux quaternions. Le quaternion C 


représente alors le fenseur couple-énergie. 
Le cas de la substance polarisée électriquement se traite d'une 
an . . TT . . = , . 
manière identique. Si IT est la polarisation, E le champ électrique, 
le couple et l'énergie sont donnés par le tenseur-quaternion 


& Gy = Cy Cy Oo EK, —E, E, 0 Il, —TIl, I, 

= Cn G CRUE EE oO EK, E — I] o | Pee 

3 Ca 1 Cie 3 1 2 3 1 2 
(4 ) Car Cy 00 Cg KE, —E, o E, x 17 SUR o AIT 
— © —Co —C3 & —E, —E, —E, o — II, — I, — IX, o 


Lorsque la substance possède à la fois une polarisation électrique 
et une, polarisation magnétique (aimantation), qu’elle est en outre 
soumise à un champ qui possède à la fois une composante élec- 
trique E et une composante magnétique H, on aura 


& Co —ly à 0 Lio LIT; 

al & fo Pty —%, o Ge Bs 

Ca a She, cae g, OAs 

— © —t, —c & —£, —Æ, —&, o 
Eé COUR, LORD HUE) | 000 in, UE) EN 
—(H, —ik;) 0 H,—iE, H,—ik, J, +ill, 0 J+, 9, Hit, d 
H,—iE, H, —ik, 0 H,—iE, Joills —(J,+ill,) 0 Jill] 


—(H, —iE,) —(H, —iE,) —(H,—iE,) 


Le 


OA) OT) Ci) lo 
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* 

Soit 5 — Yo avec 5—J+ ill, L—H HSE, c=c+ if tenseurs qua- 
ternion, et c,=6. 

Le premier tenseur du premier membre (réel) est le tenseur 
couple-énergie, des formules (42) et (43). Le second (imaginaire), 
sera interprété au $ g comme pouvant représenter un flux d'énergie 
rayonnante et d'impulsion, — les notions de polarisation électrique 
et magnétique ayant été préalablement élargies, — suivant les 
conceptions développées au § 8. Le tenseur complexe 44 sera appelé 
« Tenseur d'interaction Champ-Polarisation ». 


S 8. — Les champs et les polarisations. 


Le champ magnétique a les dimensions d’une aimantation. Si on 
multiplie l’aimantation par 4x, on obtient un vecteur qui se compose 
avec le champ magnétique (lequel produit l’aimantation) pour 
donner le vecteur induction, lequel se comporte comme un champ 


A > > 

magnétique. Il en résulte que le vecteur H = Ari a toutes les pro- 
priétés d’un champ magnétique, et en particulier celle d’engendrer 
une force électro-motrice par variation de son flux a travers un 


circuit. Il doit en étre de méme du vecteur aimantation J qui n'en 
diffère que par le coefficient 4x. Par suite du choix de ce coefficient, 
laimantation considérée comme champ magnétique s'exprime en 
Gauss. a oS 

Inversement, le vecteur J’ — — (qui s'exprime en unités d’ai- 


> 


nite Light “aes +. 
mantation) et le vecteur []’=— ie (qui s'exprime en unités de po- 


larisation électrique). doivent avoir les propriétés de ces vecteurs et 
se composer respectivement avec l’aimantation et la polarisation, dans 
le calcul des couples. 

Pour s’en assurer, il suffit de calculer l’énergie mutuelle de deux 
solénoïdes, ou plus généralement, de deux systèmes de courant que 
nous appellerons S, et S,, en considérant le champ magnétique de 
l'un d’eux comme un milieu aimanté avec une intensité égale au 


À ( % — I] me L 
produit du champ par le coefficient ir” aS étant soumis au 


champ magnétique du second. a 
Si H, est le champ magnétique associé au système S,, H, le champ 
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magnétique associé au système S,, l'élément de volume dz peut 
être considéré : TT 
Soit comme possédant l’aimantation J, = > et soumis à l'action 


IT > 


‘ et sou- 


— : , ry RL aa 
du champ H,, soit comme possédant Vaimantation J, = 
ce IT 
mis à l’action du champ H,. 
Dans les deux cas, l'énergie d'interaction a pour expression 


(45) dW == H Hyde. 


On en déduira l'énergie d'interaction des deux systèmes, par une 
intégration à tout l’espace, les forces et les couples sont alors déterminés. 


> > 
Le calcul classique consiste à composer les deux champs H, et H, 


pour avoir le champ résultant H, + H,. L’énergie localisée vaut alors 


aw — Ht) i= (Hi, +H) dt = (+ PE Bd. 


™ 8x 8x 8x hn, 


En intégrant à tout l’espace, le premier terme du dernier membre 
donne l'énergie localisée appartenant au système S,. Le deuxième 
donne l'énergie du système S,. Le troisième terme, qui varie avec 
les positions mutuelles des deux systèmes, représente l'énergie 
mutuelle due à l'interaction de S, et de S,. C'est précisément celle 
que nous venons de calculer (*). 

Le cas de l'interaction électrostatique de deux systèmes électrisés 


S, et S,, produisant l’un et l’autre des champs électriques E, et E, 


auxquels sont associées les polarisations ae et jae se traite de la 
méme facon. 

En conclusion, nous postulons, comme un principe fondamen- 
tal de I’électro-magnétisme, que le champ électrique et la polarisation 
électrique d'une part, le champ magnétique et la polarisation magné- 
lique ou aimantation d’autre part, ont la méme nature physique et 
produisent les mêmes effets, tout comme le champ gravifique et 
l'accélération selon la relativité généralisée. 


(*) I est également possible de faire jouer aux champs composants H, des rôle symé- 
triques en leur associant les polarisations — H;/8x et en taisant réagir chaque champ sur 
les polarisations associées aux autres champs. La réaction de chaque champ composant sur 


la polarisation qui lui est associée, donnerait les termes classiques H?/8x de l'énergie 
localisée. 


LT 
til ei 
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Courant de déplacement, équation de Maxwell-Ampère. 


> 
Si j est le vecteur courant, le théorème d Ampère peut prendre 
la forme différentielle 


rot H = Azj. 
Or un courant électrique peut étre produit : 
Soit par l'existence dans un milieu conducteur, d’un champ élec- 


trique ne dérivant pas d'un potentiel (courant-fermé). 


Soit par une variation dans la répartition des charges électriques, 


, x . . . s a 5 = s > . 
c'est-à-dire par la variation d'une polarisation électique I] (courant 
ouvert). On peut alors écrire 


3 > 
(46) J=——u. 6e. s.=— — —u.e. m. 


(C'est ce qui se passe lorsque les armatures d’un condensateur 
plan se déchargent à travers un diélectrique dont l'isolement est 
imparfait.) 

Si le champ magnétique et la polarisation ont réellement la même 
nature, il correspond au champ électrique E la polarisation 


Il — — É/Ar et le vecteur courant 
> I dÉ = I dE 
= "es. ou ne ll Cu: 
hr dt hae dt 


dans lequel on reconnait le courant dit « de déplacement » (*) et le 
théorème d'Ampère s écrit sous la forme généralisée 


qui n'est autre que l’une des deux équations de Maxwell. 


 (#) Ce mot de « courant de déplacement » correspond au modèle mécanique de 
Maxwell aujourd’hui périmé, il représentait un déplacement d’éther. Cette expression 
prête aujourd’hui à confusion et devrait être abandonnée. Il serait plus rationnel de réser- 
> 
ver le nom de courant tout court au vecteur — 2 et de préciser qu'il y a « courant de 
déplacement » lorsqu'il y a effectivement déplacement de quelque chose, c’est-à-dire d’élec- 
tricité. Cela reviendrait à intervertir les notations, mais ces nouvelles notations seraient 
beaucoup plus claires et ne préterait pas à confusion. 


31 
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L’équation ci-dessus peut d’ailleurs s’écrire 


(49) j= os 


formule qui explique qu’une aimantation puisse venir ajouter ses 
effets à ceux du courant électrique véritable, pour la formation du 
potentiel-vecteur électrique (°). 


S$ 9. — Le tenseur d’énergie radiante. 


Le champ, considéré en tant que champ électrique ou magné- 
tique, peut-il réagir sur lui-méme, considéré cette fois comme 
polarisation électrique ou magnétique ? Pour répondre à cette ques- 
tion, il suffit de considérer l'expression (44), et d'admettre que le 


vecteur 5+ il représente la polarisation complexe ne + À) 
T 


5 pig coe aes ELLE 
associée au champ complexe ) = H+ iE. On obtient ainsi le tenseur- 
quaternion 


Ci-iRj-[H 


= —+|H-iE|x|H + EH iExH+iE| 
An Ar 
soit avec les notations de la fin du § 5 


8) ratory 
R a pour composantes (39, § 5) 


Rig eT ens 
R= gs Ui.— Hibs) =F (ELH, — BH) 
R= go (Hits = (AU) a PAUL aE E,H,) 
R= (VU thet diy.) soit $= LS (B+ Hy 


& représentant la densité d'énergie électromagnétique. 


(is) 


Soit R le vecteur de composantes R,R,R,, il a les dimensions d’un 


| 
() Voir une Here de la théorie de Dirac, dans « L’électron Magnétique » théorie 
de Dirac, p. 173, L. de Broglie, Hermann, 1934. | 


fl 
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courant d’impulsion, tandis que le vecteur cR qui n'est autre que le 
Vecteur de Poynting, représente le courant d'énergie radiante. Le vec- 
teur couple, qui représente la partie réelle des trois premières 
composantes du quaternion C —ikR, est nul, parce que le champ et 
la polarisation ont même direction. 

Le tenseur quaternion R représente donc le tenseur d'énergie radiante. 


S$ 10. — La densité et la polarisation. 


Il est bien connu que la densité cubique de charge magnétique p 


est égale à la divergence de l’aimantation. Au champ magnétique H 
correspond également, d’après le théorème de Poisson, la densité 


gti ETES 27, : H > ou 
magnétique o = — — div H soit o — div | — — |, ce qui est tout à fait 
8 q \ ht i Ar q 


= 


normal, puisque — a représente — selon nous — une aimantation. 
AT 


Le même raisonnement s'applique à la polarisation électrique et, au 
champ électrique, de sorte que la densité d'électricité peut être défi- 
nie comme étant représentée par la divergence de la polarisation 
électrique. 

Dans ces conditions, la question de la réalité ou de la non réalité 
des charges magnétiques nous paraît vide de sens. Ces dernières 
sont tout aussi réelles que les charges électriques, si l’on a convenu 
de définir les unes et les autres par les formules 


(50) pe=divI p,=divd (51) 


En conclusion des raisonnements développés aux §§ 8, 9, 10, 
l'identité de nature physique entre les champs et les polarisations, 
apporte de l'ordre et de l’unité dans le formalisme qui constitue 


l’armature de la théorie électromagnétique. 


§ 11. — Le tenseur d’interaction potentiel-courant. 


Considérons un courant électrique réparti dans l’espace, et soumis 
La la 2 . 
à l’action d’un champ électromagnélique dérivant d'un potentiel 


Tie . + # Fr . 
scalaire U et d’un potentiel vecteur A. Soil p la densité élecirique | 
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en chaque point de l’espace et 7 le vecteur courant. L'énergie de ce 


système se compose : 
1° De l'énergie potentielle localisée avec la densité 


(52) dé, = eUdr. 


2° De l'énergie cinétique du courant, dont l'expression s’obtient 
immédiatement par symétrie relativiste. En effet, si A, sont les 
composantes du potentiel vecteur, j, celles du vecteur courant, on 
a A,=iU. On a d'autre part j,—1p, et (51) s écrit 


(53) dé,=— A,j,dt. 


Cette expression ne saurait exister seule et se complète nécessaire- 
ment d'une expression du type 


(54) dé, = — AJ, 
de sorte qu'il correspond au potentiel vecteur la densité d'énergie 
(55) TES M7 


La formule (55) ci-dessus, est susceptible d'applications intéres- 


Jo J4 
ds5 
> ds, 
ds, 
GS Aa 
Fig. 2. 


santes. Si J, est le courant total à travers un circuit fermé C,, c’est 


; > 
aussi le flux du vecteur j dans le tube de forces représenté par le 
conducteur G,, (fig. 2) de sorte que l'énergie par élément de lon- 


D a . L ri 
gueur ds, soumis à l’action d’un potentiel vecteur À, vaut 


dé =—J,A,ds. 


maa 
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— 
Si À, est produit par un circuit inducteur C,, parcouru par le 
courant J,, on a en chaque point P de l'espace 


A, = — if J.ds, 
Ce £ 


r étant la distance de l'élément ds au point P. 
L'énergie mutuelle des deux circuits vaut alors 


(56) =, | Fate, 


G 


On retrouve ainsi une formule bien connue (°), par une voie 
essentiellement relativiste. 

Est-il possible d’aller plus loin dans cette voie? Nous allons voir 
que oui. En effet, l'énergie mutuelle d’un courant et d’un potentiel 
vecteur étant donnée par la formule 


(57) dé =— SA J,dr 


les forces et les couples électromagnétiques doivent pouvoir s’expri- 
mer aussi à l’aide des courants. Comme d'autre part, la formule (56) 
a la même forme que les formules (41) et (43) relatives à l'énergie 
répartie, due à l'interaction champ magnétique-aimantation, ou champ 
électrique-polarisation, les dérivations suivant les différents degrés 
de liberté doivent faire apparaître des forces et des couples de même 
forme, et l’on doit également associer au système courant-potentiel, 
un tenseur quaternion « couple-énergie », qui s’écrira 


(58) 
& 


C, —CG, C,] partie | iU A, —A, A, ip J, —Jy J, 
Peal Gs 8 Gr GalTelede|—a, À ANS ip D He 
Mig GS Cu A, —A, iU A; J, —J, ip Js 
—C, —CG, —G & —A,—A, —A, Ur |—J, —J, —J; ip 
avec 


aC ETAT TA dise 
(59) dC,—J,A,—J,A, soit  dG—J\Ad 
dC, —J,A, — JA, 
(60) dC,=d8=(—A,J, —A,J,—A,J, + eU) dr. 
Le couple donné par les formules (5g) ne parait pas avoir été 
prévu ni observé. Est-il une simple vue de l’esprit, ou constitue-t-il 


(®) V. p. exemple Bruhat, Traité d’électricité, p. 197. 
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un effet inconnu de l’électromagnétisme ? Il est intéressant d’apphi- 
quer la formule en question à un problème simple tel que celui des 
couples de radiation. On sait que les ondes élastiques à polarisation 
circulaires transportent non seulement une densité de quantité de 
mouvement, mais encore une densité de moment cinétique. La 
quantité de mouvement peut être cédée à des obstacles qui absorbent 
l'onde ou qui la renvoient en sens inverse et fait apparaître en 
échange une pression de radiation. Le moment cinétique de l’onde 
peut aussi être cédé à des obstacles qui détruisent l'onde, ou à des 
analyseurs qui en détruisent la rotation ou la font tourner en sens 
inverse. Ces dispositifs reçoivent en échange une densité superfi- 
cielle de couple que l’on appelle le couple de radiation. 

_ Dans la théorie électromagnétique, le champ électrique d'onde le 
frappant un obstacle absorbant ou réfléchissant. produit un courant 
qui réagit sur le champ magnétique pour donner naissance à la 
pression de radiation. Par contre le couple de radiation dont l'exis- 
tence paraît maintenant acquise, demeurait inexplicable, parce qu'un 
élément de courant ne pouvait être soumis qu’à une force mais pas 
à un couple. 

Nous verrons au § 13 que la formule (59) paraît combler cette 
lacune, donne la valeur correcte du couple de radiation et prévoit 
l'existence d'une densité de moment cinétique dont elle fournit en 
outre l’expression. 


§ 12. — Les équations générales de l’électromagnétisme. 


L'identité de nature qui existe — selon nous — entre le champ 
électrique et la polarisation d’une part, entre le courant électrique 
et la dérivée par rapport au temps d'une polarisation, d'autre part, 
nous a permis de compléter le théorème d'Ampère, et d'obtenir 
l'équation de Maxwell, celle qui lui correspond. 

Inversement, l’autre équation de Maxwell, celle qui correspond 
au phénomène de l’induction, ne doit-elle pas être complétée par 
un terme représentant un courant de magnétisme ? Oui, serons-nous 


: ” 1 0H 
tenté de répondre, car le vecteur ie at représente un courant de 
T 


magnétisme, et il est tout aussi indiqué de le compléter par un vec- 


teur courant magnétique, que de compléter le vecteur = par un 
AT 


i 
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vecteur courant électrique. Les théoriciens ne sont pas de cet avis, 
car selon eux, le courant magnétique n’a pas d'existence réelle et 
il ne semble pas que l'on ait réussi a en produire. Nous répondons 
à cette objection en construisant une machine qui reproduit dans le 
domaine du magnétisme, l'expérience que Rowzanp avait réalisée 
dans celui de l'électricité, et dont le fonctionnement constitue une 
vérification du théorème 


(62) rot Ë — nny 


qui est une conséquence de notre théorie et une transposition du 
théoréme d’Ampére. 


Pour cela. faisons tourner un disque aimanté à sa périphérie, 


— ~ 
= —— 
a Some 


our 
é Cr Zee 


| Machine dont le 
fonctionnement 
si Jest inexplicable 
par les equalions 
/de MAXWELL - 
$2 7 LORENTZ parce 


que celles-ci don 
EE RS anercient rorE-. 0, 


~~ ee —~d'ou une fem. nulle 


Fig. 3. 


l’aimantation étant dirigée radialement. Rejetons le deuxième pôle 
sur l'axe, constitué par une substance ferro-magnétique. Selon le 
théorème que nous prétendons vérifier, expérimentalement, un 
circuit conducteur qui boucle le courant magnétique, est soumis à 
une force électromotrice égale au produit par 4x du courant de 
charges magnétiques qui le traverse (fig. 3). 

Dans le cadre de la théorie classique de Maxwell-Lorentz, le fonction- 
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nement de cette machine reste inexplicable, puisque le flux à travers le 
circuit est constant, et que de ce fait, aucune force électromotrice ne 
devrait être observée. On pourrait toutefois décomposer les phéno- 
mènes en actions élémentaires produites par les courants ouverts 
qui composent ce courant fermé et permanent, on observerait pour 
chaque élément de magnétisme en mouvement, des variations de 
flux et des forces électromotrices élémentaires, que l’on pourrait 
composer, mais on aboutirait à un paradoxe, car d'une part, les 
f. é. m. ajoutent leurs effets, tandis que les variations de flux se 
compensent pour aboutir à un flux constant. On n'aurait donc plus 
le droit de composer des champs élémentaires, ceux-ci devant garder 
leur individualité afin de conserver leurs fluctuations dont l'effet doit 
rester observable. D'ailleurs, si ce raisonnement qui nous paraît 
assez troublant, était jugé satisfaisant, il n’y aurait pas de raison 
pour ne pas l’employer également en électricité, et le théorème 
d'Ampère sur le courant électrique n'aurait pas plus sa raison d'être 
que le théorème qui lui correspond, relativement au courant magné- 
tique, dont la réalité physique nous paraît certaine. 


Les potentiels magnétiques. 


Prenons la contre-partie du point de vue classique, et supposons 
que nous nous placions dans des conditions telles que nous n’ayons 
aucune charge ni aucun courant électrique, mais seulement des 


charges et des courants de magnétisme. Les équations de Maxwell 
prennent la forme 


1 aro div E=o 
(63) a 
I = rn AT 
— 5 — At in=— rot div H = Axp,. 


La transposition des raisonnements classiques permet de faire 


dériver ces deux champs d'un potentiel vecteur magnétique A,, et 
d'un potentiel scalaire magnétique U,, au moyen des formules 


E = Trot A 
(64) H =. grad U,, 1 dm 
Gs 06 


A, et U,, vérifiant la relation 


iy det 
65 8 OMe 9 oh 
(65) PP te ceeds Mt 
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Dans le cas purement électrique, nous avions le courant élec- 


trique J,, le potentiel scalaire A,,, le potentiel scalaire U, et les rela- 
tions de Maxwell-Lorentz 


> 


I dH = “ — 
Bass rot E Div H — 0 Groupe 
(66) > de 
1 dE > By M ell 
rl 4ty.— rot H Div E= Aro, PERTE 
Las grad U, — ke oA. 
COL 
(67) bee rot A, Groupe de Lorentz. 
1 DU, , 
ine Dot div A. — O 


Dans le cas général, qui présente un grand intérêt théorique, 
comme nous le verrons par la suite, et qui est la superposition de 
ces deux cas particuliers extrêmes, quelles sont les équations 
générales ? 

Ces équations inconnues admettent nécessairement comme solu- 
tions particulières d’une part celles des équations (63) à (65), d’autre 
part celles des équations (66) et (67). Ces conditions sont vérifiées 
par les équations 


(68) 128 id, = rot Div E= Ano, (70) - 
(69) Lit aa en Div H= Ano, (71) 
(72) Ba = grue ir 

(73) f= ~gadu, +L ro, 

(74) Le + div A =0 

(75) ete tive =o. 
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Ces équations peuvent prendre la symétrie relativiste en posant 
: d FD DST UE het 
æict, DT Spee ae SES) #08 
ox; C2108 


J, (J,+i),), avec (de), = 1D es Font Pr a =— Pm + le, 


: : aad à 
ox =—(A,+iA,), (A) 22103 (AS Re Us 4 7x (Un + it); 
on obtient alors le système 


(76) db, — IY, +h, — d,9, = Ard, 
db, — th, + 2,4, — 3), = Ard, 
dss — she + 2, — 24), = Ad, 

(79) d,4, + 2,4 ot ds + 0,4, = AT, 

(80) de, +20, + gs — dm, =Y; 
dyPa + VD, + 9193 — 939; = Yo 
9,03 +939, + 02.9, — 9492 = vs 

(83) 3,9, +2.9,+2,9, — 0,9, = — 1, 


Nous considérons pour le moment, les équations (68) à (75) ou 
(76) à (83), comme représentant les équations générales de l’élec- 
tro-magnétisme microscopique, équations qui peuvent donner 
naissance à deux systèmes plus simples : 

L'un s'appliquant à un monde dans lequel le magnétisme n’exis- 
terait pas à l'état pur, mais qui comporterait des courants et des 
charges électriques et qui correspondrait au monde physique micro- 
scopique, tel qu'on se l’imaginait avant la découverte des moments 
magnétiques des corpuscules. 

L'autre qui concerne des systèmes dans lesquels on a mis en jeu des 
courants de magnétisme, tandis que la présence de charges et de 
courants électriques a été soigneusement évitée. Les phénomènes 
qui correspondent ainsi à ces cas extrêmes, que nous qualifions de 
« purement électriques » ou de « purement électriques » font appel 

aux tenseurs habituels de la théorie électro-magnétique, sous sa 
_ forme relativiste, tandis que les phénomènes mixtes, mettent en 
œuvre des tenseurs, sommes de deux tenseurs complémentaires, et 
qui constituent de ce fait des quaternions à termes complexes. 

Puisque le Potentiel Vecteur participe aux interactions méca- | 
nique, il n’est pas seulement un potentiel, mais un champ, il doit 
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donc être déterminé. Pour satisfaire à cette condition, nous admettrons 
que le Potentiel Vecteur a ses quatre composantes nulles à l'infini. 
L'onde plane pouvant être considérée comme obtenue à partir d'une 
onde sphérique dont le rayon augmente indéfiniment, nous déter- 
minerons les potentiels dans l'onde plane, en prenant la limite vers 
laquelle tendent les potentiels associés à l'onde sphérique, lorsqu'une 
portion de celle-ci tend à devenir une portion d’onde plane. 

Si l'on veut se rendre compte à quel point le théorème d'Ampère 
et le théorème complémentaire que nous proposons, dans la transpo- 
sition magnétique qui lui correspond, sont dépendants l’un de 
l'autre, il suffit de considérer que notre roue nous permet de vérifier 
expérimentalement les deux théorèmes. 

Si nous lançons du courant électrique dans le circuit, nous faisons 
apparaître une force magnéto-motrice donnée par le théoréme d’Am- 
père, et la roue se met à tourner en fournissant par tour un travail 
égal au produit de cette force magnéto-motrice par la charge magné- 
tique de la roue. Si nous coupons le courant en laissant tourner la 
roue par suite de son énergie cinétique emmagasinée, le courant de 
magnétisme qui continue à se maintenir, fait apparaître le long du 
circuit électrique qui boucle ce courant, une force électromotrice 
qui, comme nous l'avons vu, est égale au produit par 4x du courant 
de magnétisme, représenté par la roue en mouvement. On a ainsi 
l'image de deux courants fermés qui se bouclent réciproquement : 
un courant d'électricité et un courant de magnétisme. 

Ainsi, inutiles à l'ingénieur, les potentiels magnétiques sont inté- 
ressants pour le théoricien, car 1ls permettent de combler une lacune 
de la théorie électro-magnétique, et donnent des équations qui four- 
niront une correspondance utile avec celles que nous obtiendrons 
plus loin à l’aide de la théorie des corpuscules. 


§ 13. — Pression et couple de radiation 
dans la conception ondulatoire. 


Nous allons d’abord étudier la réflexion d’une onde électro- 
magnétique plane, à polarisation rectiligne, sur un miroir plan 
puis, nous traitons le cas d'une onde à polarisation elliptique, se 
réfléchissant sur un réseau plan formé d'éléments conducteurs, 
enfin, nous superposons ces deux dispositifs, pour obtenir un 
miroir inversant le sens de la polarisation. - 
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Nous obtenons simultanément la pression de radiation et le 
couple de radiation. 

a) Miroir plan. 

Considérons le trièdre trirectangle Oxyz. Plaçons dans le plan yOz 


une plaque d’un métal bon conducteur d’électricité (argent, cuivre, 
aluminium), et faisons tomber sur elle une onde électromagnétique 


L'onde 84 
Fig. 4. 
plane, perpendiculaire à l’axe des x (c’est-à-dire parallélle au plan 


du miroir) et venant de la direction des x positifs (fig. 3). 
Soit 


Leo H, = acoso (t+ =) E,=o 
c 
Bros Ha cou (t+ À) 
Age 0 Aa sinu( +?) À,;=0 U=o 
c c 


l'équation de cette onde, qui est une solution des équations de 
Maxwell-Lorentz (66), (67), répondant aux conditions requises. 

Le champ électrique de cette onde mettra les électrons en 
mouvement dans le miroir et produira ainsi un courant parallèle au 
champ électrique, dont la densité aura pour expression 


(85) J,=0 J,=Jcoswt V0 
Nous supposons que le courant est en phase avec le champ électrique, 


parce que le miroir est un système apériodique. Nous verrons 
d'ailleurs que le courant (85) a bien la phase qui convient. 
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Ceci posé, nous allons d'abord étudier isolément le rayonnement 
produit par le courant (85) circulant dans la plaque. 

Chaque élément de surface ds = dy dz de la plaque est donc assi- 
milable au courant électrique élémentaire de composantes 


(87) cf 0 Fe — J, dy dz ap = 


qui se comporte comme un doublet théorique et émet une onde 
sphérique. L'enveloppe de toutes ces ondes sphériques est une onde 
plane. 

C’est donc l’onde 


T ~ 
E,=0o By =—a' cos (t+ ) E,=0o 

(88) 2 

x 
HR =0 EE, =0 H, = «cos (+ a 

c 
que nous devons essayer et qui se propage en sens inverse de notre 
onde incidente, c’est-à-dire vers les x positifs. 

Nous devons avoir une autre onde, symétrique de la première par 

rapport à la première, et qui représente le rayonnement de la plaque 
sur l’autre face. Cette onde s’écrira donc 


2 


vied 1 B,=—d coso(t+ = ) =o 
(89) : F 
zor yp Hypo H.=acoso (t+ ) 
Nous avons choisi la phase de manière à n’introduire aucune 
discontinuité de part et d’autre de la plaque pour le champ électrique, 
du fait que le courant de densité magnétique est nul. Nous avons 
donc réservé la discontinuité au champ magnétique, et la valeur du 
courant qui circule dans la plaque se trouve alors déterminé par le 
théorème d'Ampère. Pour ne pas compliquer le problème dans une 
voie qui nous éloignerait du but que nous poursuivons, nous 
supposons que la plaque est infiniment conductrice, et que de ce 
fait, le champ électrique est nul à l'intérieur de la plaque et de 
chaque cété de celle-ci, à son voisinage immédiat, lorsque l'on tient 
compte du champ de l'onde incidente qui apporte l'énergie nécessaire 
à la radiation secondaire de la plaque. La superposition des solutions 
(84), (88), (89), montre que l'on doit avoir a’=a. De plus, le 
théorème d'Ampère appliqué à un rectangle allongé dont les petits 


_ côtés traversent la plaque et dont les grands côtés de longueur / sont 


Den 
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parallèles à celle-ci, infiniment voisins de la surface, d'un côté 
comme de l'autre, et perpendiculaire au courant (fig. 5), nous 
donne la relation 2»H/= 4rJ/, soit 


(90) a = antdl. 
Dans ces conditions, la radiation secondaire émise par le courant 
en arrière du miroir, interfère avec l’onde incidente qui traverse le 


miroir pour la détruire totalement et c'est par ce mécanisme que le 
miroir forme écran et ne laisse passer aucune énergie. L'énergie de 


champ magnétique 


champ Le trique 
ZIZLLLLL LLNLLLLLITTLTITLIIZLZAZIIITZ7IZIZTZ 
DERNIERE PAT E 7 LA "2 


Fig. 5. 


l’onde incidente est donc renvoyée intégralement dans la direction 
de laquelle elle vient. 

Le calcul des réactions du champ magnétique de l'onde incidente 
sur le courant est très simple. Chaque élément de surface ds du 
miroir est le siège du courant Jds, il est soumis à la force de LarLace 


(91) dF —J ds \H =» La ME AP one 
An Cc 


= H pace tr 
parce que J a pour mesure —; pour direction E, et que E=H. 
aT 


On retrouve ainsi la pression de radiation de la théorie classique. 
Il n’y a pas de couple de radiation parce que le potentiel vecteur 
est paralléle au courant. 


b) Miroir analyseur-polariseur. 

Nous constituons notre miroir à l’aide de lames métalliques juxta- 
posées, mais sans contact conducteur, de maniére qu’elles restent 
isolées électriquement. Nous supposons de plus que leur largeur 
reste tres faible devant la longueur d’onde, de maniére que le 
courant soit obligatoirement dirigé dans le sens des lames, que 
nous appelons l'axe du miroir analyseur, polariseur. 

Lorsque l'axe est dirigé suivant Ow, la théorie précédente reste 
inchangée. Ce même miroir reste par contre sans réaction sur une 
onde polarisée suivant Oz, parce qu'aucun courant ne peut circuler 


+ oe 
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dans le miroir perpendiculairement aux fentes qui ont été pratiquées, 
et l'onde le traverse comme une substance transparente. 

Que se passe-t-il maintenant si l’on fait tomber sur le miroir une 
onde à polarisation elliptique, composée de l'onde incidente précé- 
dente, d'amplitude a, et d'une onde en quadrature, d'amplitude b, 
représentée par l'équation 


Le 0 E, =acose( t+) E, =6sin o( +2) 
Cc 


C 
H,=0 H,=6 sin o(+=) H.——acose( 14?) 
(92) % : 
U=o A= 0 A, =— a— sin o( 42) 
wo c 


c ca 
A,=b—cos of 2) 
w ee 
Solution des équations 66 et 67, qui sont suffisantes en l'absence 
de courantde magnétisme. 


On a toujours sens de rotation 


y e l'onde 


J,=0, J,=Jcoswt 


et reseau 


a=andJd. 


La pression de radiation 
est exercée par l'onde O, 
représentée par les compo- 
santes A,E,H, des équa- 
tions (92), elle a déjà été 
calculée, et elle est donnée 
par la formule (91). 

L'onde O, représentée A 
par les composantes 
A.E,H, ne donne lieu à 
aucune force parce que son champ magnétique est parallèle au 
courant J, qui circule dans le réseau. 

Par contre, en vertu des formules (59) du § 11, le potentiel vec- 
teur A de l'onde O agit sur le courant J d’abcisse x =o pour donner 
le couple de radiation 


(93) dC, =J,A,dydz = te “ (2 cos” wl) ds 
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dont la valeur moyenne est 
c ab 


(94) Hs — ds, 


hr w 


Son sens correspond au sens de rotation de l'onde. 
Si on disposait un miroir parallèle au réseau, en arrière de celui-ci 


5 . A 7 ; ; 
et à une distance — (À longueur d'onde), on renverrait cette onde 
à 


qui traverserait une seconde fois l’analyseur, et viendrait se composer 
avec la composante réfléchie sur le réseau-miroir, à la sortie de ce 


reseau 


. , x . . x 
dernier. D’aprés les raisonnements qui précédent, cette onde réflé- 
chie sur le second miroir aura pour expression 


B=bsino (tS a) 


C 
/ 


H,=—bsino(1— 2 — 4) 
cc 


La réflexion inversera le sens du champ magnétique, par 
suite du théorème d'Ampère, le champ électrique ne subit pas 


RECHERCHES SUR LA THÉORIE DES CORPUSCULES 497 


de discontinuité parce qu'il nya pas de courant de magnétisme. 
La différence de marche introduite par le trajet aller et retour 


est de x= À. On a d'autre part À =T, période, et wT = on de 
i c 


A . 
sorte que © — — 27 et l’on a 
c 


E,=bsino(t—*) ANS cos (4 © 
(95) \ c , (a) c 
Hy == — 6 sin af: -=) 
1 É: 


onde qui se compose avec (89) pour donner une onde tournant dans 
le même sens que l’onde incidente, mais en réalité en sens inverse, 
puisque le sens de propagation a été inversé par la réflexion. 

On remarquera que le potentiel vecteur de l’onde réfléchie est 
égal à la composante suivant Ow du potentiel vecteur de l’onde 
incidente, de sorte que son action sur le courant qui circule dans 
le réseau donne naissance à un deuxième couple égal au premier. 
En d’autres termes, il faut fournir la même densité de moment de 
couple pour polariser, rectilignement une onde à polarisation ellip- 
tique, et pour la repolariser, suivant une ellipse de méme forme, 
tournant en sens inverse. si nine: 

Si on introduit le vecteur de Poynting € — a dont la 


valeur moyenne est £= g(a" + b?), la formule (94) s’écrit 
T 


Cre, pay 200 1 € ab 
(96) GS (a +O ae ee a+b 


Les ondes élastiques à polarisation elliptique transportent une 
densité d’impulsion et une densité de moment d'impulsion. et leur 
dépolarisation ou leur destruction donne lieu à l'apparition d’un 
couple de radiation qui est fourni précisément par la formule (96), 
tandis que leur réflexion produit une pression de radiation donnée 
par la formule 941, dans laquelle c est remplacé par la vitesse V de 
l’'Onde. 

La théorie électro-magnétique donne facilement la pression de 
radiation, et le tenseur des tensions superficielles, mais elle restait 
muette en ce qui concerne le couple, parce qu'elle ne prévoyait pas 
d'interaction du type couple. Cependant, M. Emile Henriot eut 
l'intuition que ce couple devait exister et il rassembla dans son bel 

32 
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ouvrage « Les couples de radiation » (*) toutes les indications qui pou- 
vaient être favorables à cette thèse. Il forma, à partir des tenseurs 
de l’électro-magnétisme, un tenseur antisymétrique à 24 compo- 
santes, dont quatre seulement sont distinctes, qui représenterait le 
tenseur des densités superficielles de couples, auxquelles il donna 
le nom de « momentors » et de « torques ». Il y discutait également 
des possibilités de vérifications expérimentales. Dans un autre ordre 
d'idée, M. Kastler avait montré (*) que le couple de radiation était 
prévu par la théorie quantique et avait discuté de la possibilité de 
mettre en évidence le phénomène. La difficulté provenait de la 
faiblesse des couples, mais il semble bien qu'après les expériences 
de Richard A. Beth. ('°) qui opérait sur la lumière polarisée circu- 
lairement, dont le sens de rotation était inversé par la traversée d'une 
lame demi-onde, /a réalité du phénomène puisse être considérée comme 
acquise. 


$ 14. — L’interaction champ-potentiel 
et la densité d’impulsion de moments. 


Il est possible d'éliminer le courant entre la formule (58 § 11) 
58 bis ‘peat J /\ A 


qui donne la densité cubique de couple et l'équation de Maxwell 
(66, § 12) qui généralise le théorème d'Ampère, de sorte que le 
couple se trouve exprimé au moyen d'une intéraction Champ- 
Potentiel. 

On a d’aprés (66, § 12) 


J- (rom?) 
c 
et 58" s'écrit 
ü-(rinAñ thx 
Ar /\ c Ot bere 


(8) Memorial des Sciences Physiques, fascicule XXX, Gauthier-Villars, 1936. 
(°) Société des Sciences Physiques et Naturelles. Bordeaux 28 janvier 1932. 


Co Physical Review 45 (1934) p. 296, 48 (1935) p. 471, 4g (1936) p. 41 et 50 (1936) 
goaded: 
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Nous avons d'abord 


1 dDÉ Te ed >) 1 vA 22 
een A MN BA | RU NN TE 
ir A PAL Faso 
et d’après (67a, § 12) 
1 dA 


de sorte que 


Se oth CAEN Grad Ue (BA AV 
Fa /\ \8 ) er aul /\ A) 
Nous allons d'abord chercher à transformer le premier terme 
entre parenthèses, que nous appelons 5,, en une densité superficielle. 
Celui-ci s écrit 
oH, dH. dH H 
sn ( Si (Mand 
Or, O02, , OL, O02, "OL, ox, 


ik H, pes fo 
ox, 0: 


\ 


4 oH 


P 0 
PAIE 


ox, Ww, ox, ox, 


Ty = — À 


La 


Cherchons à mettre ce terme sous la forme d’une différentielle 
exacte, afin de pouvoir passer par une intégration, d'une densité en 
volume à une densité superficielle, Ajoutons lui le terme identique- 


ment nul 


2 AU, At Hs 


ox, D, | dx, 
nous pouvons l’écrire 
(107) 
ye Ne NH AT ee 
p>, Vis 17 Agile — As D nes 2 thins en Gee 2 


OAs DAs 


ee UE, + [L ae rs || 
dx, dx, dx, ox, 
fu, (OAs Ae tA) (HN 
dx, OL, 0%, 0%, Xs 


Le premier terme entre crochets de la seconde ligne est nul. Pour — 
s’en rendre compte, transformons d'abord les deux premiers termes 
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qui le composent, (et qui ont été mis entre parenthèse). Pour cela, 
nous remarquons d’abord que 


i A H— H A rot A— 0 
ce qui nous donne, en projetant sur Ox 


vA ong 08 dA dA 
He ee + 4 2 À or Hi x -! 
dx, dr, dx, er 


À AH + sets H, ( 
Lo 


oH, a 
+ 


or, 2, 


nous remplacons donc les deux premiers termes entre parenthéses, 
par une différentielle exacte, et un terme qui, ajouté au troisième 


donne 
ce oH, a 
A, + + = 


dx, OG, O05 


Le deuxième terme entre crochets peut être mis sous la forme 
d'une différentielle exacte parce que 


cont He 5 2-9 0U 
c ot 


(d’après la condition de Lorentz 67 c, § 12) et que 
dE, dE, 1 dH, 
dx, dw,/ c dt 


d’après la première des équations du groupe Maxwell-Faraday (66 a, 


> 


§ 12). Ce terme s’écrit donc 


et 107 devient 
(108) 
li (AH AH, AH) + À (A+ AH, — UE) 


+ e (A,H, + AH, + UE,)| FE Aust Er: (UH, + A,E, — AE) : 


Soit C, le terme de la première ligne, C, l'autre, portons d’abord. 


notre attention sur le premier terme. Si S est la surface qui limite 


i 


— oo a ee 
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un volume V, le couple engendré par ce terme, agissant sur la 
matière contenue dans V. canton 


(109) 
I 


ee as Se d 7 
= fau AH, AH) + (ASH + AH, — UE,) 


Ary 


de. 
+ = (AH + A\H, + UE.) += (UH, + AE, — a) dr. 


Soit dS l'élément de surface, n le vecteur unitaire, de projection 
%,0,%,, normal à cet élément, on a d’après le théorème de Green 
ae { fa (A,H, —A,H, — A,H,) + a, (AH, +A,H, — UE,) 

+ a;(A;H, + AH, + UE,)] ds 
ajoutons et retranchons 2«A,H, 
€,=— | [—a,(A,H,+A,H,+A,H,)+2,A,H,+0,A,H, + «AH, 
+ a (AH, + @,A,H, + «,A,H,| ds 


a i (H,(a,A,+ @ A, + oyA,) + A,(a,H, + oH, + a, H,) 
_ a (AH, + AH, +A,H,) + Ua, — 04E,)] ds 


Mr} e = J [H,An+ A,Hn— a,A.H— U(a,E, — «,E,) | ds. 
T 
Nous avons donc le tenseur de densité superficielle de couple 
R, = [HH Ant An a,A.H —U(a,E, — oE,)] 
T 


> > > 


+ A, Hi. n—-a,A.H— U(a,E, = a,E,)| 


> > 


| I 
(112) A, [An 


et 


=; [HA + An «À A — U(a,E, Fe a,Ë)] 


Si la surface unité est prise perpendiculairement à l’axe des x;, 
nous avons 4, —1, 4, —0, A, —0, nous obtenons trois composantes 


que nous appelons 5,;, Su; Su. en considérant les surfaces unitaires 
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perpendiculaires aux deux autres axes, nous obtenons les six autres 
composantes Guy, Toss Toys et Os, Oo Das 
Nous avons pour a, = 1, 4, =0, 4, —0 


cle ie (AH, 2 A,H,=A,H,) 


I 
Csi 


(AH, + A,H, — UE,) 
ATs 


I 


o,,=—— (A,H, + A,H, + UE,) 
7 
Hour dut 0 
pee AS AIT EUERS 
12 hr ‘ 
(1 13) S42 pe (ASH, — ASH — AH.) 


Os = as (A,H, + A,H, — UE,) 
2 hr 


et pour 4 —0, 4, —O, A3 — I, 


O43 = si (AH, +A,H, x: UE,) 
At 

o,,=—-(A,H, + A,H, + UE,) 
hn 


masse (A HA eA, 
AT 


Il est intéressant de comparer notre tenseur au Tenseur de Maxwell 
(interprété par Max ABRAHAM), et connu également sous le nom de 
« Tenseur Impulsion-Energie ». 

Nous rappelons que ce tenseur s’obtient à partir de la Force de 
Laplace et de Coulomb, exercée par un champ électro-magnétique 
sur un élément de courant. On élimine le courant entre cette relation 
et les Equations de Maxwell-Lorentz, à l’aide de calculs assez subtils, 
dans lesquels on cherche à faire apparaître des différentielles 
exactes, et qui rappellent beaucoup celui que nous venons de 
faire, 

On obtient d’une part une certaine densité cubique de force, qui 
est la dérivée par rapport au temps d’une certaine densité cubique 
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de quantité de mouvement, et d'autre part, une densité superficielle 
de force qui a pour composantes 

| => (Et +H) 

2 


erik) T, = [EE nei. 


An 


qui peut s écrire 


; OR tere Gea = 
(115) P,=——(E,E.n+H,H.n)—a4,6 


hx 


tandis que (112) peut se mettre sous la forme 
(116) Ry (H,A.n+A,H.n)—o,W+U(nE), 
hz 


dont l’analogie avec la densité superficielle de couple (112) est 
frappante, et le sera encore davantage lorsque l’on saura que la 


que & =, (FH), toutefois, (114) diffère de (112) par la pré- 


sence du terme U(n A E) qui donne lieu dans le tenseur (113) à la 
présence de termes antisymétriques, mais un tenseur des couples 
n’est pas astreint à la condition des moments comme le tenseur des 
tensions, et de ce fait, la condition de symétrie ne s impose pas. 

Le tenseur (113) permet de résoudre d’une manière élégante et 
très générale les problèmes de couples de radiation, tout comme le 
tenseur (114) permet de résoudre les problèmes de pression de 
radiation. 

Considérons l'onde à polarisation elliptique 92. A la place du 
miroir, plaçons une surface absorbante. La pression de radiation 
vaut d’après (105) avec 4, —1 4 —4,—0 


=_- (E+ E+ H+ H)=— 


& étant la densité d'énergie. 
Le couple de radiation vaut d’après (117) et (92) 


: = SSS AES 
(1 15) eh ee (A,H, + A,H,) F5 
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Considérons maintenant le couple produit par la densité cubique 
C’ dont la composante suivant Ox vaut 


OT 


——/(UH, + A,E, — A,E,) 
dt Antec * 


cette expression, qui n est pas réductible à une action superficielle, 
nous montre que la densité vectorielle, dont la composante suivant 
Ox, vaut 
(116) SE 0x = HUHÈ PA ee AED 
s Ane 

a le caractére d’une densité cubique de moment cinétique, parce que 
sa dérivée par rapport au temps représente une densité cubique de 
couple. 

2, représente aussi une densité superficielle de la même grandeur, 
dans l’hyper-espace de la relativité, parce que l'élément de volume 
dr — dx, dx, dx, de l’espace tridimensionnel représente aussi un 
élément d’hyper-surface de l’espace relativiste. Nous l’écrirons do, 
parce qu'on l’obtient à partir de l'élément d’hyper-volume en sup- 
primant la dimension d'indice 4. 

Il en est de même des deux autres composantes 


(117) So = 7 (UH. + A,E, — A.E,) 


(118) Sesto + [ag (UH + AE, — A,E,) 


de cette densité. 

Les densités de couples superficiels multipliés par un élément de 
temps, donnent un élément d’impulsion de moment, qui a la même 
nature qu'un moment cinétique, de sorte que la densité superficielle 
de couple est aussi une densité hypersuperficielle de moment ciné- 
tique-impulsion de moment. tout comme les termes précédents. A 
l'élément de surface ds, — dx, dx, correspond l'élément d'hyper- 
surface do, — dx, dx, dr, et à l'élément ds, correspond plus généra- 


lement l'élément d’hyper-surface te, Es Pi et les trois 


s 
composantes p,s(r— 1, 2, 3, et S=1, 2, 3), de la densité hyper- 
superficielle d’impulsion de moment correspondante. Les termes 
contenant l'indice 4 sont les termes de densité de moment cinétique. 
Cela fait en tout 16 termes dont ro distincts, qui sont les compo- 
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santes du tenseur que nous appellerons le tenseur de spin, en donnant 
ce nom à une densité continue de moments cinétiques. La théorie 
quantique prévoyant les mêmes effets, à partir de la notion de spin, 
il nous paraît naturel de donner le même nom aux mêmes phéno- 
mènes. Nos calculs nous ont permis de déterminer les éléments des 
trois premières lignes, il nous reste à déterminer les éléments 
Pat» Pass Pass Pur de la quatrième. 


44? 


3 15. — Le vecteur flux d’énergie cinétique. 


Le vecteur S joue dans notre tenseur le rôle que joue le vecteur de 
Poynting dans le tenseur d’Univers d'impulsion. Or ce dernier 
s'obtient (§ 9) en formant le tenseur quaternion d'interaction, pro- 
duit du tenseur quaternion champ électro-magnétique, par le tenseur 
quaternion polarisation qui lui est associé, en multipliant le tout 
par 4 et en prenant la partie imaginaire du tenseur quaternion anti- 
symétrique ainsi obtenu. La quatrième composante du flux d’éner- 
gie est représentée par l'élément réel qui figure aux quatres cases 
de la diagonale principale du tenseur quaternion d'interaction. La 
même règle, appliquée à l'interaction Potentiel-Champ électromagné- 
tique nous donne le tenseur suivant 


IH, —1E,] X | A; avec A,=iU 


dont les composantes imaginaires sont précisément S,S,S, tandis 
que les 4 éléments identiques de la diagonale principale nous donnent 
un salaire ayant pour partie réelle 


W —— (A,H, + AH, + A,H,). 
Il est facile de vérifier que le quadrivecteur R de composantes 
Ry Ses) TERS RE SUR SW 
vérifie l'équation de conservation 


oR, oR, of, _ aR,_ aW 


(119) dn, dv, of, dw, de 


analogue a celle que vérifie le quadrivecteur courant d'énergie. 
Que représente la quantité W qui se conserve ainsi? Électricité}... 
Autre forme d énergie ?... Nous admettrons que W est la densité 
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d'énergie cinétique de rotation, et que le vecteur R, de composantes 
R,R,R, représente le vecteur courant de cette énergie. 

Ceci posé, nous allons pouvoir terminer l'écriture de notre tenseur 
dont nous ne possédons que les trois premières lignes. Nous avons 
déjà 
= IS, 


a 
24 2 CRE, 


nous posons 5,4—iS,——9, hypothèse parallèle à celle qui 
conduit à écrire le terme homologue du tenseur d’impulsion, terme 
qui représente, on le sait, la densité d'énergie due au champ électro- 
magnétique. Il ne nous reste plus qu à déterminer 5,, ,, 5,3. 

Nous avons le choix entre les déterminations 


= Oy = Do = Os 


Nous n'avons pas les mêmes raisons de prendre la détermination 
symétrique, (positive), qui s’imposait pour les termes représentant 
les tensions véritables. Par contre, ces termes contenant les compo- 
santes d’un produit vectoriel, lesquels présentent, du fait de leur 
signe — un caractère antisymétrique, nous prenons la détermination 
négative (antisymétrique). Nous obtenons ainsi le tenseur de spin 
de la planche IT, que l’on comparera au tenseur de la planche I. 
obtenu par une méthode parallèle, et avec lequel l’analogie est très 
marquée. Il est plus difficile de le comparer au Tenseur d'Henriot à 
trois indices et 64 éléments, (planche III) mais il semble toutefois 
qu il y ait moyen d'accorder les deux théories. 


APPLICATION. — En appliqnant ces résultats à l’onde électro- 
magnétique plane a polarisation elliptique de la formule (g2), on 
obtient le vecteur courant d'énergie cinétique 


ee 
Ane 
Ry==0 Ho. 


Hyak eee EE 


Lorsque l'onde tombe sur un obstacle qui l’absorbe, la destruction 
du flux d'énergie cinétique fait apparaitre une densité de couple de 
valeur égale, qui a été obtenue au § 14, formule (115). 

La densité d'énergie cinétique vaut 


W=— = (A,H, me A,H,+ A,H,) = oe a 


47 w 


RECHERCHES SUR LA THÉORIE DES CORPUSCULES 507 


elle est égale au couple de radiation, tout comme la densité d'énergie 
totale est égale à la pression de radiation. 


S 16. Courants permanents. 


Le cas d’une plaque parcourue par une nappe de courants perma- 
nents est facile à traiter, mais pour que le problème corresponde à 
une réalité physique, il faut disposer parallèlement à cette plaque 
une autre plaque destinée à assurer le retour du courant, et étudier 
les phénomènes entre les deux nappes de courant. Il en est de même 
de l’élément de courant qui ne peut exister isolément, et qui est 
remplacé par une spire. 

Si l’une des plaques P’ est parallèle au plan des x,r,, en arrière et 
à la distance 1 de celui-ci. Si l’autre plaque P est également paral- 
léle à ce plan, en avant et à la même distance, si les plaques sont 
parcourues par des courants uniformes parallèles à l'axe des x,, dont 


la densité superficielle vaut J, —— - pour P’ et J,= a pour P, si 
T An 


l’on suppose enfin que ces plaques ont des dimensions très grandes 
par rapport à 1 (pour ne pas avoir à tenir compte de la perturbation 
due aux bords), le problème est le même que celui du potentiel 
scalaire du condensateur plan, dont les armatures portent respecti- 


; œ œ ; 
vement des charges superficielles —o=— oe eto= FF et le potentiel 
vecteur a pour composantes & bi 


Ao Ayam, = Ay=o 


le champ magnétique À — rot À a pour composantes 
H,=o H,=o H,—a. 


La spire C parcourue par le courant I, dans le sens positif, placée 
dans le plan x,7,, est soumise au couple de composantes 


[=I f-A,de,—A,de,=—al [en dr, =—alS4 = ISH, RER 2 


S,, étant la surface de la spire (ou sa projection sur le plan #, Ox, 
si elle n’est pas contenue dans ce plan). On retrouve encore le résultat 
correct, mais le problème est moins simple qu'il ne le parait sur ces 
quelques exemples, car d’une part il n’a pas été possible à l’auteur 
de montrer l’équivalence entre « l'effet potentiel » et le moment des 
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forces de Laplace par rapport à un point (il est même facile de mettre 
cette correspondance en défaut dans des problèmes de courants 
permanents comme il est possible de mettre en défaut le théorème 
de Poynting) ; d'autre part, si cet effet était une simple conséquence 
de la loi de Laplace, il n'expliquerait pas le couple de radiation. 
Malgré l'incertitude qui règne encore sur cette question, les résultats 
obtenus nous ont paru mériter d'être exposés. 


§ 17. L’interaction courant-champ et l’interaction courant-potentiel. 


L’interaction courant-champ peut se mettre sous la forme 


(120) Fe +iR= |, + ty) X | Ji! 
avec Fisibele um Ke. stp 
on a ainsi 
F,=J,H,—J,H,+eE, R,=J,E,—J,E,+ oH, 
(121) F,=J,H,—J,H,+pK, R,=J,E, —J,E, + pH, 
F,=J,H,—J,H,+pE, R,=J,E,—J,E,+ oH, 
(122) #=J,E,+J,E,+J,E, K=J,H,+J,H,+J,H, 


(123) F=J \H+o0E R=J \ E+oH 
l'expression 130 a été déjà rencontrée dans la formule (9), ch. 1v, § 1, 


elle représente la puissance fournie par le champ au courant, tandis- 
que 130-132 représentent la force de Lorentz et de Coulomb. Que 


signifient les termes K et R? Ils sont identiques, par leur forme aux 
termes du quadrivecteur d’énergie cinétique radiante et il suffirait 
pour les interpréter, et pour interpréter du méme coup les termes 
réels antisymétriques, et le terme imaginaire diagonal du tenseur 127, 
d'admettre que le courant | électrique et le potentiel vecteur, d'une 
part, la densité électrique et le potentiel scalaire d'autre part, sont 
des grandeurs ayant la même nature physique, et qui produisent les 
mêmes effets, bien qu'ayant des dimensions différentes dont le rapport 
est le carré d'une longueur. Si A est le potentiel, J le courant 
correspondant exprimés l’un et l’autre dans le système C. G. S., si 
on appelle a’ le rapport inconnu J/A, « a la dimension L~?. Ce 


coefficient étant lié à la nature profonde des choses, doit s'exprimer … 


nécessairement en fonction des constantes fondamentales de la phy- 


Py 
eae 


nié "dus 
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sique (soit e, À, c). Il doit contenir en outre une grandeur caractéri- 
sant le champ électromagnétique, et qui, en raison des exigences 
dimensionnelles doit être une masse. Ce ne peut donc être que la 
masse 7, du photon. Or il existe deux combinaisons qui donnent 


| à PS D : Mc x, 
une grandeur de dimensions L~', c’est d'une part —"-, d'autre part 
2 
MC |p + = d Er 9 « 
= e rapport de ces deux quantités vaut he/e’ = 137). 
(2 


N— 


Le coefficient 4x pourrait encore intervenir. Disons tout de suite que, 
comme nous le verrons au cours de cette étude, la théorie corpuscu- 


. I » 
laire donne Oy": Comme dans le cas du champ électroma- 
ae 


gnétique (ou photonique), m, est assez faible pour échapper à toute 
mesure, 4 — 0, et le courant électrique correspondant au potentiel 
vecteur est toujours nul. Il ne résulte de ce fait aucune incidence 
mesurable, de cette proposition sur la théorie électromagnétique ; 
par contre, cette conception relative à la nature de l’onde, apportera 
— comme nous le verrons — de l’unité dans la théorie quantique 
des champs, et facilite le raccord de la notion de champ avec le 
concept abstrait de l’onde Ÿ de la mécanique ondulatoire. 

En conclusion, il existerait théoriquement trois types d’interac- 
tion. 


a° Champ-polarisation, — Champ-champ = Polarisation-polari- 
sation. 

2° Champ-courant — Champ-potentiel. 

3° Potentiel-courant — Potentiel-potentiel — Courant-courant. 


Ces interactions ne sont pas indépendantes, l’une d’entre elles de 
ces grandeurs (par exemple le courant), pouvant être éliminée au 
profit des autres, à l’aide des équations qui lient les champs, les 
courants et les potentiels. 
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TABLEAU II 


LE TENSEUR DES MOMENTORS ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


(Émile Henriot.) 


Mons Mais ~ (AH, FA, 4H) M 
hr : 
1 : : 
M. JEAN ARESUE) OM: 

Mes Me jg(— A — AU +iUE,) a 
Coe : 3 "4 Ms: Ms =e (— A,H, a A,H, =e iUE,) Mase 
A Mas, 
Mee 4 M, “HAE, AE UH,] Mu 

bn ‘ 


Le tenseur d’Emile Henriot comporte trois indices. A chaque 
valeur d’un des indices choisi arbitrairement, correspond un tableau 
représentatif. Nous avons écrit celui qui a trait à la valeur 2 de 
l'indice k. Les composantes M,,,, M,,, et M,,, sont données par cet 
auteur dans son ouvrage déja cité. Il est intéressant de comparer 
les tableaux II et III. Les termes sont très voisins, et la différence 
est assez faible pour que l’on puisse espérer mettre d'accord les deux 
théories. 


CHAPITRE II 


MOUVEMENT D’UNE PARTICULE 
DANS UN CHAMP DE FORCES 


Nous supposons d’abord que le corpuscule est chargé, que le champ 
est électromagnétique, que le système de référence est galiléen. 
Guidés par des considérations de symétrie relativiste, nous retrouvons 
rapidement des résultats connus, et qui servent de base à ce qui suit. 

Dans une étude plus large, nous supposons que le système 
nest pas galiléen, qu'il existe en chaque point une vitesse et une 
accélération d'entraînement, qu'il existe de plus un champ gravifique. 

Les champs électromagnétiques et les champs de gravitation-inertie 
présentent de telles analogies que l’auteur est amené à les développer 
et à écrire pour ces derniers, des équations de forme maxwelienne, 
valables dans les systèmes accélérés. Il est ainsi possible d'associer 
le moment cinétique à un « champ pseudo-magnétique », d'origine 
à la fois cinématique et gravifique, et d'obtenir une nouvelle inter- 
prétation du « spin ». 


$ 1. — Mouvement d’une particule électrisée, dans un champ 
électromagnétique, dans un système de référence galiléen. 


Considérons un corpuscule de charge e, de masse » en mouve- 
ment dans un champ électromagnétique dérivant d'un potentiel 
scalaire U et d'un potentiel vecteur À. Soit c la vitesse de la lumière, 
v celle du corpuscule, on a la relation fondamentale 


(1) NM = —t1—- 


v° 
A 


we? 
_m, étant la « masse au repos » du corpuscule lorsque 5 — 0. En 
33 
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élevant les deux membres au carré, en les multipliant par c et en 
ajoutant, on a 

(2) m°c? — mv? — mic’. 

Introduisons les notations d’univers, plus symétriques et souvent 
plus suggestives, soient x,x,x, les coordonnées d’espaceet æ,—ict la 


quatrième dimension, t le temps, i—V— 1. v, A, sont alors des 
vecteurs d’univers et admettent ainsi une quatrième composante 
imaginaire. On a en effet 


(3) D, = —#— 10 AU 


et l'équation (2) s'écrit 

(GP non avec P= Pt. tons Ppa meat) 
soit 

(5) [P|= + ime 


elle exprime simplement que le quadrivecteur P — mv conserve sa 
longueur au cours du mouvement. 
L'énergie du corpuscule a pour expression 


(6) W = mce’+ eU 
~ eU étant l'énergie potentielle due à la présence du champ électrique. 
Cette relation peut s’écrire 


D bg og bn y 
c c 


elle a les dimensions d’une impulsion dont elle représente la 
quatrième composante. Elle peut s’écrire d’après (3) 


(7) p,=mv,+<A, 


cette relation ne saurait exister isolément, elle entraîne donc l’exis- 
tence des trois relations analogues 


(8) p,=mv, +<A, 
(9) pram, + £A, 
(10) P, = mr, ++ A. 


er 
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aocuepr ; ws ; 
Le vecteur À, — = A représente ainsi une « impulsion polentielle » 


qui accompagne l'énergie potentielle et ces deux grandeurs s intégrent 
> 


dans un méme quadrivecteur. Nous appelons le vecteur ieee 
« potentiel d’impulsion ». c 


On déduit des relations (7) à (10) les relations 


U 
c 


e 
Gr) P=m=p— a" P, une = —(W — eV) (12) 
La relation (2) s'écrit alors 
(13) Nappe À) Fab as 

Cc , et 


ou en coordonnées d'univers 


4 


2 
e ne 
(14) ¥(p.— <a) aie —=0 
1 

Elle exprime, comme (5) que le quadrivecteur P = mv conserve 
sa longueur au cours du mouvement. A ce titre elle peut étre 
considérée comme une « intégrale premiére » ou plus précisément 
un invariant du mouvement relativiste du point matériel. 


§ 2. — Mouvement d’un corpuscule chargé, 
dans un champ de forces électro-magnétique et gravifique, 
dans un systéme de référence non galiléen. 


Considérons un système de référence S que nous supposons être 
galiléen et que nous prenons comme « système fixe ». Soit un autre 
système de référence T (que l’on peut assimiler à un solide rigide), 
et qui ne subit que les déformations dues aux effets de la relativité. 
Nous le supposons mobile par rapport au premier, entraîné d’un 
mouvement varié, de sorte que ce système de référence n'est pas 
galiléen. 

Il existe donc dans ce système mobile un champ de vitesses d’entrai- 


= : 4 x 
nement Ÿ, un champ de rotationnel des vitesses d’entrainement, 


ate : 5 sy 
soit À, et un champ d'accélération d’entrainement [, champs que 
l’on peut définir soit à partir du système fixe, dans le système d'unités 
qui leur est associé, soit dans le système mobile, en utilisant en 
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chaque point des unités locales. En fait, les phénomènes que l’on 
étudie en physique corpusculaire n'intéressent qu un domaine assez 
restreint pour que cette question de variation des unités d'un point 
à l’autre du système accéléré n'ait généralement pas à intervenir. 

Nous supposerons qu'il existe en outre un champ électrique E, et 
un champ magnétique H, dérivant tous deux d’un potentiel vecteur 


Se . . . 
A et d’un potentiel scalaire U, au moyen des formules bien connues 


(15) a ile H — rot À (16) 
; c ot 
Nous supposons de plus qu'il existe un champ gravifique g déri- 
vant du potentiel scalaire 0, cela plutôt pour la forme, car les 
interactions dues au champ gravifique sont négligeables à l'échelle 
corpusculaire. On a donc 


q — — grad 6 rot g— 0. 


On sait que le champ gravifique se compose avec l'accélération 
d'entrainement pour donner un champ gravifique apparent 


G—ÿ—T 
de sorte que les champs G et À seront définis par les relations 
de ee Ÿ 4 4 
(17) G— — grd © R—rotÙ (18) 


équations qui correspondent aux équations (15) et (16), et qui 
entraînent l'équation 


> 


oR 
(19) Sp rot 


obtenue en dérivant l'équation (18), et tenant compte de 17. 
L’analogie entre les équations (17), (18), (19), et celles de l’élec- 
tro-magnétisme est évidente. Cette correspondance serait encore plus 


étroite si l'on changeait d'unités en multipliant V et À par c pour 
introduire de ce fait des unités de même dimensions. Soit donc 


(20) Vc 
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(potentiel vecteur de gravitation-inertie), et 
> + 
(21) K—=c& 


(champ pseudo-magnétique de gravitation-inertie). 
Les équations (17), (18) et (19) s’écrivent alors 


al ae I av a A 
(22) perdit - Ke=roteV ota} 
(24) Jane 


tout à fait identiques à (15), (16) et à l'équation bien connue de 
Maxwezr-Farapay (qui exprime la loi de l'induction ('*). 

Pour connaître le mouvement du corpuscule dans cet ensemble 
de champs, il faut établir la forme relativiste de la force exercée 
sur le corpuscule. Il suffit pour cela d'admettre que l'impulsion 
potentielle possède une composante de gravitation-inertie qui a 
pour expression 

#,—= mV 
‘0 quadrivecteur dont la composante d'espace est Ÿ dont la quatrième 
composante est Ÿ, —1c, de sorte que l'impulsion potentielle totale a 
pour expression 


EF, +E, — mT<+e 
(avec Reidy composante électrique du potentiel d'impulsion ) et 
c 


pour quatriéme composante 


F 1 U 
=i avec $=9,+9,——(mb-+eU) et Ve 
c 
Ceci posé, nous savons qu’un corpuscule électrisé en mouvement 
dans un champ électromagnétique de composante électrique E, de 
ant . . . . 
composante magnétique H, dérivant du potentiel scalaire U, subit 


la force de Lorentz, qui peut s écrire 


fout grad eU — » /\ rot A 
soit F ——c gradJ,—0 /\ rot &.. 


(12) René Reulos « Champ électromagnétique et champ d’accélération ». Cahiers de 
physique n° 31-32, p. 83 à gi, et « rotations et magnétisme ». Comptes rendus de l’Ac, 
des Sciences 27 juin 1947. En application de cette théorie, l’auteur a entrepris la construc- 
_ tion d’une pompe à liquide, fonctionnant sur le principe de la machine de Gramme. 
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x , r , 4 \ 4 fos 
Dans le cas où le système de référence nest pas galiléen, 
l'impulsion potentielle possède une composante de « gravilation- 
inertie » &,, on doit évidemment introduire celle-ci aux côtés de la 
composante électromagnétique £,. On a ainsi 


Fosses grad § —v /\ rot £. 


Soit en remplaçant J et £ par leurs valeurs respectives 


= as D asf 1e D ay 
(25) F=( B+ Af)+m(6 + A R} 

Formule déjà rencontrée au ch. 1, qui associe les forces de 
CouLows et celles de Newron-Gauizée, les forces de LorenTz-LAPLACE 
et celles de Coriouis. 

L'introduction de la composante de gravitation-inertie, de l'im- 


pulsion potentielle, permet de compléter 11, 12, 13, 14, du § 2, 
lesquelles s’écrivent alors 


(26) Pe—m,= p, — /\ e — mv, 
(27) P,— ime =— (W — eU — m0) 
C 
(28) = (Weer ny (e— = A= mo) — mC? 
4 / 2 
(29) D{p— = A—mv.) = mic —0 
1 C 


Ces deux équations (28) (29) généralisent les formules (13)et(14), 
et peuvent être considérées comme les invariants du mouvement d'un 
corpuscule chargé, dans un système de référence non galiléen, en 
présence d'un champ gravifique, d’un champ d'accélération d’en- 
trainement, d'un rotationnel des vitesses d'entraînement d'un champ 
électrique et d'un champ magnétique. 

Ces raisonnements sont basés sur l'hypothèse assez intuitive, qui 
consiste à admettre que le vecteur £— m représente effectivement 
une impulsion potentielle, hypothèse qui aboutit à la formule (25). 
Leur principal intérêt est à la fois de justifier une hypothèse que 
Yon se propose d'utiliser (sous la forme de la formule (28) et 
d'intégrer la force de Coriolis dans un schéma relativiste. Nous 
avons par ailleurs poussé plus loin cette théorie, afin de l’asseoir 
sur les bases plus larges d’un principe variationnel (action station- 
naire), mais les développements de cette étude (qui est maintenant 


ee “le. 
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au point) sortent du cadre de cet exposé, consacré à l'aspect ondula- 
loire de la théorie des corpuscules, 

On sait qu'il n’est pas possible de définir des unités de longueur 
et de temps dans toute l'étendue d’un système de référence lorsque 
celui-ci n’est pas galiléen. Dans ce cas, un système d'unités n’est 
donc valable qu'en un point donné et dans un domaine infiniment 
petit entourant ce point, mais il le reste pratiquement dans un 
domaine relativement étendu, pourvu que les variations de la vitesse 
d'entraînement à l’intérieur de ce domaine restent faibles devant 
celle de la lumière. 

Les raisonnements que nous avons utilisés ne mettant en jeu que 
des opérations infinitésimales, ceux-ci ne sont pas altérés par le 
caractère local des grandeurs en question. 


§ 3. — Sur les équations de la gravitation 


Cette étude, qui précise les idées exposées dans les pages précédentes, n’a pas d’incidence 
sur la théorie qui sera développée aux chapitres suivants. 


L'idée de construire une théorie de la gravitation calquée sur la 
théorie électromagnétique n’est pas récente, mais elle s’est heurtée 
à des difficultés qui tiennent en particulier à la présence d'énergie 
négative, et c'est pourquoi la Relativité d’Einstein s’est généralisée 
dans une autre direction. 

Cet échec prouve simplement que la gravitation n'est pas for-. 
mellement identique a Vélectromagnétisme, et que ce probléme est 
plus difficile ; mais il n’est pas dit que l’électromagnélisme et la gravi- 
tation ne présentent pas malgré tout des points communs. C’est cet 
aspect de la question qui constitue le but de l’étude qui suit. Nous 
nous proposons d’établir des équations de forme Maxwellienne qui 
semblent convenir aux phénoménes de gravitation. Cette étude vient 
ainsi compléter les résultats du paragraphe précédent, et réunir 
dans un même système d'équations linéaires, les phénomènes 
d'inertie et ceux qui sont dus à la gravitation. Une théorie linéaire 
de la gravitation — même si elle n’est qu'approchée — présente 
l'avantage de pouvoir s’introduire — aux côtés de la théorie électro- 
magnétique — dans le cadre de la mécanique ondulatoire. 

L’analogie qui existe entre la loi de Newton et la loi de Coulomb 
permet d'écrire l'équation 


(33) div G = — Are’d 
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G étant le champ gravifique, exprimé en unités Ge GS 
—6,67.10 *, étant la constante de Cavendish, étant la densité 
exprimée en grammes par centimètre cube. Le signe — provient du 
fait que les masses sont toujours positives et s'attirent. 


G dérivant d’un potentiel newtonien §, on a G—— grad 6 et 
div G—— A d'où l'équation 
(3h) AG — Are’o. 


Ces équations ont une forme statique qui se traduit par l'absence 
de la variable temps. En régime dynamique, il convient d'introduire 
la quatrième dimension, afin de rester dans l'esprit de la théorie de 
la relativité, et d'écrire (34) sous la forme 


(35) Li 0 — Are’d. 


L'intérêt pratique de cette équation est très faible, car les courants 
de masse susceptibles de provoquer des champs assez importants 
pour différencier les résultats calculés à partir de (34) de ceux prévus 
à partir de (35) existent à peine à l'échelle astronomique. Par contre 
son intérêt théorique est beaucoup plus important. 

L'existence de (35) laisse prévoir des équations du type Maxwellien. 
Considérons (33), elle exprime le théorème de Gauss. En effet, si S 
est une surface fermée, D le domaine intérieur à cette surface, si 


“x 
ds est un élément de surlace, ds un vecteur ayant ds pour mesure, 
et disposé suivant la normale à la surface, suivant une direction 
positive, dz un élément de volume, on a 


(36) [{,G igre Ane? Io ddr 
Soit ü la vitesse du fluide (ou du solide) de densité 3, on a d'autre 
part 


(37) alge id= — | [did 


qui exprime la consersation de la masse, (c'est-à-dire de l'énergie). 
On en déduit, en comparant (36) et (37) 


0 > — 
sf | Gas re HET 
soit [I —ire) ds — 0 
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} . (dG awe 
soit div( — — ne dÙ | — 0, 
dt 
AS 
dG Ne 


soit encore 


> 
‘a , M r Le r r Q 
cK étant un vecteur indéterminé pour le moment. Cette équation 
peut s’écrire 
, 1 /oG ek, = 
(38) — | Sars hre* 00 | — rot K 


c 


qui est du type Maxwell-Ampére. 
Existe-t-il une équation du type Maxwell-Faraday ? soit 
1 OK ~ 
(24) -—— =~ — pot!G 
c dt 


Nous avons vu que cette équation (24) existe effectivement 
lorsque 2 représente un champ d'accélération. Il est tout à fait dans 
l'esprit de la relativité de supposer que cette équation reste valable 
lorsque le champ gravifique est produit par des masses. 

Les équations (24) et (38) entraînent l'existence d’un potentiel 
vecteur V et d’un potentiel scalaire 4, G et K en dérivent à l’aide 
des relations 

= => 1 DV = F 
G — — grad § — —-— K — rot V 
c dt 
qui ne sont autres que (22) et (23). En transposant des calculs bien 
connus, on obtient en outre 


Bolas à [| V= Ande? 
(40) PAU Arde 
et l'équation adjointe 
evar 
(41) AS 0 


(ho) n’est autre chose que (35) dont nous avons reconnu la nécessité, 
(39) est inséparable de (40) puisque 7 est la 4° composante du quadri- 


we 


vecteur F. 
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Si on admet que le champ d'accélération et le champ gravifique 
ont la méme nature et se combinent en un seul et méme champ 


apparent G qui agit sur les masses pour se manifester par la force 


> > ae = a 
F — mG, on doit admettre que le champ pseudo-magnétique K ala 
méme nature également, qu'il soit produit parun rotationnelde vitesses 
d'entrainement ou par un mouvement de masses matérielles, que le 


potentiel vecteur F produit par un déplacement de masses a lui aussi 
la même nature que s'il est dû à une vitesse d’entrainement, et cela, 
quelles que soient les participations respectives de la gravitation et 
de l’inertie. Il en résulte alors que la formule de Coriolis 


reste valable. 
Cette théorie, qui repose sur des bases assez raisonnable a des 
conséquences intéressantes. 


D'abord, un astre en rotation, possède un moment cinétique S qui 
n'est pas très bien connu parce qu'on ignore la répartition des densités, 
mais dont on possède un bon ordre de grandeur. Cet astre en rotation 
produit un champ pseudo-magnétique facile à calculer. Il suffira de 
former la quantité f—e°S que l’on assimilera à une densité électrique 
et le calcul sera le même que celui du champ magnétique dans le 
problème électrique. Cela revient au fond à assimiler formellement 
le moment d'inertie à un moment magnétique. Toutefois les unités 
ne sont pas comparables à cause du coefficient &* qui provient du fait 
que l'unité de masse a élé délerminée d'après la loi de Vinertie et non 


d’après la loi de Newton. Si S est le moment cinétique, le champ au 
point M aura la forme bien connue du champ de doublet. à condition 
de le multiplier par le coefficient ©’. 

On a pour la composante radiale 


, = 2K Cosa 


et pour la composante tangentielle 


(42) K,—K Sin « avec K— 


cr° 


O étant l'origine, « étant l'angle que fait OM avec S. 


RECHERCHES SUR LA THÉORIE DES CORPUSCULES 523 


On a pour la Terre, dans le système C.G.S. 


as use TON: € 0,07 OMR 
D Rule 10: 0710 
Soit à la surface de la Terre K—6,12-10~‘, et le champ polaire 
a pour valeur K,—2K—1,22:107* unités pseudo-magnétiques 


d'inertie. 
Si on divise les expressions ci-dessus par €, on obtient les champs en 
unités gravitationnelles, définies à l’aide de la loi de Newton comme 
les unités électromagnétiques sont défimes à l’aide de la loi de 
Coulomb. On trouve pour le champ polaire 
By 0,1 gauss. 

Si on divise la valeur 42 par c, on obtient une valeur du champ 

en radians par seconde, et une vitesse angulaire © — R/2, on a’ 


R Secs Ne Viren | : —— —— d’où wW—2,0h : 10 


qui correspond à une période de 11 millions d'années. 

Le plan doscillation du pendule de Foucault placé au pôle est 
donc entrainé à la vitesse angulaire w par rapport aux étoiles. Cette 
précession qui nest pas à l'échelle de la vie humaine est tout à fait 
impossible à observer. 

Si cet eflet n'a aucune importance pratique, il est d'une grande 
importance théorique, car il montre que la notion de direction fire 
est liée à l'ensemble de la matière stellaire (’’). 

Un système n’est donc galiléen en un point que si le champ gravifique 
et le champ pseudo-magnétique sont nuls. 

On sait que le champ magnétique terrestre a pour valeur au pôle 
H,— 0,61 gauss. Il est remarquable que ces deux champs soient 
presque du même ordre de grandeur, et dans un rapport 6 voisin de 
8. Ce rapport est aussi celui du moment cinétique de la Terre, et de 
son moment magnétique, exprimés tous deux dans des unités appar- 
tenant au même système, et de mêmes dimensions. Cette remarque 
nous rapproche des idées de Sausrer et de H. A. à Wruson qui 
revenaient en fait à confondre le champ pseudo-magnélique, que nous 


(3) Ges conclusions rejoignent cellles de la Relativité Généralisée, sous sa forme clas- 
sique (Einstein, quatre conférences sur la relativité, p. 89, Gauthier-Villars, 1925). 
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venons de définir, avec le champ magnétique (*'). Cette théorie sédui- 
sante puisqu'elle aurait expliqué l'énigme du champ magnétique 
terrestre, a suscité des expériences qui n'ont pas été favorables. 
D'autre part, cette correspondance souvent parfaite, et toujours iné- 
vitable entre les grandeurs et équations de l’électro-magnétisme, 
d’une part, de la gravitation et l’inertie, d'autre part, ne laisse prévoir 
aucune interférence entre ces deux groupes de phénomènes, qui 
semblent encore étrangers et irréductibles. 

Ces considérations nous aideront à comprendre le spin. Nous avons 
montré () qu'un gyroscope placé dans un champ de rotation se 
comporte comme un courant fermé, placé dans un champ magnétique. 


En particulier, si S est son moment cinétique, si À est le champ 
de rotation, il est soumis à un couple qui a pour expression 


(43) CS AA. 

Il possédera de même une énergie relative 

(43 *) w—s.-8. 

Formules analogues a celles concernant le courant de moment 


magnétique Ab, placé dans un champ H, soit 


C= AH et WWW. A. 


De même qu'il peut exister un moment magnétique élémentaire 
sans rotation d'électricité (le moment magnétique existant à l'état 
pur comme la charge électrique), de même on conçoit qu’un moment 
cinétique puisse exisler lui aussi à l’état pur, sans rotation de masses 
en mouvement. 


§ 4. Résumé schématique et symétrisé des résultats obtenus. 


1° Il existe deux groupes de grandeur : le groupe électro magné- 
tique et le groupe de gravitation inertie. On peut établir une 
correspondance formelle entre chaque grandeur d’un groupe et une 


(1+) Voir l’intéressant article de P.M.S. Blackett, The Magnetic field of massive rotating 
bodies. Nature, 159, 1947, page 601-658. Voir également « A negative experiment rela- 
ting to magnetism and the earth rotation » by P.M S. Brackett, F.R.S. — Série A. 
Mathematical and Physical Science, n° 897, vol. 245, p. 309-310, 16 déc. 1952. 

(5) René Reulos, Cahiers de physique n° 31-32 Janvier 48, p. 88 à gr. 


RECHERCHES SUR LA THÉORIE DES CORPUSCULES 525 


grandeur convenablement choisie de l'autre groupe. de sorte qu'une 

grandeur appartenant à un groupe peut être considérée en quelque 
sorte comme | image de l'autre. 

: : A : V : 

2° Il existe deux champs de quadrivecteurs .6—= — et Ÿ —=— qui 

c c 
représentent les deux composantes de l'impulsion potentielle 
(rapportée à l'unité de charge et à l'unité de masse) 


3° Si on appelle =; les composantes — (mV,-+-eA,) de | impulsion 
c 


potentielle. On a l’invariant du mouvement relativiste 
i= 4 
= p \2 SAS ee 
> (pi — 4, + mie =o 
= ! 
et l'expression de la force agissante (qui donne en outre l'expression 
de la puissance dépensée par le milieu) 


FR paie 

PE ‘ eae 2 — | 21 22 23 J 24 Vy 
dt RL Son Son foal 
Fok te PA 


o,f, 


0x; dt; 


soit eH, + mk, =f, —f, (eK, mG, ) — fu fs 
eH, A mK, —f ser ea (eH, = mG,) — fs = ie 
eH, + mK, =f = ads i(eE, + mG,) = fu = — fs 

Sis — f 9 —= fs =f,,=0. 


avec JE — 


4° Les équations de l'électromagnétisme se transposent dans la 
théorie de la gravitation, lorsque le système de référence est galiléen. 
Il existe toutefois une différence importante qui provient du fait qu'il 
n’y a pas de masses négatives et que les masses positives, donc de 
méme signe s’attirent. Cette différence nous a obligés a changer le 
signe des termes contenant la densité dans les équations des champs 
et des potentiels, tout en les conservant dans la formule Lorentz- 
Coriolis. On obtient les équations 

(4A) OG uy) Re 

c ot 
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10K 4 
| = — — rot G. 
(45) LS rot 
(46) divG——4r#  divK—o. (47) 
(48) Ve aye Gol 

c ot 
(49) rot V —K—o. 
| = 6 

f:panponi 

(50) div BLP e to) 


avec la formule d’interaction. 
(51) j— (6 a = /\ K pa: (et t élément de volume). 
s c 


Si on effectue dans ces équations le changement de variable 


(52) o’ — ied &— 6 pak: oe’ | caved PE 
LE LE ig 
on peut écrire ces équations sous la forme 
I aG Paes à 
(53) a + Art — rot K’. 
1 0K’ y 
(54) ates NO Ue 
(55) div G’ — hro’ divK’—o (56) 
(57) LE 4 grad 0 + — 0. 
(58) REIN LES cle V+ io (59) 
c 
(60) j— (@+ ns, pre 
c 


qui sont cette fois identiques aux équations de l’électromagnétisme 
et entrent dans le schéma symétrisé de Minkowski, avec des notations 


Ga on 
et | à ts 
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PE Ones at MT CT 


< 


semblables. Les grandeurs correspondantes de l'électromagnétisme 

et de la gravitation-inertie ont alors même dimension. 

__ Lorsque les champs ne sont pas entièrement dus à des masses 
agissantes, en mouvement dans un système de référence galiléen, les 
équations (44) et (46) issues du théorème de Gauss ne sont plus 
exactes, parce qu'un champ d'accélération a généralement une 

_ divergence positive, Toutes les autres équations restent valables. 


CHAPITRE III 


RECHERCHE DE L’EQUATION DES ONDES ASSOCIEES 


Le système algébrique et le système différentiel. 


Nous associons au mouvement des corpuscules deux systèmes 
d'équations : 

1° Un système d'équations algébriques qui définit deux champs 
de quadrivecteurs, d’ailleurs indéterminés. Lorsque ces équations 
sont satisfaites, il en est de même de l'intégrale première du mouve- 
ment relativiste, en théorie non quantifiée. 

2° Un système différentiel qui lie les champs en question et qui 
contient la constante A. 

L'ensemble de ces deux groupes d'équations semble résoudre le 
problème de l'onde associée au corpuscule. 


S3. — Le tenseur orthogonal. 


v étant la vitesse d'un corpuscule (de composantes v,, V,, V5, 
i) ioe ic), nous associons à son mouvement le tenseur quaternion 


at. UY, vO, —U, Y, a 
bf 2 4 2 
iv vO Ù vo 
ra 2 3 I CAES 2 
(1) R= (Si) oe ae ={ vi) R 
1 2 1 4 3 4 
mani aca aie a 


obtenu d'après le schéma déjà rencontré au ch. 1, et que nous 
rappelons pour mémoire. 
Soit R;, son terme général, on a d’une part 
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avec permutation des indices d'espace 1, 2, 3 soit 
se ( = ( eee oR Es. OR =. ( SE y 
Ris À, EU, fe = Wy, ev, Ke, — Rajya ey 
? A ( = 3 ( / 
on a d'autre part Po = x BY, 


Enfin, sur la diagonale principale 


Ras =" ic Cia ake at h) 


e, €”, e”, sont indépendants et peuvent prendre arbitrairement les 


valeurs + 1 ou — 1, ce qui fait 8 combinaisons différentes qui corres- 
pondent à l'orientation des axes d'espace, à l'orientation de la 
4° dimension, et au signe + ou — de l’ensemble du tenseur. Tout 
cela n'est qu'une question de convention sans importance pour ce 
qui suit, nous avons choisi arbitrairement ee —€"—+ 1 

‘test la base des nombres complexes affectée à la quatrième dimen- 
sion par la relation x, — ict avec ees i 

Si Rest le tenseur transposé de R, R~' le tenseur inverse, on 
vérifie facilement que 

(2) HR 1 


/ 


ce qui prouve que R°—R ", c’est-à-dire que le tenseur R est ortho- 
gonal, parce que son inverse est égal à son transposé. On a aussi 
R* = R° (R* étant le tenseur conjugé de R). 

Nous avons d'autre part 


at 
5 2 
2 se I ot RE 
2% phétiis 3er RE Lim.c 
1 ivc ai ee v ‘ 
ic i 


m étant la masse du corpuscule, m, sa masse au repos. 
On en déduit, en posant 


P= nny DER TS), avec Dre 


Dev Pe PET 

pe et Be P Prat 

©) Otic) AP ee oP eaee, 
eae aes is EF 


Nous supposons que le corpuscule se meut dans un champ électro- 
magnétique dérivant du potentiel scalaire U, du potentiel vecteur 


_ A, nous supposons de plus que les potentiels de gravitation-inertie 
34 
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V et © sont nuls ou négligeables. On a d'après (11) ou (26) 


e , . ; \ 
(chapitre 1) P,= mu, = p, — ge A, et d'après (12) ou (27) 


- ‘ LEE ; 
(chapitre 11) P=meime . (W — eU) 


s'écrit alors 


(A) aride RMS ri Le 
mL" +eU) (2. e A) (p. c A, ) 2 
| : ; 2 


> 


sp) 
| 
| 
a SS 
= 
| 
jo alo 
> 
be 2 
| 
| 
ny 
ae 
ee 
= 
| 
| 
ae 
à TE 
a 
ni 
a|r alr alo 
_ Pat 
eee 


C \ 
A) -(p-$Ai) 2 (W—eU) (r- 
oe c c 


e é e e ee 
ap piss As ri ANR A —(W 
@ <A, (2. =A,) (», p :) = 


Tous ces tenseurs sont hermitiens. La relation d’orthogonalité 
RR” = 1 s’écrit ainsi 


d= I \2 he ha tht 223 
(5) ay a =(p— 24) ILE 


qui n’est autre que la formule (13) | déjà rencontrée et qui constitue 
l'équation fondamentale du mouvement du corpuscule chargé, dans 
un champ électromagnétique. 


: 
S 


S 4. — Le système algébrique. 


Soit alors 9 un vecteur d’univers absolument arbitraire, 4 le vecteur 
transformé par l'opérateur linéaire R, on a 


(6) b= Ro, 


y est associé au mouvement du corpuscule parce que les coefficients 
de la matrice R de la transformation sont les composantes de la 
quantité du mouvement du corpuscule. La transformation inverse 
rsa 
s écrit 


(7) 9=R'Y. 
En effet, nous avons vu (2) que 
(2) RR°—1=o 
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en vertu des lois de la mécanique relativiste, et que de ce fait 
R'—R-!. 


Nous pouvons écrire plus généralement 


(8) M RO 
(9) do = Ry 
avec ÀX ‘—1, À pouvant être réel au complexe (dans ce dernier 


cas, le produit des modules reste égal à 1, les arguments sont 
opposés). Bien que l'indétermination règne pour le moment sur les 
vecteurs 9 et 4, on doit considérer qu'ils ne sont pas indépendants 
Yun de l’autre et que la loi qui les lie est également celle qui assure 
la conservation du quadrivecteur quantité de mouvement, dans la 
mécanique relativiste. 

Les équations (8) et (9) peuvent être développées et mises sous une 
forme algébrique : (8) s’écrit alors 
D med, = Po, + Pie, —P,o, +P 9, 
th mcd, = P.o, + Pi9, — P,o, + Po. 
th ‘med, = Po, dé P.9, bina Po, HE P,9, 
t'a Mey, —— Po, RTE P.9, (an P.9, aie Po, 


(10) 


et en notations vectorielles 
(11) 


9 s écrit 
tM,Co, = Pd, ae Pt, 5 Pio, aye Pid 
- t,o, 2 Pi, FE Pid, af Pi = Poy, 
as 2) iNn, Co, = Ps =e Pt, Sn Pv, baa Po, 
mc, =P, + Pa, t+ Pig, + Py, 


Soit en notations vectorielles 


(13) me p= Po — Py, +P Ay 
ümco,—=Py+P,y.. 

En conclusion, nous associons au mouvement du corpuscule un 

double champ vectoriel. Ce champ vérifie les équations (2) (8) (9) 

qui prennent les formes algébriques (5) (10) et (12) et les formes 


_vectorielles (11) et (13). 
Ce double champ de quadrivecteurs n’est pas à proprement parler 
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une fonction d'onde et les équations (8) et (g) ne peuvent être consi- 
dérées comme les équations cherchées parce que ce sont des équa- 
lions algébriques, qu'elles sont en nombre insuffisant. et laissent de 
ce fait les fonctions 9 et y indéterminées. De plus, ces fonctions ne 
présentent aucun caractère périodique, enfin, ces équations 
contiennent les composantes du quadrivecteur quantité du mouve- 
ment, terme qui doit évidemment disparaître des coefficients des 
équations générales cherchées. En effet, les coefficients en question 
ne doivent contenir tout au plus que les coordonnées. 

Ainsi apparaît clairement le sens des équations (8) et (9) : et des 
équations équivalentes. Elles représentent la contribution apportée à 
la mécanique ondulatoire par la conception corpusculaire classique de 
la mécanique relativiste. | 

Il est visible qu'il leur manque un système différentiel fonctions 


d . *, 2 177 us . 
p, des - et des 2 qui leur apporterait l'élément périodique fonda- 
ay ae 
mental, apanage de la mécanique ondulatoire. Ces équations permet- 
traient en outre d’éliminer les p entre leur propre systéme et le systeme 
précédent, et de résoudre le problème de la détermination de l’équa- 


tion aux dérivées partielles de l’onde associée. 


S 5. — Le système différentiel. 


Pour introduire cet élément périodique, nous nous plaçons d’abord 
dans le cas du corpuscule neutre, ou chargé, en l'absence de champ 
extérieur, nous admettrons que les vecteurs 9 et 4 sont des fonctions 
circulaires du temps. Nous supposerons en outre, que lorsque le 


corpuscule est immobile, la fréquence est donnée par la relation fonda- 
mentale 


(14) Why At 


vy fréquence, © pulsation, W, étant l'énergie propre du corpuscule, 
m, la masse au repos, en d'autres termes, les fonctions o et 4 satisfont 
aux équations différentielles. 


0 i 0 i 
COS Gr Ma) 


Nous supposons en outre que les fonctions 9 et 4 sont les compo- 
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santes de champs uniformes, ce qui se traduit par les équations 


(16) OPK et Peer 
ox, ox, 

Ces hypothèses traduisent au fond. l'idée primitive de Louis de Broglie. 

Lorsque le corpuscule est animé d’une vitessse 5, il faut trans- 
former (15) et (16) et chercher leurs expressions dans un système 
de référence animé par rapport au premier d’une vitesse 3’ — — ÿ. 
Ce changement doit s opérer suivant la transformation de Lorentz. 
On arrive plus simplement à ce résultat par des considérations de 
symétrie relativiste. En notations d'univers. (15) s'écrit avec 


Dm dr — tek 


ob, __ mc 00, «mc 
(17) = UK 5:40 
ox, h dr, h 
d'autre part, si 6 est le quadrivecteur vitesse, de composantes 
dr, : : : 
o———— ON, a 0 —1c tit, € 1 (ON DE et M,c —= — Im, 
dt 4 0 0 #% 


(17) s'écrit alors 


dx imp 09% ss UMW 


Yk = El (18). 


ox 


; ox, 


Considérons maintenant le système plus général 


(18) mg, = — F094 
il est facile de voir que dans le systéme propre de la particule, il se 
réduit aux équations (15) et (16), puisque m devient m, et que v,v,v, 
s’annulent. 

Le systéme (18) apparait bien comme le systéme transformé de 
(15) et (16) dans la transformation de Lorentz, la quatrième équation 
s écrit aussi 


(18°) 


db ume? do __ ume’ 
Seer ue? ? 


Il est d’ailleurs facile d'établir ce résultat directement, et d'une 
manière plus rigoureuse. Nous passons du système propre du 
corpuscule à un autre système galiléen animé par rapport au 
| premier d'une vitesse de translation —%. Nous utilisons la frans- 
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formation de Lorentz généralisée (compte tenu du signe négatif de la 


vitesse), (avec a 


Vr—e 
2 
v v,v Vv v 
= 2 173. e. 1 
ey i+ ay, a 2 2 X, 
v v v Vi 6 
2 
v,Ù v; v,0 v, 
x, ty 1+—2y Er Ve si: X, 
| v v v V1—8° 
(19) | op vv" v, v 
T, À TX 1+-2% == X, 
v v v \ 1—f” 
Oe Dah ae eta: We I T 
Vip cVr—B cVi-p Vip 
era . æ: X; SE 
que nous écrivons symboliquement Fibs LIix T' IL] étant la 


matrice de la transformation de Lorentz. Si L~' est la matrice inverse, 
— L la matnice obtenue en renversant le sens du vecteur vitesse v, 
ona 


Ios testo 


Le changement de variables (19) entraine la relation 


ay ay 

ax, dx; 

20 en ef 127 

ai vw a 

oT dt 

qui s écrit, plus explicitement : 
dy vi vv vv + db 
pee dE TE — 224 34 1 LS 
dX, ey wv x ay” pd ey ST B? dx, 
Der ede P 
oX, v v v c2\/1 —B*| [da 
= : x (20’) 

ob] | vo, vd, vs we 4 
re 2 ny 3 be 1 anne A "ii — = 
oX, v v v evi —p? dx, 
Si FA st tg dy 22 vers ne voté à ' oy 
oT) [ag Vie Vis V1 — Bt | fae 


soit en développant, en tenant compte de (15) et de (16), et du fait 
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que X,et T représentent maintenant les coordonnées dans le système 
hé au corpuscule : 


& dt 3, \ a} ) v, d À oy 
1 \ yee, vw : Fox, C'V/1— pdt | 
oy __ VU, ms 3 \ dy ) 
(22) SE — is at 128, ss = L as ra BT es 
9 F v° ox, G Vi Q? ol 
(23) 
Ww VU, À VU, \ du v2 
CAP: de + (14%) Mes 
LUE Er te, v dw, vw] de, 67/7 got 
(2h) 
dy RENE PR ET Din cc nd) Wu 


a 
4 V1 —8? &, TVA — 6 de, V1— 6? %, \/1—B dt h 


L'équation (24) s'écrit en multipliant les deux membres par m, 


et compte tenu de la notation (4’) du ch. n, soit ld ate D 
Vip 
ey oy oy dy ime? 
(25) Fame Fes P, — m—= —— y. 
an, À er ad ees! 


Cette équation est vérifiée par le système (18), qui n'est autre 
que (2) ch. u, c'est-à-dire 13 ch. un, laquelle est implicitement conte- 
nue dans 6 et 7 ch. i, et vérifiée par hypothèse, car l’équation (25) 
donne par substitution 


— Pi— P}— Wel ag if ef Oe 


Il reste à montrer que les trois relations précédentes (21) à (23) 


sont également vérifiées. 
(21) s'écrit en effectuant les substitutions (18) et (18’) et en divi- 


V, 
! . 


sant les deux membres par 


Soit LS ONE a 
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On vérifierait que (22) et (23) sont également satisfaites dans les 


mémes conditions. 
Lorsque le corpuscule est chargé et soumis al’ influence d’un champ 


électromagnétique dérivant d’un potentiel vecteur A, son énergie est 
accrue de l'énergie potentielle eU, c’est donc la quantité WwW me*—-eU 
qui doit entrer dans la formule fondamentale (15), cette expression 
s'écrit alors 


. od | 
= Sn ce =e) & soit = Emo + TA} 


Il en est de même de (18) qui s'écrit 


a t € 
St = — À {me + £A,)p 


dt i 


Cette équation appartient au système général 


(26) a hat if y avec bien entendu = == o (267) 


et pi mv, + A, 
Cc 
Lorsqu'il se superpose un champ de gravitation inertie dérivant 


du potentiel d'impulsion défini par le vecteur V de composantes 
V,V,V,V, avec V,—10 (@ potentiel scalaire). 


(27) prs mu At V, 


La quatrième équation de 27 peut s’écrire 
(28) W = mc + eÙ + mo. 


Le système (26) peut se mettre sous la forme opérationnelle 
commode 


+ Ù 
2 — ih — 
(29) Pi eee 
avec, pour /— | 
30 W=— in 2. 
(30) ihe 


Systéme considéré comme un principe fondamental de la méca- 
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nique ondulatoire, et comme tel, posé a priori. L'étude qui précède 
rattache ce système aux idées primitives de Planck et d’Einstein, et 
à l'hypothèse de base de la première théorie de Louis de Broglie, 

En portant (29) et (30) dans (27) et (28) on obtient le système 


(31) PAS AU RS Ve 
ox, c 
(32) Ps = ime & es (eU + m0) 
c ot c 


qui est fondamental dans notre théorie, car d’une part, il remplace 
les opérations de base de la mécanique ondulatoire et il a été 
obtenu par voie déductive à partir de l’hypothése du début du § 5, 
ch. ur (formules 15 et 16), d’autre part, i est valable dans les 
systémes non galiléens et introduit de ce fait la relativité généralisée en 
mécanique ondulatoire. 


FORMULE D’EINSTEIN ET FORMULE DE LOUIS DE BROGLIE 


La formule d’ Einstein 
2 h Be 
a 99, 
W énergie, v fréquence, 7 période, ne saurait exister seule, en vertu 
de la symétrie relativiste de l’espace-temps. Elle peut en effet s’écrire 


RW iS k 


(36 see ae, 
iF) Ps c iF meh 

Or p, est la quatrième composante du quadrivecteur impulsion p, 
d'autre part, à, doit être considéré comme la quatrième compo- | 
sante d'un quadrivecteur 2. La relation (36) appelle donc trois 


autres relations du type 


(37) ne (aveewE =" ,#303) 
A, 
soit vectoriellement se (38) 


Cette relation vectorielle définit une longueur d’onde vectorielle >, 
elle contient en valeur absolue la relation scalaire de Louis de Broglie 
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La relation (37), plus complète, est valable pour 1 —1, 2, 5, 4, 
elle s'écrit plus simplement 


(38) P—= À 


Pp et A étant alors des quadrivecteurs d’univers. Les trois premières 


composantes traduisent la relation de Louis de Broglie, la quatrième 


traduit la relation d’Einstein. 
Ainsi, la relation d’Einstein et la relation de Louis de Broglie, 


a st A 


seraient la composante de temps et la composante d’espace d’une seule — 


et mème relation entre deux quadrivecteurs d’univers. 


MINT TA MIATÉVIMOR Ae 


: . nistequet à sae MA 
i # s 
ant are fe cf 
5; ar. aa! SCT Le CRGRES 2e Rae TRE Lo: agen es Gi YA 
fes * : PPT mt À rirttss (ta Er: in MON <5 


ges is nos Re Sboiq NES « “gr 
CLR # Isic aS Jan sh Des oh ter talons nesses i 


CHAPITRE IV 


LES ÉQUATIONS GÉNÉRALES DES ONDES 
POUR LES CORPUSCULES CHARGÉS DANS LES SYSTÈMES 
DE REFERENCE NON GALILEENS — NOUVELLES NORMES 


On obtient les équations générales des ondes pour pour les corpuscules chargés 
en éliminant les composantes P, de la quantité de mouvement entre les deux 
systèmes d'équations, de manière à obtenir un système linéaire qui ne contienne 
plus que les fonctions d'onde, les variables de position (espace et temps), et les 
dérivées partielles du premier ordre des fonctions d'onde, par les variables en 
question 

I] est possible de former à partir de ces équations un vecteur d’unwers dont 
les composantes soient des formes bilinéaires des composantes des deux fonctions 
d'onde, et qui vérifie une équation de conservation. Les trois premières compo- 
santes de ce vecteur ont ainsi le caractère d’un vecteur courant et la quatrième 
composante, celui d'une densité. Bien que cette densité ait la forme d’une 
densité classique, de probabilité de présence, nous avons des raisons sérieuses de 
considérer qu'elle représente une densité d’énergie, nous sommes alors à même 
d'analyser le mécanisme énergétique de l'onde, et nous cherchons ailleurs le 
courant et la densité d'électricité. 


S 6. — Les équations des ondes pour les corpuscules chargés. 


En conclusion de l'étude qui précède, le système d'équations des 
ondes associées aux corpuscules chargés, en mouvement dans 
un champ électromagnétique, dérivant d'un potentiel vecteur d’uni- 
vers A (dont la quatrième composante a pour expression À, — il, 
U potentiel scalaire), dans un systéme de référence non galiléen est 
donc formée : 

D'une part par l’un ou l’autre des systèmes équivalents (10) (12) 
(algébrique) ou (11) (13) (vectoriel), ch. 1. ae 

D'autre part par le système différentiel (31) et (32) ch. m. | 

Autrement dit, le système des ondes associées est représenté par 
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l'un ou l’autre des systèmes (10) (12) ou (11) (13) en posant dans 
ces expressions 


(1) P= ik — — %, avec, selon les notations du § 2, ch. u 
oy > 


(2) 8 — mt, + © A, (impulsion potentielle) et 8, — — (eU + md) 
2 es c 
soit en notations vectorielles 
(3) P—ixÿ—® et  P,déjà défini 
(nous rappelons que 7 est l'opérateur vectoriel de composantes) 
qe = et que l'on a 3 A À —rot À. 
dx, 
on obtient pour le système (10) II 
ae | pr A à 
Fe ‘im,cy, ar (thd, a: £,)9, + (tho, ae £)o,— (Ad, = £)9,+ (vd, x. £,)9, 
À im cy, Si (LA, af; £,)o, Fe (thd, F L,)9,+ (thd, vt AL A ma (thd, v4 Æ,)o, 
Atm ed, ai (iho, ag 2 )o, ce) (thd, Ps 4 )o,+(thd, < %)o, + (2, À £,)o, 
a5 imc, = (id, Es £,), (vid, SP 4)9, iz (thd, — 4)%, Æ (thd, x 4,)9: 
et pour le système (12) II 
tord | 
dum, C9, ae (iho, ee LY, a (thd, rae zy, a5 (thd, i. 4), ss (thd, = 4), 
AM C9: SE (tho, my Ey, - (thd, ‘~ ,)%, 9 (thd, ire: T,)9, + (thd, = EY, 
AUN, CO, ga (ir, "3 2), + (iho, we ty) De (LR, LE 4,)4, ae (thd, ca 4), 
AUN, CO, = (thd, Ss 2), a (tho, <a ay, rie (thd, < ï,)y, + (thd, = £,)9, 2 
En groupant autrement les différents termes de (5), on aurait 


(7) 
A2,9, 2,9, —2,9,+2,9,)—= 2 ”'med,+i(4,0,+2,0,—2,0,+ £.0,) 
AP, + 049, aa AUX + d,9,) = À “ME + (Lo, + gz, — 4,9, ag 4,9.) 
h(d,9, He 959, LE à, Pa + 259%) isla ‘mich, 4H (2,0, ss Lo, = oY P+ 4,9.) 
(9, + 0.0, ue 0395 rs 2,9,) =" mcy,— (Lo, +°2,9,+ Lo, Lu Lo.) 
on obtient de même pour le système (6) 
(8) 
th(d,4, — 0,4, + 2,4, si 2,9.) =: AM, C9, à ns Ut, aS a, + fu, AU EAU 7) 
th(d,%, — 9,4, HE 0.4, — 2,4.) =hin,co, ne UL, <- £4, =i £4, a? 4.) 
th(,4, — 0,4, Mis 0,4, — a) a AM, Co, “ (fy, ee AA zi ay, EAUX) 
th(d,, a d,Ÿ, #2 AA a d,9,) — AM CP, — uty, se tb, + a, sa £,,). 
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Ces équations prennent la forme vectorielle 


(9) 
I 00 . a re I Siw = > > - = 
nt érote —gradig, +> (fg — 2 \ 9+ he) — a ky 
(2 
1 0 4 LUE Se n 
ait dipé + (fe — fe) =— BO CN 
(10) 
I ay : > ec : e <a > > mc > 
——-+ rot — grad iv erat Sh Pb 2 ur) = or 
c at Ÿ 8 bet el ot /\ % y.) LA h D 
1 Ov, atk er Ghee 
——++idivy+ (EYE @u )—=A—“ (io ). 
Met idivd + © (B+ 24,) <1 (in) 
§ 7. — Comparaison avec les Equations de Proca, 


de Bureau, de Louis de Broglie. 


Nous avons donné à nos équations, la forme condensée (8) § 4. 
Nous pouvons en former une autre, destinée à les rapprocher de 
celles de M. Alexandre Proca. Nous nous plaçons dans un système 


f L4 bed LA D (4 
de référence galiléen, nous avons $,—eA, ( avec RSA nous 
c 


posons À, = a Ais 


Py Ds Po 9 < i: +; i; a 

tis Ps Ps Pi D ; Es 3 or He re 

(@) FE Duly Dr Ps (°) GEL je y, (A =e 
eel HPs TRIS. y, Ÿ, Ÿ, Y, 


soit d’aprés (a), (6) et (6) et (7) 


(5) Gyp=ba=(0,—iA,) On + n= tn) 9, (0, — TA, e+ (5 is)? 
(6’) F,,=9,= (0, —1A,) 4, +(0,—tA,) b, + (,—tA,) Us — (0, —tA,) + 


Les équations (5) et (6) prennent alors la forme 


(5") (0,—iA,) F,,=A~ "x, 
(6”) (à,—iA,)G,=2%0, 
_en posant PE he on 


à condition que ces équations (5”) et (6”) soient accompagnées de 
(a) et (b), ou de (5”) et (6”) qui les explicitent également. 
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Rappelons que les équations de Proca (") contiennent quatre 
fonctions d'onde, s’obtiennent à partir d’une fonction de Lagrange, 
posée à priori, et s’écrivent (formule 21, p. 351 article cité), soit: 


(c) 0,-FiA,) F,, — hr 
que l’on peut mettre sous la forme conjuguée 
(c*) (d, — iA,)G,, = k°4,) 


(parce que, dans sa théorie G,,—=F*,) M. Proca appelle A et k les 
quantités que nous appelons A et x, mais il pose 


(d) FY, = G,, = (0, — tA,)b, — (0, — tAy) bps 
que l’on peut encore écrire 


Les équations (5”) et (6”) sont très condensées, mais elles exigent 
d’être explicitées par les équations (5’) et (6’), qui expriment la 
même chose, et qui sont les unes et les autres, des transpositions 
de (5) et (6), de sorte que cette forme ne s'impose pas dans notre 
théorie, et paraît même artificielle. Nous l'avons établie pour 
permettre une comparaison avec les équations de M. Proca, avec 
lesquelles elle présente une analogie, mais elle s'en éloigne en 
d’autres points car d'une part, nous avons deux vecteurs © et Y, 
deux tenseurs F’,, et G,, et deux équations distinctes 5” et 6”, au lieu 
d'un seul vecteur 4, d’un seul tenseur (puisque G,, est le conjugué 
de F,,) et d’une seule équation (puisque c* est conjuguée de c). 

Si l’on suppose A —o, si l'on sépare les parties réelles des 
parties imaginaires, on obtient les équations « classiques » de 
Florent Bureau, si l’on annule 4, et la composante imaginaire 
de +, on obtient les « équations du photon » de Louis de Broglie. 


§ 8. — Comparaison avec les équations de Dirac. 


\ 


Il est intéressant de comparer nos équations avec celles de Dirac. 
Nous nous placons dans un système de référence galiléen. Afin 
d'éviter un encombrement excessif des formules, et de faire tenir 


(17) Alexandre Proca, « Sur la théorie ondulatoire des électrons positifs et négatifs ». 
Journal de Physique et du Radium, n° 8, p. 347 à 353, 1936. 
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celles-ci dans les limites qui nous sont imposées par le format de 
cette publication, nous posons 


mc .e : 
x=, 5. =d,+1— A, (r=1,92,3), avec 0, a ù Dee) 
h ch dt, À c dt 
1d wl : 
et Be a che pr avec A =wU. 


4 


: cod ch 


a : > : 
Soient d'autre part ,2,7,2,, les matrices de Dirac. On peut former 
la matrice 


TD, Had, ad, +0, +2, 


et écrire l'équation de Dirac sous la forme 


TX |4|=0 
avec 

| d,+x O 0, §,—0, 

= N NS RNY NS 

T— oO D +x d,— id, —à, 

Less §+i,  d,—x ) 

id > N N 
| à, —140, 0, O Geax 


Nous avons dans les mémes conditions 


DI=IRIX Ie le =IRTX 14 


avec 
ù, i, —id, id, 
. ONG RNY 
ie 17 9, 8, 10, 8, 
x| Ww, —i, CARRE LA | 
SNS ENS > . 
—i, —10, —wv, i, 


Il est intéressant de comparer les matrices R et T. Au premier 
abord, l’ordennance de la matrice R apparaît plus clairement que 
celle de la matrice T qui présente des cases surchargées (les deux 
diagonales), et des cases vides. De plus, on remarque que dans T, 
le facteur imaginaire i n’est plus l'apanage de la quatrième dimension 
(conception relativiste que l’on devrait abandonner), et qu'il affecte 
la variable x, tandis que x, et x, sont réels. 

On passe de l'ordonnance R à l'ordonnance T en permutant les 
cases d'indices 2 et 3, en vidant les cases d'indice 2 de leurs termes, 
que l'on vient ajouter en surcharge sur la deuxième diagonale, en 
plaçant le terme x sur la diagonale principale, avec des signes appro- 
priés. La dissymétrie de ce tenseur par rapport aux différentes 
variables montre que cette disposition n’est pas la seule possible. 
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Effectivement on a le choix entre un certain nombre de combinaisons 
possibles, mais on peut montrer que leur choix n'a pas d effet sur 
les prévisions observables de la théorie. 


S 10. — Interprétation physique des fonctions d’Onde. 
Conservation de l’énergie, nouvelles normes. 


Quel est le sens physique de l'onde associée au corpuscule ? Dans 
les premières théories (L. de Broghe, Shrédinger, Gordon). L’onde 
Y était scalaire et complexe. de sorte qu'il était naturel de former la 
quantité conjuguée 4”, et le produit D = 4", quantité essentiellement 
réelle et positive. On peut lui adjoindre un vecteur 


F h roa ie F MIT 
C ——— (4 grad 4° — Y* grad 4) 
Jim 


tel que p et C vérifient une équation de conservation 
dD . x 
(11) + div C=o 


analogue a celle qui lie en hydraulique le courant fluide et la densité 
qui représente D et G? Sil y a une chose qui se conserve c'est, 
avant tout, le corpuscule (à moins qu'il ne se désintégre!). On a 
donc imaginé dès le début que D représentait /a densité de probabi- 
lité de présence, c’est-à-dire que dans l’espace dr la probabilité de 
trouver le corpuscule est Dd: quantité nécessairement plus petite que 
l'unité. Comme si on cherche le corpuscule en explorant l'espace 
on a la certitude de le retrouver, c'est-à-dire une probabilité égale à 
l'unité, on doit avoir 


D — 1 


espace 
relation qui nous permettra de normer la fonction v. Nous remar- 
querons toutefois que ce n'est pas à nous à décider ce que représente 
la fonction 4, et ce choix — qui a été adopté dans toutes les théories 
ondulatoires — ne peut-être maintenu que sous réserve des dévelop- 
pements ultérieurs de la théorie. | 

Dans la théorie de Dirac, on a 4 fonctions d'onde y, LL, Y,, un 
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raisonnement analogue nous montre que l’on a encore l'équation 
II en posant 


7 + 
D DU el 
‘ + 
1 
CG — — e(d'4 + uF de + yr 
a (1%, x 25%, V9) 

x fia ° " x 
CG, = — e(ty D — ap ty D, — 9,9) 
2 One rats + ht 

> * * * * 
— af hy her] Lu Ra) 
C, = EL, tot Y3¥ Le Vs) 


C, C, C, sont les 3 composants d'un vecteur €. 

Nous trouverons, nous aussi une équation de conservation de 
forme identique. 

Suivant notre point de vue, nous cherchons aussi à former à partir 
des huit composantes de nos fonctions d’onde vectorielles get’, une 
quantité réelle et positive D suscephble de représenter l'intensité de 
l'onde, dans une grandeur pour le moment indéterminée, c’est-à-dire 
une densité de cette grandeur. Nous devons en outre lui adjoindre un 


vecteur G représentant le courant de la grandeur en question. D et G 
vérifieraient encore une équation du type (II) exprimant la conser- 
vation de la grandeur, sur laquelle nous n'avons fait aucune hypothèse 
a priori. L’équation de conservation, si elle existe, doit se déduire des 
équations générales (5) et (6) qui définissent les ondes ¢ et ¥. 

Pour atteindre ce but, nous allons opérer une combinaison entre 
les équations (5) et (6). Nous achéverons d'abord de les symétriser. 
Nous avons vu en effet dès le début de cette étude, que ic a été 
introduit dans nos équations en tant que quatrième composante 
v, = dx,/dt — x, du vecteur vitesse v. Nous remplacons ainsi ic par v,. 
Les équations en question contiennent encore le symbole i en 
facteur des éléments différentiels 0,, d,, d,, 0,, introduits par le système 
différentiel (26) et (26). 

Ceci posé, nous formons les équations conjuguées (5) et(6) obtenues 
en changeant i en —i, là ou il reste explicite. Cette opération 


i ee = 5 ; Pe oy O0 
n’atteint donc pas la quatrième dimension «,, ni les dérivées a et 


ù | ae 
—-, et les quatre dimensions de l'espace universel sont traitées de 
dx 


4 
la même façon. 


Envisagée sous l'angle des variables physiques (espace tridimen- 
sionnel et temps séparé), cette conjugaison apparaît comme la super- 
position de deux conjugaisons successives, qui n/altérent pas la 
_ validité des équations sur lesquelles elles ont opéré : | 
35 
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° Le chang 2, conjugaison bien connue en 
ar et ef n ‘altare pas les équations ainsi transformées puisque 
c est une constante. 

2° La conjuguaison proprement dite, c'est-à-dire le changement 
de i en —i, ce que l'on a encore le droit de faire, puisque 7 est une 
base, de sorte que finalement : 


sh $ ù LEO 
x, et les dérivées x, Ic et d = = — — 
a É 7 ow, ic ot 

restent inchangées, tandis que les opérateurs thd, thd, ihd, thd, changent 
de signe. 

Nous multiplions ensuite : 

Les équations (5) respectivement: la première par 20° la seconde 
par ko+ ete... (voir Tableau I). 

Les équations (6) respectivement, la première par ?. 
deuxième par A‘; etc... 

Les équations 5*, la première par — X9, etc... 

Les équations 6*, la première par — 274, etc. 

Puis nous ajoutons membre à membre les 16 équations. Les termes 
d'interaction potentielle disparaissent, et nous obtenons l'équation 
scalaire unique à fonctions d'onde réelles et positives, qui s écrit: 


TS la 


(12) 2642642 C+È Co 
(13) 
ea [hai Feb) + (U4; — 4,92) IA (on 9295) + (api pp) 


Cy= ick} | ($4: —4,43) + (bibs — babs) | +2[ (0,93 507) + (9.92 9292) |} 
C= ick [(4,43— Fah) HUH — 442) ] +l (0201 9,93) +(0,03— 999%) |} 


quantités essentiellement réelles parce qu elles sont égales à leurs 
conjuguées. Ces trois formules sont contenues dans la formule 
vectorielle unique 


(16) Eh AH) +H +P) +45" A 64e, — grid]. 
On a en outre pour la quatrième composante 
(15) 

C= ich (UE + babs de + DU) + 29,95 + 9.93 + 9597 + 9,98): 


Le quadrivecteur C n’est défini qu'à un facteur constant près, que 
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nous avons appelé ck, nous réservant de déterminer k par la suite. 
On a d'autre part 
ù LEO 


ic dt 


oe, 


LEA à LE ° se | . f . 
1 équation (12) s écrit alors, en posant CG, — icD (soit D — = D) 
Ce 


(16) iv. Cs 


Cette expression a la forme d'une équation de conservation. Elle 
définit la « densité » 


(17) D=kS QA" bhi + 9:97) 
{ 


(d'un « fluide » dont la nature n'a pas encore été interprétée), et 
le vecteur courant G définissant l’écoulement de ce « fluide ». 

Nous avons vu que D et C ne sont définis qu’à un facteur près, 
et c'est sur ce facteur indéterminé que l’on joue pour ajuster la 
fonction d’onde à la norme adoptée. On peut toujours prendre k— 1 
et définir les fonctions © et Ÿ par les conditions de normalisation. 
On aura toutefois avantage à rattacher o et | au système d'unité 
adopté, et à cet effet, on ajustera la constante k. D'autre part À 
constitue un autre facteur indéterminé. 

On peut poser k— #7, 14 et 15 deviennent 


4 
(18) D =H (uit +2990). 


(19) Gaiek [GAP +I, — WW) HS Ag oe. — gel. 

Que représente donc ce « fluide » dont on a défini la densité et le 
vecteur courant? 

Si D représentait une densité de probabilité de présence et si e était 
la charge du corpuscule, »—=eD représenterait une densité probable 
de charge électrique. Conserverons-nous à D l'interprétation que lui 
donnent toutes les théories ondulatoires ? 

Nous avons déjà remarqué que le fait que D obéisse à un théorème 
de conservation n'était pas un indice suffisant pour imposer l'inter- 
prétation actuelle. Nous pensons qu’une interprétation correcte de D 
doit se conserver dans la théorie électromagnétique. Or, on possède, 
dans le théorème de POINTING une relation de conservation tout à 
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> ‘ Le 
fait analogue. En eflet, si E est le champ électrique, H le champ 
magnétique, on peut former la fonction d'onde complexe 


(20) = H +1E 


trirecteur d'espace, qui est la représentation vectorielle du tenseur 
antisymétrique, « champ électro-magnétique » et le théoréme de 
Poynting à la forme 10 bis en posant 


(21) DE ai" et C— (SA d*) (22) 
St T 
É et H étant exprimés en Gauss. Si on exprimait ces champs en 
unités « rationalisées » (dans lesquelles l’aimantation et le champ 
magnétique d’une part, la polarisation et le champ électrique d'autre 
part, possèdent les mêmes unités), on aurait 


D — 270 4* et C= amic (4 /\ {*). 


Ces expressions sont contenues dans (18) et (19), se confondraient 
avec celles-ci dans les trois éventualités suivantes : 

1° La contribution des 9, au bilan énergétique est négligeable, 
par suite de la faible valeur de 2 (constante encore indéterminée, 
mais que l’on pourra considérer effectivement comme étant tout à 
fait faible, dans le cas du photon). 

2° La contribution des ¥,, tout en occupant une place importante, 
éventuellement égale, a passé inapercue dans les problèmes macro- 
scopiques de la théorie électromagnétique, et on ne doit pas en tenir 
compte dans le « raccordement » des expressions 22 à 24 d’une part, 
18 et 19 d'autre part. 

3° Les 2, et les 4, apportent des contributions égales au bilan 
énergétique total, dans les hypothèses qui ont permis l'établissement 
du théorème de Poynting, de sorte que l’on obtiendrait un résultat 
global correct en abandonnant la contribution des 9, et en doublant 
celle des 4, ce qui conduirait à prendre pour k’ une valeur moitié. 


, é é I 
Dans les deux premiers cas, on retrouverait 21 et 22 avec k’ = — 


23 et 24 avec k — arn. 8T 
x . 1 

Dans le troisième cas, on retrouverait 21 et 92 avec eaery ae 

23 et 24 avec fk’ =n. eA 


Le développement de cette théorie nous permettra de discuter de 
ces trois possibilités. Nous verrons que dans les cas qui nous intéres- 
sent, il y a équipartition de l'énergie entre les <, et les ¥,, mais ce 
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résultat intéressant, tout en permettant la troisième interprétation, 
n'exclut pas la seconde. Seules, les conséquences que l'ont peut en 
ürer permettraient donc de choisir entre deux déterminations dont 
l'une est le double de l’autre. Nous lui conservons sous réserve, 
la valeur classique es 
On 

L'expression D de la formule 18 représente donc une densilé 
d'énergie, alors que le vecteur C de la formule 19 représente un 
courant d'énergie. complétant l'expression classique du vecteur de 
Poynting. 

Il apparait dès maintenant que c'est en énergie probable qu'il faut 
normer la densité. Nous chercherons donc ailleurs le vecteur courant 
de probabilité de présence, et le vecteur courant électrique. Des 
indices encore plus convaincants viendront par la suite confirmer 
cette manière de voir. 


Lorsque > est imaginaire pur ou complexe, le calcul précédent 
reste valable, à condition que ?. ne change pas de signe par conju- 
gaison. Si par exemple, 


MO X= pH): Sp le 


: 2 2 
eB) >= faveca er 


il faudra conjuguer les équations non seulement par rapport à i mais 
par rapport à 3. Cette précaution prise. le calcul reste inchangé. 

Pour 7 imaginaire pur, on prendra pour R un nombre également 
imaginaire qui peul être simplement 2, et on obtient encore pour D 
une quantité réelle. 

Pour x complexe, D et C ne sont plus réels mais complexes, 
l'équation de conservation se décomposera en deux équations entre 
parties réelles, on obtient ainsi pour densités. | 


D'une part. 


4 4 
(18) D, = D (edi + pe — 8")on7| D, = 8 > (991) (19) 
4 


On a de méme les deux courants correspondants C, et C, avec les 
mémes coefficients. 


4 

* Pies: * 

Posons 0, = > bip i ¥ ov: 
1 


18S D, = , 23 p(x" = 6*)8, D, = ap à, = 9” 


‘rifie séparé équati ration, il en 
Comme 4, vérifie séparément une équation de conservation. 
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sera de même de 0, (d'après 18°"). On en déduit que les énergies des 
« et des 4 sont indépendantes, on déduit de 18°* que la présence de 
la composante imaginaire @ a pour effet d’abaisser l'énergie D, en 
fournissant une conte Let soustractive. 


S 11. — La répartition de l’énergie. 


Si les formes (5) (6) ou (7) (8) du chapitre m sont symétriques 
par rapport a et à ©, les fonctions d'ondes, solutions de ces équa- 
tions, n’ont aucune raison de l'être. Il est intéressant de comparer 
les contributions des & et des 4 dans le bilan total de l’énergie, 
lequel s'obtient à l'aide de la formule 17 du § g. 

Nous appelons D, et D, les densités énergétiques dues aux ondes ¢ 
et 4, nous avons 


(29) Dis go. cet CDS, (30) 


Les énergies provenant des deux fonctions d'ondes ont respecti- 
vement pour se 


(31) Phe LOY dt 6; b,=k À D, de (32) 


espace 


(dt — d,d,d,, élément de volume de l'espace à quatre dimensions, 
avec d, — dx,). 

Pour comparer (31) et (32), nous formons &,—6&,. Pour cela, 
nous nous adressons aux équations (5) et (6) qui ont déja servi a 
établir la formule (17) § 9, mais nous les combinant autrement, 
de manière à obtenir 6&,—6, au lieu de 6,+6,, tout en cherchant 
encore — si possible — à AMnriaer les potentiels d’impulsion. Nous 
obtenons },, en multipliant la 4°"? équation (5) III par Uy, ce qui 
nous donne les quatre équations 


(33) 
À oe Uy, = Vi (,%, +9,0,+ 039.— dss) CR Ui(£,0, + £.0.+ £50. a £495) 


pple» x 
A Pane Ve =i) NS Eat Pat ne es Un er ave +2£,9,— £59;) 


—1 nm 
À Tote bs ee VQ. RER —d,p:)— 7 (20,4 £50,+ Lo, — 2e.) 


4-1 mic 


Yes = — Cp + 2.G2+ 25h, —2,0,) + 4(L,0, + Lo, + Lo, — Lo) 
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Il nous reste à former les quatre expressions ¢,9,, Mais, comme 
les 9, et les o; sont des nombres complexes, leurs produits sont 
commutatifs, de sorte que nous pouvons tout aussi bien former les 
quatre 9,9;. Les 4% nous sont données par le système conjugué de 8. 
Nous adopterons la même conjugaison qu'au § 10, c'est-à-dire celle 
qui change i en — à sauf dans la quatrième dimension æ&,—ict qui 
n’est pas affectée par cette conjugaison, ni sa dérivée v,—dx,/dt= ic. 
S'il en était autrement, x, subirait un traitement spécial, qui mar- 
querait d’une façon privilégiée la quatrième dimension. C'est la 
raison pour laquelle ic ne change pas de signe (tout comme dans le 
calcul de l’énergie), ni d,, lorsqu'on passe du systéme 8 au système 
conjugué. Nous cbtenons ainsi les ¢,¢; au moyen des formules 


(34) 
ak ae 0.9: = ig, (d,; — d, Ur + IY; — ds3) + HÉAUN er Eve + LS = 42) 
i 


— À h 0393 = 1D 5( 3405 — avi + 0,05 = w+ (LY; =o EAU + > Foy) 
AT geet = iY + Dh Oh + AE) PEG Tt EME Laps + Ba) 


Il n’y a plus qu'à ajouter membre à membre les systèmes (33) 
et (34) pour avoir l'expression cherchée. Le résultat se simplifie 
considérablement du fait que les termes d’impulsion potentielle 
disparaissent, et que d'autre part, les termes différentiels se laissent 
grouper par paires, pour donner des différentielles totales exactes. 
Nous avons souligné dans ces formules, les termes qui correspon- 
dent au produit 9,4. Toutefois, pour que des produits tels que 
Vd,D, + o.ù,V, représentent des différentielles totales, il faut les mul- 
üplier par l'élément différentiel de la variable correspondante, 
ce qui nous conduit à multiplier tout l'ensemble par l'élément 
d’hyper-volume d,d,d,d,. On a ainsi 

ee eee 
0 hy Vib — Age By PE? ) d,d,d;d 7 mc (VID: EY apo tYses +9.) d,d,ds 

1 d 


ride. Vie) (ie dede 
ie (Uae. — big) + (UG. — Wes)| dd 
ae (se. a 7) a CA — 29.) d,d,di} 
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En intégrant dans l'hyper-espace, puis en dérivant les deux 
membres de cette relation par rapport à x,, en tenant compte de ce 


que à, = de in ar, p , on obtient la relation 
As Os c of 
(36) 
6, — 6, — | eh D vib, ANT! D ORD }d,d,d, 
«/ espace 1 { 
We eae 


* te à * 
=, | } (Vio, + die, + die, +de.) ddd, 
suriace ~ 


m me dt . 
h “si * * Oh pores 
tg torte (Vire Hee) + (Yip = Yiga)] did 
* hake (Yay. ee Yi) or (U9, a VA] d;d, 
+ (Vig. — Vies) + (be, — Vip.)] dl 


Jsurface L 
qui répond au but cherché. 

En particulier, dans le cas des champs s/atiques, l'intégrale de 
volume du second membre s’annule. D'autre part, comme nous le 
verrons, les solutions statiques des champs que nous aurons 
l'occasion de rencontrer, associés à des particules, diminuent 
rapidement d'intensité en fonction de la distance r à cette particule, 


(supposée être génératrice du champ), suivant une loi de la 
evar e7ar 
ou 


forme 


> il en résulte que les flux représentés par les 
r 


trois dernières intégrales, s'annulent lorsqu'on les évalue à travers 
une sphère de rayon infini, de sorte que le second membre de la 
formule (36) est nul, et que, de ce fait, les ¢ et les v fournissent des 
contributions énergétiques égales. Ce remarquable résultat sera 
vérifié plus loin dans un cas particulier. 


§ 12. — Rôle de la constante À. 


La présence de la constante À marque seulement la possibilité 
d'exprimer + dans une autre unité que Ÿ et de ce fait, aucune 
valeur numérique ne s'impose pour elle à priori. 

Dans ces conditions, le plus simple paraît être de prendre A= 1, 
ce qui donne à ¢ les dimensions de Ÿ c’est-à-dire celles d’une densité 
d'énergie à la puissance 1/2, soit M'?L~‘?T-', dimensions qui sont 
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aussi celles du champ électromagnétique, de l'aimantation et de la 
polarisation. ¢ et Ÿ appartiennent alors au système C. G. S. et 
s'expriment en Gauss, s’ils sont définis par les formules (23) et 
(24) § 10, chapitre rv. 

Si on donne à À une autre valeur numérique, on introduit de ce 
fait un coefficient, et 2 n appartient plus au système C. G. 8. I n'en 
est plus de même si on rattache À aux grandes constantes de la 
physique. À possède alors des dimensions propres et + change de 
dimensions. De plus, il sera possible (et cela n'est pas évident pour 
le moment) de lui trouver des valeurs telles que © s'exprime alors 
de nouveau dans le système C. G. S. dans les unités correspon- 
dantes à des grandeurs de même dimensions. 

Pour hana", dont les dimensions sont L~', le vecteur © 
prend les dimensions d'un potentiel vecteur d'univers, soit 
MPLT (exprimé en unités électro-magnétiques). 

Pour A=s= =, de dimensions M'*L'?T~' le vecteur © prend 

of 
les dimensions L~* qui sont celles d’une densité de courant, d’une 
« substance » ou « grandeur » qui, pour le moment, n'est pas 
incompressible, dont les dimensions sont égales à zéro (ce qui donne 


au courant les dimensions d’une vitesse). Cette unité, que 


, ; : ay Mc è 
l'on pourrait qualifier de « normalisée » vaut donc oh gauss, soit 


mc | La 
we gauss pour le champ mesonique, et une quantite non mesu- 
rable et peut-étre nulle pour le champ photonique. 

Enfin, et plus généralement, on pourrait prendre À = 1 et normer 
de ce fait z et Ÿ, sur la base énergétique, puis effectuer sur ces 
champs un changement d'unités de rapport x, x ', ou A,, ce qui 
nous donnerait un système d’équations entre les potentiels vecteurs, 
les champs, les courants d'électricité et les courants normalisés. 
Nous reviendrons sur cette question lorsque les développements 
ultérieurs auront permis d'établir sur ce point, une correspondance 
avec la théorie classique. 
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§ 13. Densité et courant d'électricité. 


Nous avons vu au § 16 du ch. 1 que si l’on voulait pouvoir inter- 
préter tous les termes du tenseur d'interaction potentiel-courant, 
il fallait attribuer au potentiel vecteur la nature physique du courant 
électrique. 

L’analogie qui existe entre les équations 76-83 § 12 ch. 1, de la 
théorie électromagnétique, et les équations 7 et 8 § 6 ch. 1v de la 
mécanique ondulatoire, confirme ce point de vue et nous laisse 
supposer que l'une des ondes + et Ÿ aurait peut être elle aussi la 
nature physique du courant électrique; la correspondance est parfaite 
en l'absence d'interaction, à condition de dissymétriser les fonctions 
o et Y en posant comme dans 76-83 Ÿ,—o, en posant en outre 
nn et Jp 

h aha’ 

Cette parfaite correspondance nous donne le coefficient de propor- 
tionnalité entre le potentiel vecteur et le courant de dimensions L~’. 
dont l’existence a été pressentie au § 16 ch. 1, mais que la théorie 
classique était impuissante a fournir. 

Cette hypothése est trés audacieuse car elle marque un retour a la 
notion microscopique d’électricité fluide continue, tandis que dans la 
théorie ondulatoire actuelle, la charge est une grandeur attachée au 
corpuscule, et la densité électrique a un sens essentiellement proba- 
biliste, lié directement à la probabilité de présence, par un facteur 


numérique. Elle diffère de la « réinterprétation des termes de masse » 


Louis de Broglie (**) par le fait que la « densité mésonique » *de* 


Louis de Broglie n'a pas la nature physique de la densité électrique, 
parce que la « charge mésonique » n’a pas la nature physique de la 
« charge photonique » qui dans cette théorie représenterait la charge 
électrique. Plus précisément, la « charge photonique » serait la source 
d'un champ électrique, tandis que la « charge mésonique » engen- 
drerait un champ mésonique, de sorte que si une charge photonique 
et une charge mésonique sont en présence, la charge photonique 
agit sur la charge mésonique par l'intermédiaire de son champ 
électrique, tandis que la charge mésonique dont le champ s’évanouit 
à faible distance ne réagit sensiblement pas sur la charge électrique. 

De notre point de vue, il n'y a pas de « charges photoniques » 
ponctuelles, mais seulement des densités d'électricité, grandeurs 


('8) Louis de Broglie comptes rendus Ac. des Sciences, t. 229, p. 4o4 et Portugaliae 
mathematica, 8, 1949, p. 37. 
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scalaires liées au potentiel scalaire mésonique, et quantifiées par une 
intégrale d'espace comme l'action est quantifiée par une intégrale 
curviligne. 

Le courant et la densité sont des grandeurs complexes. La partie 
réelle est formée des trois composantes du courant électrique 
(potentiel vecteur électrique classique) et de la densité magnétique 
(potentiel scalaire magnétique non classique). La partie imaginaire 
est formée des trois composantes du courant magnétique (potentiel 
vecteur magnétique non classique) et de la densité électrique 
(potentiel scalaire électrique classique). 


S 14. Formation de l’équation du second ordre, 
comparaison avec l’équation de Gordon. 


Si on effectue la substitution I ch. 1v, (c'est-à-dire 31 et 32 ch. im) 
dans 4 ch. 1, on trouve une équation de Gordon généralisée 


(39) S (ihd, — L,) — mie’. 
x 

Si on effectue cette méme substitution dans les équations linéaires 
10 et 12 11 (algébriques) ou 11 et 13 m (vectorielles), on trouve le 
système 5 et 61v ou 7 et 8 rv (algébrique) ou g et 10 1v (vectoriel). 

On pourrait croire que ces deux systèmes contiennent 37 puisque 
10 et 12 (ou 11 et 13) contiennent 28.1, mais il n'en est rien, car 
les P, ne commutent plus lorsqu'ils sont opérateurs, sauf dans le cas 
particulier où le champ électromagnétique extérieur au corpuscule 
est nul ou inefficace (charge nulle). Dans le cas général, nous allons 
voir que les termes de l'équation 37 sont complétés par des termes 
additionnels qui ne disparaissent pas des cases des matrices situées 
en dehors de la diagonale principale, de sorte que l'équation du 
second ordre n’a plus la simplicité de l'équation (37). Elle ne 

résenterait donc aucune utilité si les termes en question n'étaient 
susceptibles de recevoir une interprétation intéressante. 

Nous avons vu que les équations 8 etg ch. 11 entraînent la relation 
R°.R— 1 —0o. Lorsque les éléments du tenseur R ont leur valeur 
opérationnelle donnée par 31 et 32 ch. m, on voit facilement que 
des opérations analogues donnent cette fois l’équation 


(R~ .R—1)¢=0 (R7.R—1)¥=o0. 


La méthode la plus directe est de former le produit tensoriel 
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R.R°œ et R.R~Y mais il est plus simple de reprendre les bases 
quaternioniennes e,e,e,e, introduites au § 5 du ch. 1 et d'écrire 


im,cR = e,P,+e,P,+e¢,P,+ e,P,. 


e,e,e,e, sont les matrices données par les tableaux 23 du § 5, ch. 1, 
tandis que la table de multiplication de ces matrices est donnée par 
le tableau 27 § 5 ch. 1. On a de plus, du fait du caractère anti- 
symétrique de ces matrices 
-—e, tandis que e; =e,. 

On a ainsi 
— mie R Rg, = {(e7 Py + ez P. +e; P, +e,P,)(e,P,+e,P2+e.Ps+eP. fo, 


—{(P?4+P2+P2)+e,(P,P,—P,P,) +e,(P,P,—P,P,)+e,(P,P,—P.P,) 
+e,(P,P,—P,P,)-+e,(P,P,—P,P.)+e,(P;P,—P,P3) | 9 


et une relation analogue pour les {,. 
On a d’après I ch. rv 


ns 


P,Po,= (thd, — £,) (140,94 — Lx) 
= — hh’, — hd, £0), —1hL, D Dr + LL Ty 
et 
P,P, = — h°0,0,0, — hd, £0, — h£,0,0, + LED 
d'où 
(P,P,— P,P.) 9, = th{ (à, pr — £0,0%) — (2,£,0, — £,0,0%) 
(ho) (P,P, — P,P.) 9, = th(0,£, —2,£,) 0% 


Lorsque le système de référence est galiléen 


: e 


€ 3 
t= Au wea wes 


U potentiel scalaire et A, (k— 1,2, 3) composantes du potentiel 
vecteur. Rappelons que le champ électrique E et le champ magné- 


tique Hi vérifient les relations bien connues (64 § 12 ch. 1), de sorte 
que le second membre de (38) représente les 6 composantes du 
tenseur antisymétrique du champ électromagnétique. En consé- 
quence, ona 


(P.P, — PP.) g,= th (OA, — 2,44) 94 = th — Hg 
(41) (P,P, —P.P,)¢,=—ih— Hyg, 


(P,P, dE, P,P.) eo. th oy Hg, 
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On a de même 


(P,P, — PP)e =i 


(0,A,— d,A,) = ih a Ay | 


e 


€ C 


F2 
= 
Le 


) ‘ CR 
(PP, — P,P,)¢ -h —E#,. 
c 
Moyennant quoi, l'équation du second ordre (37) s'écrit alors 


2 4 


eat Se ea ae 
(43) BE i 3 Ar) nee. ASE +iH, [eo 
(ne pas confondre e charge électrique, avec e, matrice de base des 
tenseurs-quaternions). 

On peut écrire avec les notations du S 7 ch. iv, en multipliant 
chaque terme par (— ;) 


4 : E 3 
(44) [> (+ ih, x2 +: ch S'e,(E,+ iH) | L à 
1 1 
avec une équation analogue pour les 4. 
L’équation obtenue dans les mêmes conditions, à partir de 
l'équation de Dirac s’écrit 


3 


(45) [> (0, + idb,)*-++x2+ ch SRE, + ch SiH, |}, =0. 


Nous avons la disposition unique 23 ch. 1, tandis que dans la théo- 
rie de Dirac, on a le choix entre plusieurs combinaisons. On adopte 
généralement les matrices unitaires appelées x, &, &, «, (1). Ona ainsi 


(e) fe) o +1 O re) dax 
¢ 2) 0 I (e) ; O Oo —17 O0 
Bi = tay = O —I + (e) Ba = tate =) = oe 06 
— ] O oO O l O 070 
heey el O 
RETIRE Ot OU CRT 
— Oo Oo O 
Cf 1-6 (e) 
Dee ea O —1 Oo O 
à Oxo I 0 oO O 
Ra eh in to OL Gt 
DNO 4 90 O Oo 1 (e) 
Su, SG Oo oO 
DELLE Gas 
Ys = Aide = ay re 
o 0 CF 
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On voit qu'il y a une grande parenté entre notre méthode et celle 
de Dirac, du fait de l’analogie que présentent les tenseurs de base 
des quaternions et les matrices de Dirac. 

L'équation (41) peut prendre une forme intéressante en l'expli- 
citant et en faisant passer au second membre tous les termes qui ne 
sont pas des différentielles. On a d’abord avec ¢ = e/c 


fa 30 me ih 0 taht aa ie 
Sie) =(F 5 eu) S(i es) 


développons-le en tenant compte de la condition de Lorentz 


1 OU 


— ren a A—o, écrivons alors (38) sous sa forme enveloppée, 
C , 


et ne gardons au premier membre que les termes diflérentiels, en 
faisant passer les autres au second membre, on obtient l'équation 


(48) | | 
as a hoe ben utes ee sea’) 
ch c 


My co ot D DNA 
3 


e° : ' I a ole 
= [ me rarer (U*— A*)—— À ee ¥ c,(E,+ iH,) | ;, 


My, 2 of à 


(ne pas confondre la charge élémentaire e avec la base e,). 

Les deux premiers termes entre crochet, au second membre 
appartiennent encore à |’équation de Gordon, le premier représente 
l'énergie propre W, au corpuscule, le deuxième peut écrire W*/W,. 
W’ étant la somme des carrés des énergies dues au potentiel scalaire 
et au potentiel-vecteur, par suite de leur action sur la charge e du 
corpuscule. 

Le troisième terme a aussi les dimensions d’une énergie. Si on le 
mulliplie par la composante , de fonction d'onde, cela lui commu- 
nique des dimensions qui s'ajoutent à celles qu'il possèdait en propre. 
Or nous avons vu (§ 12) que celles-ci dépendent des unités adoptées. 
Si | est exprimé en unités « normalisées » de dimension L~’, le 
terme a , a les dimensions d’un champ et peut être considéré 


0 
comme tel, d'autant plus que l'on a supposé 4,—0, tandis que 


iP oh : x Per 
FRS e ig Ÿ, représenterait une polarisation ; quant au terme 
0 


(47) boue lH ae 
m,C 


2 


2 


XL | 


quaternion quaternion 
A 
conjugué 


nus. 
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il ne serait autre que le {enseur d'interaction champ-polarisation, déjà 
rencontré au ch. 1, § 7. Si ce point de vue est juste, il n'y a pas de 
différence fondamentale entre le champ électromagnétique et l'onde 
de la mecanique ondulatoire, de sorte que l'onde | d'une part et le 
champ électromagnétique d'autre part, peuvent participer l'un 
comme l’autre aux mêmes types d'interaction. 

Il reste à interpréter l'onde ¢. On obtient dans les mêmes 
conditions, le terme 


(48) b= eg He iB x pu 


a Mpc quaternion quaternion 
conjugué 


dont la signification parait évidente : 

La composante électrique du vecteur ¢ donne lieu a deux types 
d'interaction. 

1° Une interaction du type champ-courant (Coulomb-Laplace), 
par les termes réels du produit 


(49) ane eS |H,,+-vE,|><|J;| (tenseurs quaternions). 
Fa MC, 


2° Une interaction du type champ polentiel (énergie cinétique 
radiante), par les termes imaginaires du même produit, soit 


I h 
(50)  —e 
: 2 me 


|H,.—vE,|X|g;| (tenseurs-quaternions). 


La composante magnétique o” de la fonction d’onde ¢ donnerait 
lieu aux phénomènes complémentaires, dont, en particulier, l’action 
d’un champ électrique sur un courant magnétique. 


S 15. Le moment magnétique, le moment électrique, le spin. 


Pour obtenir des grandeurs correspondant à un corpuscule, 
nous devons normer les ondes ¢ et Ÿ en conséquence. Nous obte- 
nons ce résultat en écrivant que la charge totale du corpuscule est. 
égale à e, c'est-à-dire, 


Jens fee 
espace 


Ceci posé, l'expression (47) nous donne l'opérateur moment 
magnétique, dont les composantes sont 


I h 
: e e; dontla valeur propre est S——e—. 


a mc x Mg 


= 
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(Les ei (i— 1, 2, 3) sont les matrices de base (23) du système de 
quaternions du § 5 ch. 1.) 
Elle fournit en outre Vopératenr moment électrique de 


composantes 
SRE 2 e se ex. 
2 me 
Pour avoir l'opérateur moment cinétique, il suflit de considérer 
que « l'impulsion potentielle » est due à la vitesse d'entraînement 
(système de référence non galiléen), le calcul reste le méme, mais 
le terme e(H-+iE) est remplacé par le terme m(R<+il), (R 
rationnel des vitesses d'entraînement, [' accélération d’entraine- 
ment), de sorte que le terme d'interaction est du type gyroscopique, 
avec l'opérateur moment cinétique de composantes 


ee is he;. 
2 

Il y aurait encore un moment gravifique de méme forme. Dans le 
cas le plus général, comportant a la fois un champ électromagnétique 
et un système de référence non galiléen, les termes d'interaction 
s annulent lorsqu on a à la fois F — CE et R=——H (précession 

mM, MC 
de Larmor). La précession nucléaire de Félix Bloch se trouve ainsi 
expliquée. Le même raisonnement est applicable à la théorie de 
Dirac et donne les mêmes résultats, avec un moment cinétique 
Qu mm, 
e 

Le spin peut aussi être abordé par la méthode « classique ». A 

l'Hamiltonien de Dirac correspond Ja fonction 


L=P,+ NeP;+me 


et plus simplement, l’opérateur 
R == > éP, 
1 


dont on commute le produit avec l'opérateur moment orbital; le 
défaut de commutation est l'opérateur S de composantes 


- I 
Si = he;. 
2 


ee 
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§ 16. Nouvelle expression de Vénergie. 


Nous avons obtenu au § 10 du Ch. tv la formule 17 
D=kX (A Webi + A997). 


Nous avons vu plus loin (§ 12) que À avait probablement la 


I 
valeur —. 


i 
Si nous exprimons l’onde Ÿ en unités de polarisation, si II est 
la polarisation associée à l’onde d, si J est le courant électrique 
associé à l’onde ¢, nous avons 


Se ids 
iE Peer { _ J = a 
thr vA Ar mic Pk 


et la densité d’énergie prend la forme 


1 
pour £k—-—;, ona 


8x 
(51) D=—(- [bi + divx). 


Lorsque J se réduit à sa composante électrique A (A potentiel- 
vecteur, avec A,—iÙ, U potentiel scalaire, J :—=1ip, p densité 
électrique). Si l’on pose en outre ) — H -1E, on a 


(52) D=— (W+E)+— (pU+J A A) 


Comme nous avons vu d’autre part qu'il y a équipartition de 
énergie entre les ondes + et |, nous avons de ce fait 
I 


(53) g= (+8) =— (pU+J.A), 


2 
soit en intégrant a tout l’espace 


(54) f gh +Bae= (2 (QU+TR). 
36 
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Le fait de retrouver au deuxième terme de 52, une expression de 
forme classique, et de donner une base théorique a Végalité 54, que 
l'on constate empiriquement en électrodynamique classique, paraît 
favorable aux interprétations physiques d'ordres énergétiques et 
électriques, proposées pour les ondes ¢ et Y associées au corpuscule. 


Toutefois la correspondance avec l’électro-magnétisme classique - 


n’est pas parfaite, car dans la théorie classique, si la relation (54) 
est vérifiée, (sans d'ailleurs que l'on “BE pourquoi), on a par 
contre pour l'énergie | 
65) WH j(E+H)&-! J QU+IA) ds 
8r espace 2 

c'est-à-dire l’un ou l’autre mais pas la somme, de sorte que, comme 
nous l'avons déjà signalé au § 12 ch. 1v, le coefficient e ne doit 
être admis qu'avec réserve. Cependant, ce désaccord ne paraît pas 


très grave, car les raisonnements qui conduisent aux formules 55 
n'ont de sens qu à l'échelle macroscopique. | 


q A); 4 curés Hinpeoqcsss $ tant 7 ot À es 
ape pate paces 4; rs ib; ri 


CHAPITRE V 


LE PROBLÈME DE DEUX CORPUSCULES 


Une hypothèse simple concernant l'interaction de deux corpus- 
cules, permet de former les champs associés à leur mouvement, et 
de connaître de ce fait, la polarisation, le courant, le potentiel, 
l'énergie. Ces équations ont la forme des équations macroscopiques 
de Maxwell-Lorentz, et permettent de former un modèle d’électron, 
globule d'énergie qui rappelle le globule de Darwin tout en tenant 
également des modèles antérieurs à champ soustractif. Le globule 
correspondant aux corpuscules de masse o (photon ou neutrino) et 
2,4-10 7° gramme (méson 7). possède la masse de l’électron. 


4. Le champ bicorpusculaire. — Soit m,, la masse au repos du 
corpuscule M, d'indice 1, m,, celle du corpuscule M, d'indice 2. 
Soient o')' et +°*{* les ondes qui leur sont respectivement associées. 

Soit £*' l'impulsion potentielle exercée par M, sur M, soit ©” 
l'impulsion potentielle exercée par M, sur M,. 

Le principe de l’action et de la réaction, s’il était transposable en 
mécanique ondulatoire donnerait ®'——%", mais cette relation 
serait manifestement inexacte car les champs associés aux deux 
corpuscules varient avec la distance suivant des formules différentes. 

Nous admettrons que ce principe se transpose sous la forme | 
également simple 


1222 — RAS 
(1) Lg = — Le Qs. 


Nous formons alors les équations associées aux corpuscules M, 
et M,, en tenant compte des impulsions potentielles agissant respec- 
tivement sur l’un et l’autre corpuscule. Soient ¢' et Y', g° et d” 
les ondes associées à M, et à M,, correspondant aux valeurs de À 
respectivement égales à x, et à x. 
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Ajoutons membre à membre les équations des deux groupes, 
relatives à la même composante, en posant 


bag, y 
Les termes d'interaction 2}’¢; et £;'¢{ disparaissent en vertu de 1 
et on obtient les équations 


A o,F,+9,¥,+2, 8, — eb X90; = xi9" 
4) D ne D CO me aa 
I 6 0, FS a,¥,+02,¥, =0,Ÿ, ip x29! 
7 AH © xp xp 
8 d,0,+0,0,+2,0, —d,0, = V, 
g o,0,+0,0,+2,0, —a,8, = ¥, 
Il 10  0,0,+0,0, +0,09, —o,®, = ¥, 
LE d,®, 8 0,P, + 0,0, a 0,0, — 0 


(avec Ÿ, — 0). 


2. Le champ électromagnétique. — Les équations I et II ont ia 
forme des équations 76 à 83 du § 12 ch. 1, que nous considérons 
comme les équations générales de l’électromagnétisme. 

La correspondance est parfaite à condition de poser 


wars <pedag gb _sgigin courant électrique 

fet Wheto (somme des courants compesants) 
avec 

(isp $e ele GQU by. U), densité électrique | 

(somme des densités composantes) 
(U, et U, étant les deux potentiels scalaires. Le coefficient 4x dispa- 
rait lorsque |) est exprimé en unités de polarisation. 

Le champ électromagnétique classique correspondrait au 
champ photon meson, avec m,,—o (masse du photon) et 
My. == 2,4.10~™ gr (masse du méson x). On aurait alors 

(14) J = Kok aus (15) 


La densilé électrique et ver Fe ant gate ne seraient autres que 


vecteur mésonique. 


3. Globule d'énergie et modèle d'électron. — a) Les fonctions 
d'onde. — Les équations I et IT nous permettent de former un globule 


wer 
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d'énergie, modèle d’électron qui nous paraît plus satisfaisant que 

celui que l’on peut former avec un seul corpuscule (globule de 

Darwin). Les équations générales admettent la solution dynamique 

approchée, valable pour les faibles vitesses du globule, l'indice 1. 
Potentiels scalaires 


—=& aa T —€ seal 9 ) 5] 
U=—e Kar U.=—e 127 (avec r’=(x,—0,t)’+ (x,—v,t)’+(x,—2,t)’, 
v,, V2, V; composantes de la vitesse du globule. 


ES i ie a £ —xr — Xer 
Merl), Use —-e ) 
Potentiels vecteurs 


My Es dat nec NAS a 
Aja = ers ALLER pm AA —A,=—-— (e~”— ex), 
cer CHR r 


PEE eee Éggra So teat oe 
aS Ke Re b=), —p, = a i lads | 
1 har 1 re Aner tate Pi ERA 

Courant électrique 
> > = 
LÉ SAN ie 7 RES RES Be aati ER ee 
' Aner Aner An cr 


champ électrique 
- # 


n r I es € 1 me: I nay r 
E;=e— ee th E — — ka + — e #7 — 1 + — ett a 
re r i r 6 r 


champ magnétique 


== 


re lunaget soit H= 
c 


aa D A DE: 
b) Quantité totale d'électricité. — Nous considèrerons trois cas, 
suivant que x, est nul, très petit sans être tout-à-fait nul, ou possède 


une valeur mesurable. 52! 
Dans le premier cas, la quantité d’électricité totale vaut 


20 
em fee = f M=x,)e" “dt =e 
‘ 1 id 


0 


d'où € — e, charge élémentaire. 
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Dans le second cas, on trouve une charge nulle parce que la charge 
électrique due au champ d'indice 1 est égale à —e. Pour retrouver 
le résultat précédent, il faudrait intégrer à l’intérieur d’une sphère 
de rayon fini, donc, si la charge totale est théoriquement nulle, les 
mesures expérimentales, (qui ont lieu nécessairement à distance 
finie) et le théorème de Green donneront une charge égale à e. 

Dans le troisième cas, les charges dues aux deux corpuscules, qui 
sont en quelque sorte « rentrés l’un dans l’autre », se détruisent, et 
ce modèle nous fournit une image simple du corpuscule neutre, lequel 
serait obligatoirement formé par l'union de deux corpuscules élémen- 
taires, ces derniers étant toujours chargés. 


c) Énergie et masse du globule. — Doit-on adopter la formule (52), 
§ 16, ch. rv, ou la formule (55)? Le doute vient d’une part du fait 
que (52) a été établie pour un champ a un seul corpuscule, que (55) 
appartient à l'électrodynamique classique, et que les raisonnements 
qui ont permis de l’établir ne sont pas applicables au domaine 
microscopique. Il semble toutefois que (52) présente plus de 
garantie ("’). Nous verrons en outre que c'est elle qui donne les 
résultats les plus satisfaisants. 

Un calcul facile donne pour |’ énergie au repos 


Wj aml We oO tn and (pour x, = 0) 
(15) 
We { pudr+~ LC Pa lue 
| 


%,— Ro 


(on a donc W, = W,, résultat prévu dans le cas du champ à un seul 
corpuscule et qui se trouve encore vérifié dans le champ à deux 
corpuscules). Ona selon (52) 


We OR a 


Xo à LE 2 
La masse du globule vaut 
2 2 
( 16) m, = W, — F2 (Moe ce. é my.) a if 
0 2 ra Mos 
é ahe Mo — M, hhe 


(1%) IL est d’ailleurs facile de reprendre sur les équations I et II les raisonnements 
du § 10 et d’éliminer les termes d’ordre zéro pour obtenir une équation de conservation 
des quantités + et 4 tout à fait analogue à 15 § ro, et qui peut également prendre la 
forme 55. 


= 


se 
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La masse du méson [I (corpuscule présumé l’auteur du champ 
nucléaire) vaut m,—2,4.107°* gramme. 
La masse du globule vaut alors 


m,=9.10 gramme 
qui est précisément la masse de l'électron. 

Si on adapte pour l'évaluation de l'énergie la formule (55), on 
trouverait une masse moitié. 

Le modèle d’électron, globule d'énergie du champ bicorpusculaire, 
présente des analogies avec les modèles d’électron à champ 
soustractifs déjà proposés (Bop, Pais, Feynmann, principalement 
avec celui de Louis de Broglie ©”). 

Il diffère cependant essentiellement de ce dernier par le fait que 
l'électron de Louis de Broglie possède une charge photonique «, 
génératrice du champ photonique (champ électrique classique) et 
une charge mésonique €, génératrice du champ mésonique. La 
charge mésonique ne doit pas être confondue avec la charge pho- 
tonique (qui est la charge électrique classique) car elle engendre un 
champ mésonique. Les charges électriques e, et mésoniques €, ont en 
commun le fait que, « chaque charge d’indice 1 (aa Oa) bien 
que servant seulement de source au champ de méme indice, subit l’action 
du champ total 1 +2 » ©”. Un corpuscule est « neutre » lorsqu'il 
ne possède pas de charge photonique. 

Notre électron est un globule d'énergie dans une onde bicorpuscu- 
laire. Nos deux champs constituants n'ont séparément aucun sens 
physique, seule leur association correspond à une réalité. L’onde 
monocorpusculaire est formée de deux fonctions d’onde;; l’une, à trois 
composantes complexes, peut être considérée comme représentant 
la polarisation électromagnétique, l’autre, à trois composantes réelles 
et une, imaginaire, représenterait le courant électrique. 

Un bicorpuscule est généralement neutre, il est chargé lorsqu'un des 
champs constituants se trouve dépourvu de charge du fait que sa 
densité électrique est nulle. Notre essai aboutit à la conclusion assez 
inattendue que l'électricité et le courant électrique seraient une 
manifestation macroscopique du potentiel mésonique. 

Remarquons que les équations du champ bicorpusculaire ne 
représentent pas l'onde associée au corpuscule, car elles ne contien- 


(2) Portugaliæ Mathematica, 8, 1949, p. 37. 
(21) Comptes rendus, Ac. des Sc., t, 229, p. 401-404, 1949 et 229, 1949, p. 640-643. 
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nent pas l'idée de masse au repos du corpuscule complexe. En effet, 
la connaissance de celle-ci résulte précisément de la considération 
d'une solution particulière (sphérique) de ces équations, de sorte 
qu'il est nécessaire d’associer à la particule de nouvelles fonctions 
d'onde. Du fait de l'existence du corpuscule, l'énergie est prati- 
quement concentrée autour de celui-ci, et la densité d'énergie a 
ainsi un caractère probable. Si les fonctions d'onde sont normées 
de telle façon que l’énergie de l'onde soit présisément celle du 
corpuscule, soit 


| Daw 


“ » D Fe PR 2 44. 7 
la quantité = représente alors une densité de probabilité de 


présence et vérifie la condition requise 


J dr =1. 


L'auteur a réuni dans cette étude beaucoup d'idées dont certaines 
supporteraicnt d’être poussées plus loin, mais cela eût retardé 
encore longtemps la publication de ces recherches qui représentent 
déjà un travail considérable. C’est pourquoi il a préféré les publier 
telles quelles malgré leur imperfection, quitte à reprendre par la 
suite les idées qui paraîtraient mériter d’être conservées. 
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